Wydziat: WILiS, Budownictwo, sem.2
dr Jolanta Dymkowska

UOGOLNIONE WSPOLRZEDNE WALCOWE

Niech a i b beda stalymi dodatnimi. Wspotrzedne (r, ¢, 2) , dla ktérych zwiazki ze wspéhrzednymi
kartezjanskimi (x,y,z) sa dane wzorami:

T =ar cosy r € [0,4+00)
y=>brsing ¢ € [0, 2m]
2=z zeR

nazywamy uogolnionymsi wspétrzednymi walcowymi.

Przeksztalcenie
(T,QO,Z) — (xayvz)

gdzie
T = ar cosy y = brsing z =z

nazywamy uogolnionym przeksztatceniem walcowym.
Jakobian uogélnionego przeksztatcenia walcowego jest rowny:

oz ox ox

ar 9o 9z a cos —arsing 0
J(r,p,2) = % 3%“; % = | bsingp br cosp 0| =
& = & 0 0 1
or oo 0z
| acosep —arsing | 2 .2
= | bsing br cos =abr cos”p + abrsinyp = abr.

CALKA POTROJNA W UOGOLNIONYCH WSPOLRZEDNYCH WALCOWYCH

Twierdzenie  Niech obszar V, dany w uogélnionych wspétrzednych walcowych (ze staltymi a
i b) bedzie regularny oraz niech funkcja f(z,y,2) bedzie ciagta na obszarze V bedacym obrazem
Vo w uogdlnionym przeksztatceniu walcowym. Wowczas

/// f(z,y, 2) dedydz = /// flar cosp,brsing, z) - abr drdedz.
% Vo

Przyktad  Znalez¢ wspoélrzedne $rodka ciezkosci jednorodnej bryty ograniczonej paraboloida
2% + 2y? = 4z i plaszczyzng z = 2.
Rozwigzanie: Bryla V jest obszarem w przestrzeni normalnym wzgledem ptaszczyzny OXY, tj.

(z,y) € D
VZ 2 2
THE <z <2



gdzie obszar ptaski D jest ograniczony krzywa, bedaca rzutem na ptaszczyzne OXY krzywej
powstalej z przeciecia paraboloidy 2 + 2y? = 42 z plaszczyzng z = 2, tj. elipsa o réwnaniu:
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Obliczajac zatem poszczegodlne catki potrojne, wprowadzimy uogdlnione wspoétrzedne walcowe dane
wzorami:

T =227 cos g r € [0, +00)
y=2rsing v € [0,27]
z2=z z€R

Jakobian, odpowiadajacy takiej zamianie zmiennych, jest réwny: J = 4v/2r, a obszar V, , ktérego
obrazem w uog6lnionym przeksztatceniu walcowym jest obszar )V , opisze si¢ w nastepujacy sposob:
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Przystepujemy do obliczania poszczegdlnych catek potrojnych:

e Masa bryly (jednorodnej, przyjmujemy wiec, ze gestosé masy jest stata rowna 1) V :

2 1 2
M = /// drdydz = /// AN2r drdpdz = 4\/§/d<p/dr / rdz =
v Vo 0 0 2r2

2 1 2 1 o 2 e
= 4\/§/dgp/dr raih, = 8\/§/dgp/(r—r3)dr = 8\/§/d<p (2—4> =
0 0 0 0 0 r=0
21
NG / dp = 427
0
e Moment statyczny wzgledem ptaszczyzny OXY:
2 1 2
Mxy = ///zdxdydz = /// AN2r z drdedz = 4\/§/dgo/d7“ / rzdz =
1% VO 0 0 2r2
2w 1 22 2=2 2w 1 2w TQ T6 r=1
:4\/§/d<p/dr7"— :8\/§/dgp/(r—r5)dr:8\/§/d¢ —— — =
20 ., 2 6 /)| _
0 0 z=2r 0 0 0 r=0
8 ~ T 16
3V / do = gvanm
0
e Moment statyczny wzgledem ptlaszczyzny OXZ:
27

2
dr / r?singp dz =

2r2

My, = ///ydxdydz = ///4\/§r2r sin ¢ drdpdz = 8\/§/dg0
% Vo
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0
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= 82 / dy / dr r*sinp z
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32
= —ﬁ/singp dp = 0
r=0 15 0

e Analogicznie moment statyczny wzgledem plaszezyzny OYZ: Myz = 0.

e Wspotrzedne srodka ciezkosci:

Myz Mxz Mxy V2T 4
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UOGOLNIONE WSPOLRZEDNE SFERYCZNE

Niech a,b i ¢ beda stalymi dodatnimi. Wspétrzedne (r,p,v) , dla ktérych zwiazki ze
wspohrzednymi kartezjanskimi (x,y, z) sa dane wzorami:

X = ar cosy cosy
y = brsiny cosvy
z = crsiny

nazywamy uogolnionymsi wspotrzednymi sferycznymi.
Przyktad Roéwnanie elipsoidy o poétosiach a, b i c:

2 2 2
x Y z
etpta=!
zapisa¢ w uogdlnionych wspotrzednych sferycznych.
. . , . . . 2 2 2 . . s .
Rozwigzanie: Do réwnania elipsoidy % + 4% + % = 1 wstawiamy zaleznosci
r=arcospcosy, y=>brsinpcosy i z = cr siny:

a’r? cos? o cos>p b r?sin?@ cos?y 2 r? sin?)
2 + 2 - 2
a b c

r? (coszgo + sin2<p) cos>1h + r?sin®y = 1

r? (cos21/1 +sin21/z> =1

r? = 1.

Zatem réwnanie elipsoidy o poétosiach a, b i ¢ w uogdlnionych wspétrzednych sferycznych (ze
stalymi a, b i ¢) mapostaé: r =1 dla p€[0,2m)1 ¢ € [—g,g}
Przeksztalcenie
(T,QD,’QD) - ($,y,2>
gdzie

X = ar cosy cosy y = br siny cosvy z = crsiny



nazywamy uogolnionym przeksztatceniem sferycznym.
Jakobian uogoélnionego przeksztatcenia sferycznego jest réwny:

a cosy cosyY  —arsing cosy  —ar cosp siny
J = | bsiny cosvy br cosy cosy —br sing siny | = aber? cosy
¢ sin 0 cr cosy

CALKA POTROJNA W UOGOLNIONYCH WSPOLRZEDNYCH SFERYCZNYCH

Twierdzenie  Niech obszar V, dany w uogélnionych wspoétrzednych sferycznych (ze statymi
a, b i ¢ ) bedzie regularny oraz niech funkcja f(x,y,2) bedzie ciagla na obszarze )V bedacym
obrazem V, w uogélnionym przeksztatceniu sferycznych. Wowczas

///f(x,y,z) drdydz = ///f(ar cos @ costp, br sin cosp, cr sin) - aber? cost drdodi).
1% Vo

Przyktad Stosujac uogdlnione wspodtrzedne sferyczne oblicz objetosé bryty ograniczonej elipsoida
o potosiach a, b i c.

Rozwiazanie: 7 poprzedniego przykladu wiemy, ze elipsoida o potosiach a,b i ¢ ma w
uogoblnionych wspéhrzednych sferycznych (ze statymi a, b i ¢ ) réwnanie r =1 dla ¢ € [0,27) i

(IS {—g, g} Stad wprowadzajac uogdlnione przeksztatcenie sferyczne mamy:
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Zatem objeto$¢ bryly V ograniczonej elipsoidg o potosiach a, b i ¢ jest rowna:
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