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Zastosowania geometryczne całki oznaczonej

(A) Pole obszararu płaskiego

|P | =
b∫
a
|f (x)| dx

Założenie: funkcja f (x) jest ciągła dla x ∈ [a, b] .
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|P | =
d∫
c
|f (y)| dy

Założenie: funkcja f (y) jest ciągła dla y ∈ [c, d] .



3

|P | =
b∫
a
( f (x)− g(x) ) dx

Założenie: funkcje f (x) i g(x) są ciągłe dla x ∈ [a, b] oraz dla
każdego x ∈ [a, b] f (x) > g(x) .
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|P | =
d∫
c
( f (y)− g(y) ) dy

Założenie: funkcje f (y) i g(y) są ciągłe dla y ∈ [c, d] oraz dla
każdego y ∈ [c, d] f (y) > g(y) .
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(C) Pole obszaru płaskiego pod krzywą zadaną parametrycznie

|P | =
t2∫
t1
| y(t) · x′(t) | dt

Założenie: funkcje x(t) , x′(t) i y(t) są ciągłe dla t ∈ [t1, t2]
oraz x′(t) i y(t) mają stały znak.
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(E) Pole obszaru płaskiego pod krzywą zadaną we współrzędnych

biegunowych

|P | = 1
2

β∫
α
r2(ϕ) dϕ

Założenie: funkcja r(ϕ) jest ciągła i nieujemna dla ϕ ∈ [α, β] .
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(F) Długość łuku wykresu funkcji

|L| =
b∫
a

√√√√ 1 + (f ′(x))2 dx

Założenie: funkcje f (x) i f ′(x) są ciągłe dla x ∈ [a, b] .



8

(G) Długość łuku krzywej zadanej parametrycznie

|L| =
t2∫
t1

√√√√ (x′(t))2 + (y′(t))2 dt

Założenie: funkcje x(t) , x′(t) , y(t) i y′(t) są ciągłe dla

t ∈ [t1, t2] .
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(H) Długość łuku krzywej we współrzędnych biegunowych

|L| =
β∫
α

√√√√ (r(ϕ))2 + (r′(ϕ))2 dϕ

Założenie: funkcje r(ϕ) i r′(ϕ) są ciągłe dla ϕ ∈ [α, β] .
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(I) Objętość bryły obrotowej powstałej przez obrót wykresu funkcji

dookoła osi 0X

|V | = π
b∫
a
(f (x))2 dx

Założenie: funkcja f (x) jest ciągła dla x ∈ [a, b] .


