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Wykaz wazniejszych symboli 1 oznaczen

Symbole

R - zbior liczb rzeczywistych

C - zbiér liczb zespolonych

R(2) - cze$¢ rzeczywista liczby zespolonej z

3(2) - cze$¢ urojona liczby zespolonej z

j - jednostka urojona

e - liczba Eulera

A, B, C, ... - macierze

a, b, c ... - wektory kolumnowe

I - macierz jednostkowa

A, «n - macierz zawierajace m wierszy i n kolumn

AT - transpozycja macierzy A

A* - sprzezenie Hermitowskie macierzy A

[A];; - element macierzy A, znajdujacy sie w i-tym wierszu i j-tej kolumnie

la]; - element wektora a, znajdujacy sie w i-tym wierszu

diag(aq, ag, . .., a,) - kwadratowa macierz diagonalana, o wymiarach n x n, taka ze
[diag(ay, ag, . .., an)]i = a;, zas wszystkie pozostale jej elementy sa réwne zeru

Stale fizyczne

c = 299792458[m/s| - predkos¢ $wiatta w prozni
g9 = 8.854187818E — 6[F'/m] - przenikalnos¢ elektryczna prézni
to = 1.256637061 £ — 12[H /m)] - przenikalnos¢ magnetyczna prézni

Skroty

BPM - metoda propagacji wiazki (ang. Beam Propagaton Method)

DFD - dyskretne rozwiniecia funkcyjne (ang. Discrete Function decomposition)
EBG - przerwa elektromagnetyczna (ang. Electromagnetic Bandgap)

FD - réznice skonczone (ang. Finite Difference)

FEM - metoda elementéw skonczonych (ang. Finite Elements Method)

MM - makromodel (ang. MacroModel)
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PBG - przerwa fotonowa (ang. Photonic Bandgap)

PCF - swiattowody fotoniczne (ang. Photonic Crystal Fiber)

PML - dopasowana warstwa absorpcyjna (ang. Perfectly Matched Layer)

RBC - zaproponowane w pracy radiacyjne warunki brzegowe (ang. Radiation Boundary
Conditions)

SVD - rozktad na wartosci szczegélne (ang. Singular Value Decomposition)

TBC - przezroczyste warunki brzegowe TBC (ang. Transparent Boundary Conditions)



Rozdziat

Wprowadzenie

W ostatnich latach duza popularnoscia ciesza sie sztucznie wytwarzane struktury
o okresowo zmiennym wspoOtczynniku przenikalnosci elektrycznej w jednym, dwoch lub
trzech wymiarach [31,56]. W materiatach tego typu nie wystepuje propagacja fal elek-
tromagnetycznych okreslonych rodzajow, stad tez, poprzez analogie do potprzewodni-
kéw, nazywa sie je krysztalami z przerwa fotonowa PBG (ang. Photonic Bandgap) lub
strukturami z przerwa elektromagnetyczna (ang. Electromagnetic Bandgap). Obiecujace
wyniki uzyskiwane w badaniach wspomnianych uktadow sugeruja mozliwos¢ ich szero-
kiego zastosowania np. w konstrukeji zintegrowanych obwodow fotonicznych lub wtdkien
Swiattowodowych o bardzo wysokiej przepustowosci (rysunek 1.1) [11,15,29,59]. Problem
stanowi tu jednak ztozona geometria struktur, ktéra znaczaco utrudnia ich analize teore-
tyczna. W wielu przypadkach niezbedne jest stosowanie bardzo kosztownych numerycznie
algorytmow, wymagajacych wprowadzenia ogromnej liczby zmiennych, praktycznie unie-
mozliwiajac projektowanie i optymalizacje omawianych struktur w akceptowalnym czasie.
Drugi wazny problem w analizie krysztalow fotonicznych stanowi precyzyjne modelowa-
nie przestrzeni nieograniczonej. Zagadnienie to jest szczegolnie istotne w badaniu efektow
zwiazanych z wypromieniowaniem pola elektromagnetycznego z rozwazanych struktur.

RYSUNEK 1.1: Przekroje trzech przyktadowych $wiattowodéw fotonicznych PCF (ang. Photonic
Crystal Fiber). Zdjecie zapozyczone z pracy [75].
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1.1 Obecny stan wiedzy

Teoretyczne analizy konwencjonalnych prowadnic wielordzeniowych wykonywano juz
kilkadziesigt lat temu wprowadzajac lokalne uktady wspotrzednych i korzystajac z sy-
metrii struktury [73]. Technika ta byta jednak stosunkowo mato precyzyjna ze wzgledu
na przyblizenia przyjmowane podczas taczenia obszaréw metoda kolokacji. Udoskonale-
nie algorytmu polegajace na zastapieniu metody kolokacji metoda Galerkina pozwolito
na osiggniecie bardzo wysokiej precyzji przy stosunkowo niewielkim naktadzie oblicze-
niowym [58,64, 65]. Niestety, technika ta nadal obejmowata jedynie bardzo waska grupe
struktur (symetrycznie rozmieszczone rdzenie o przekroju kotowym).

Wigksze mozliwosci pod wzgledem réznorodnosci przekrojow swiattowodow daje sto-
sowanie metody propagacji wiazki BPM (ang. Beam Propagaton Method). Technika ta
polega na pobudzeniu (jednego z koncéw) prowadnicy polem o rozkladzie Gaussowskim
i obserwacji jego zmian wzdtuz kierunku propagacji [1,16,30,52]. W przypadku badania
efektéw zwigzanych ze stabym wyciekaniem pola dhugo$é prowadnicy musi byé bardzo
duza. Prowadzi to do znacznego wydhuzenia czasu analizy i ogdlnego wzrostu kosztow
numerycznych. Ponadto sama ekstrakcja zadanych parametrow prowadnicy z otrzyma-
nego przebiegu moze by¢ klopotliwa (w szczegdlnoscei dotyczy to rozréznienia modéw o
zblizonych wspoétezynnikach propagacji).

Dobre wyniki, zaréwno pod wzgledem dowolnosci przekroju prowadnicy, jak i doktad-
nosci analizy daje metoda rozwinie¢ Fouriera we wspétrzednych biegunowych [50, 63].
Podejscie takie opiera sie jednak na przyblizeniu skalarnym i nie nadaje si¢ do opisu
niektérych zjawisk (np. zwigzanych z polaryzacja fali). Uogélnienie algorytmu na przypa-
dek wektorowy w znacznym stopniu zwigksza ztozonosé obliczeniowa procedury [26] (czas
analizy prostej struktury dla pojedynczej wartosci czestotliwosci siega 6h na komputerze
Pentium IIT 1GH2).

Najlepsze, jak dotad, rezultaty uzyskuje sie¢ stosujac techniki wymagajace dyskrety-
zacji dziedziny obliczeniowej, takie jak metoda elementéw skoniczonych FEM (ang. Fini-
te Elements Method) [18,61] lub metoda réznic skonczonych FD (ang. Finite Differen-
ce) [22,33,49,77]. Duza elastycznosé i uniwersalnosé wspomnianych algorytmow powoduje,
ze sa one wykorzystywane w wielu pakietach komercyjnych. Niestety réwniez w tym przy-
padku liczy¢ sie trzeba z duzymi kosztami numerycznymi wynikajacymi z wprowadzenia
ogromnej liczby zmiennych dyskretyzujacych dziedzine obliczeniows.

Opublikowane w ostatnich latach techniki redukcji liczby zmiennych w metodzie réznic
skonczonych w dziedzinie czasu i czestotliwosci [12,35,36,38,47,48,57,66,69-71] sugeruja,
ze po wykonaniu odpowiednich modyfikacji mozna zastosowaé je réwniez w zagadnieniach
propagacyjnych. Rownomierna dyskretyzacja dziedziny obliczeniowej powoduje, ze w ob-
szarach jednorodnych, rozktady poél sa nadprobkowane. W takim przypadku zastosowaé
mozna metody dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych i zastapi¢ prébki rozktadu pola, przez
jego amplitudy harmoniczne [47,48,66,69-71]. Znakomite efekty daje réwniez zastoso-
wanie techniki redukcji rzedu modelu [12, 35,36, 38,57]. Technika ta polega na projekcji
operatoréw na odpowiednio wyznaczong podprzestrzen, w taki sposéb aby zachowane by-
ty zadane parametry operatora w pewnym okreslonym zakresie. Z tych wtasnie wzgledow
autor niniejszej rozprawy zdecydowat sie na badanie $wiattowodéw fotonicznych w oparciu
o metode réznic skonczonych.
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Drugi wspomniany juz problem dotyczy sformutowania odpowiednich warunkéw brze-
gowych modelujacych przestrzen otwartg. Techniki numeryczne, takie jak metoda FD wy-
magaja dyskretyzacji catej dziedziny obliczeniowej. W przypadku analizy struktur otwar-
tych jest to z oczywistych przyczyn niewykonalne. Dziedzine obliczeniowa nalezy zatem
zakonczy¢ warunkami brzegowymi, ktére mozliwie najlepiej symulowaé¢ beda przestrzen
nieograniczong. O ile w badaniu rodzajéw prowadzonych zastosowane warunki nie odgry-
waja tak istotnej roli (pole na zewnatrz struktury szybko zanika), o tyle dla rodzajow
wyciekajacych i zespolonych stanowia one podstawowy element algorytmu (pole na ze-
wnatrz struktury narasta lub maleje bardzo powoli, patrz rys. 1.2).

RYSUNEK 1.2: Rozkfady sktadowej wzdtuznej pola elektrycznego w przekroju poprzecznym $wia-
ttowodu kotowego (patrz dodatek E). Od lewej, rodzaj H Ey4;: prowadzony, wyciekajacy i zespolony.

Stosowane obecnie metody symulacji przestrzeni otwartej podzieli¢ mozna na dwie
grupy. Do pierwszej nalezg tzw. przezroczyste warunki brzegowe TBC (ang. Transparent
Boundary Conditions) bazujace najczesciej na radiacyjnym warunku Sommerfelda [17]. Do
najpopularniejszych zaliczy¢ tu mozna algorytmy Mura, Bayliss-Turkela i Higdona [23,60,
62]. Druga grupa to warunki absorpcyjne zaproponowane przez Berengera [5-7]. Dziedzine
obliczeniowg konczy woéwczas warstwa sztucznego anizotropowego osrodka stratnego PML
(ang. Perfectly Matched Layer). Warstwa ta pochlania¢ ma catkowicie wszystkie fale
odchodzace od struktury.

Badania wspotczynnika odbicia fal elektromagnetycznych od réznego typu warunkéw
brzegowych (metoda réznic skoniczonych w dziedzinie czasu) pokazaty, ze jego wartosé dla
warstwy PML jest na poziomie —120d B, natomiast w przypadku granicy zbudowanej w
oparciu o algorytmy TBC okoto —40dB [39,60]. Tak korzystne wyniki oraz stosunkowo
prosta implementacja spowodowaly, ze technika PML jest obecnie jedna z najczesciej
stosowanych metod symulacji przestrzeni otwartej.

Niestety, technika ta posiada liczne wady. Pierwsza, dotyczy zwickszenia dziedziny
obliczeniowej, przez co réwniez liczby zmiennych uzytych do jej dyskretyzacji. Warstwa
PML musi znajdowa¢ sie w odpowiednio duzej odlegtosci od badanej struktury. Wymaga
to oczywiscie zwiekszenia badanego obszaru, na tyle, aby wytworzy¢ niezbedny dystans
oraz umiesci¢ w nim komorki zawierajace osrodek anizotropowy. Powazng niedogodnoscia
jest rowniez samo zdefiniowanie o$rodka pochtaniajacego, wymaga ono podania catego
zestawu parametréow, takich jak odlegtos¢ od struktury oraz grubo$é¢ i profil warstwy
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absorpcyjnej. Poniewaz wybor tych parametréw czesto nie jest jednoznacznie okreslony
(a moga one mie¢ bezposredni wplyw na wyniki analizy [41,67]), niejednoznaczne moga
by¢ réwniez same rezultaty przeprowadzanej symulacji.

Stosowanie warstw PML w metodzie réznic skonczonych w dziedzinie czestotliwosci
ma jeszcze jedng powazng wade, prowadzi do powstawania pasozytniczych, niefizycznych
rozwiazan (tzw. rodzajéw Berengera) trudnych do odseparowania od rodzajéw rzeczywi-
Scie rozchodzacych sie w strukturze. Wartosci wspotezynnikéw ttumienia i propagacji w
obu przypadkach moga by¢ bardzo zblizone, zas liczba rozwiazan pasozytniczych moze
by¢ bardzo duza (patrz paragraf 2.4, rys. 2.11). Do ich rozréznieniu czesto nie wystarcza
rozkltad pola (lub energii) w przekroju struktury. Jak wynika z prac [53,54] pewne mozli-
wosci daje badanie wptywu zmian parametréw PML na otrzymywane rezultaty. Zmiany
te powinny najsilniej oddziatywa¢ na rodzaje Berengera, gdyz ich powstawanie zwigzane
jest wlasnie z warstwa absorpcyjna (niestety wyrazne réznice obserwowaé¢ mozna gtoéwnie
dla wyzszych rodzajow).

Ogromne mozliwosci zastosowan dla struktur fotonicznych sprawiaja, ze pomimo wszyst-
kich wymienionych wczesniej trudnosci, badanie ich wtasnosci jest od kilku lat jednym
z gtéwnych watkow poruszanych w periodykach optycznych i fizycznych. Potencjal ten
stanowi réwniez motywacje do stworzenia narzedzi umozliwiajacych efektywna analize
omawianych struktur i powstania niniejszej rozprawy.

1.2 Cel i teza rozprawy

Zamiarem autora niniejszej rozprawy byto opracowanie algorytméw oraz stworzenie
oprogramowania umozliwiajacego efektywna analize Swiattowodéw fotonicznych. Cel ten
podzieli¢ mozna na dwa etapy:

e konstrukcja i implementacja warunkéw radiacyjnych pozwalajacych na precyzyjna
analize zjawisk zwiazanych z promieniowaniem, wolnych od niedogodnosci jakie wy-
stepuja przy stosowaniu techniki PML,

e redukcja liczby zmiennych stosowanych w metodzie roznic skoniczonych w zagadnie-
niach propagacyjnych bez utraty doktadnosci otrzymywanych rezultatow.

Cele pracy autor zamierza osiagnaé¢ poprzez udowodnienie nastepujacych tez:
e mozliwe jest sformulowanie radiacyjnych warunkéw brzegowych o precyzji przewyz-

szajacej technike PML,

e liczba zmiennych stosowanych w metodzie r6znic skonczonych w zagadnieniach pro-
pagacyjnych moze by¢ znaczaco zredukowana przy uzyciu metody rozwinie¢ funk-
cyjnych oraz techniki redukcji rzedu modelu.

1.3 Plan rozprawy

Pierwszy rozdzial stanowi wprowadzenie do tematyki poruszanej w rozprawie. Zawie-
ra on ogolne informacje o swiattowodach fotonicznych i metodach umozliwiajgcych ich
analize.
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W drugim rozdziale opisane sa podstawowe zalozenia metody réznic skonczonych w
dziedzinie czestotliwosci oraz zaproponowane przez autora warunki brzegowe umozliwia-
jace badanie struktur otwartych. Warunki te skonstruowane sa w oparciu o rozwigzania
analityczne dla struktur jednorodnych, nie ogranicza to jednak ich stosowalnosci tylko
do tego typu uktadéw. Technika ta nie wymaga wprowadzania dodatkowych o$rodkow
stratnych, wyniki analizy sa woéwczas wolne od rozwigzan pasozytniczych. Ponadto wyeli-
minowany jest w takim przypadku problem doboru parametrow warstwy absorpcyjnej, zas
same warunki radiacyjne moga by¢ umieszczone tuz przy badanej strukturze. Na koncu
rozdziatu zamieszczone sa testy numeryczne propnowanych algorytméw (wszystkie zaim-
plementowane $rodowisku MATLAB) dla kilku wybranych swiattowodéw fotonicznych.

Rozdziat trzeci zawiera szczegdltowy opis metod pozwalajacych zredukowaé liczbe
zmiennych w rozwazanych zagadnieniach propagacyjnych. Wprowadzona jest siatka cy-
lindryczna, ktéra umozliwia zastosowanie techniki dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych. W
dalszej czesci rozdziatu znajduje sie doktadny opis modyfikacji klasycznego zagadnienia
propagacyjnego, koniecznych do zastosowania techniki redukcji rzedu modelu. Dla kazdej
z omawianych technik wykonane sg testy numeryczne umozliwiajace weryfikacje propo-
nowanych algorytmoéw.

Ostatni rozdzial zawiera krotkie podsumowanie otrzymanych rezultatéw oraz najbar-
dziej prawdopodobne kierunki dalszego rozwoju zaproponowanych metod badawczych.

Praca zawiera sze$¢ dodatkow, ktore zapewni¢ majg wicksza przejrzystosé zagadnien
poruszanych w rozprawie.
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Rozdziat

Analiza struktur otwartych metoda réznic
skonczonych

W niniejszym rozdziale przedstawione sg podstawowe zatozenia metody réznic skon-
czonych w dziedzinie czestotliwosdci wraz z warunkami brzegowymi umozliwiajacymi bada-
nie struktur otwartych. Aby utatwié¢ zrozumienie proponowanego algorytmu modelowania
przestrzeni nieograniczonej, na wstepie rozwazany jest przypadek jednowymiarowy.

2.1 Roéwnania Maxwella dla amplitud harmonicznych
Znane z podstawowego kursu elektrodynamiki rownania Maxwella zapisuje sie czesto

przyjmujac harmoniczna zmiennos$¢ wystepujacych w nich pol i zrodet. Réwnania te wiaza
wowcezas amplitudy harmoniczne wymienionych wielkosci, dla czestosci kotowej w:

V x E(r) = —jwB(r), (2.1)

V x H(r) = jwD(r) + J(r), (2.2)
V-D(r) = ov(r), (2.3)

V - B(r) =0, (2.4)

gdzie D(r) = e(r)E(r) oraz B(r) = p(r)H(r).

W niniejszej rozprawie, pod pojeciem pola elektrycznego lub magnetycznego czesto ro-
zumiana bedzie wtasnie jego amplituda harmoniczna. Cho¢ konwencja ta jest powszechnie
przyjeta, warto jednak jeszcze raz podkresli¢, ze fizyczne, zalezne od czasu pola otrzymuje
sie wyznaczajac czesé¢ rzeczywisty z iloczynu amplitudy harmonicznej i czynnika e/“?.

W osrodkach o osiowej anizotropii, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, pierwsze
dwa z powyzszych réwnan zapisa¢ mozna w nastepujacej formie:

g -2 a%a E, | e 0 0 H,
o 0 —4 E, | =—jwug | 0 p, 0 H, |, (2.5)
5 % 0 E. 0 0 p || H

13
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0 -5 & |[H & 0 0][E, T
L2 0 -2 || H|=jwso| 0 & 0 E, |+ J, | (26)

Przedstawiona powyzej postaé wyrazen (2.1) oraz (2.2) stanowi punkt wyjscia do
zastosowania metody roznic skonczonych.

2.2 Jednowymiarowe zagadnienia wtasne

7 oczywistych przyczyn, wygodnie jest rozpoczaé rozwazania od probleméw okreslo-
nych w przestrzeni jednowymiarowej. Pozwoli to lepiej zrozumie¢ algorytmy prezentowane
w dalszej czesci pracy.

Jednym z kanonicznych probleméw elektrodynamiki, sprowadzalnym do zagadnie-
nia jednowymiarowego, jest prowadzenie fali elektromagnetycznej w falowodzie ptasko-
rownolegtym lub w $wiattowodzie planarnym. W kazdym z tych przypadkow struktura
uktadu wyglada podobnie - zaktadamy istnienie w przestrzeni tréjwymiarowej ptasko-
rownolegtych warstw o zadanych przenikalnosciach elektrycznych i magnetycznych.

Na wstepie rozwazmy dielektryczna ptyte umieszczona rownolegle do ptaszezyzny Oyz.
Zat6zmy, ze przenikalno$é elektryczna plyty wynosi (), za$ magnetyczna p(z). Uktad
ten w zaleznosci od narzuconych warunkéw brzegowych moze byé¢ traktowany zaréwno
jako falowod plasko-réwnolegly, jak i swiattowdd planarny. Przypusémy, ze fala bedzie w
nim prowadzona w kierunku dodatnim osi Oz. Wowcezas, mozemy zalozy¢, ze zmiennosé
p6l w tym kierunku reprezentuje czynnik e 7% gdzie v = o + jf (a - wspbélezynnik
ttumienia, (§ - wspétczynnik propagacji). Postulujac brak zmiennosci p6l w kierunku osi
Oy oraz uwzgledniajac, ze w oérodku nie ptyna prady przewodzenia! (o = 0), relacje (2.5)
oraz (2.6) zapisa¢ mozna w postaci:

0 v O E, e 0 0 H,
-7 0 _a% Ey | =—-jwpo | 0 py O H, |, (2.7)
0 2 0 E. 0 0 pu H.

0 v 0 H, g2 0 0 E,

-~y 0 -2 || Hy | =jweg| 0 g 0 E, |. (2.8)

0 2 0 H, 0 0 e ||E

Otrzymany w ten sposob uktad réwnan rozniczkowych separuje sie na dwa uktady
niezalezne, wigzace wytacznie sktadowe:

e £, H, oraz H, (rodzaje TE"):

vE, = —jwpopts Hy,

—vH, — o = Jweyey By,

IStratnoéé osrodka, a tym samym réwniez prady przewodzenia uwzglednié mozna poprzez wprowa-
dzenie zespolonej wartosci przenikalnosci elektrycznej.
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o £, E, oraz H, (rodzaje TM?*):

_fYEm - % = _jw:U/O,U/yHyv

vHy = jweoe Ly, (2.10)

OH .
= jweoe E,.

W obu przypadkach problem sprowadza sie do rozwigzania zagadnienia wtasnego dla
operatora réozniczkowego drugiego rzedu. Niekiedy jego rozwigzanie mozliwe jest w sposob
analityczny (Scista analize kilku prostych przyktadéw zamieszczono w dodatku A). Jednak
w ogélnym przypadku, gdy e(x) jest dowolne, pomocna moze okazaé sie np. metoda réznic
skonczonych.

2.2.1 Podstawowe zalozenia metody réznic skonczonych

W celu przyblizenia podstawowych zatozen metody réznic skonczonych rozpatrzmy
pewien przypadek szczegdlny zagadnienia oméwionego w poprzednim paragrafie.

Przyjmujac, ze materiat, z ktérego wykonana jest warstwa, jest niemagnetyczny, roz-
wazmy pola typu T'E powstajace w strukturze. Eliminujac sktadowa H, z uktadu (2.9),
otrzymujemy:

(2.11)

9 .

T = —jwpo -,
OH. _ :

— S = (—jguo +Jw505y) E,.

Pierwszy etap zastosowania metody roznic skoniczonych polega na dyskretyzacji prze-
strzeni obliczeniowej. W tym przypadku dotyczy to osi Ox i sprowadza sie do wybrania
punktéw, w ktérych probkowane bedzie pole elektryczne i magnetyczne. Odlegtosé miedzy
kolejnymi punktami dyskretyzacji danego pola nazywac¢ bedziemy krokiem dyskretyzacji
(rys. 2.1). Korzystnie jest wprowadzi¢ staly krok dyskretyzacji Az oraz przesuniecie po-
miedzy siatkami pola elektrycznego i magnetycznego, o Ax/2. Koncepcja taka zostata
zaproponowana po raz pierwszy w 1966 roku przez K. S. Yee [74], stad tez uktad punk-
tow, otrzymany w ten sposob, nazywany jest siatka Yee.

R
’i
A A

RYSUNEK 2.1: Dyskretyzacja zagadnienia jednowymiarowego. Siatka Yee.
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Istotg metody réznic skonczonych jest aproksymacja wartosci pochodnej funkcji jej
ilorazem réznicowym [60]:

f(xo + Az /2) — f(zog — Ax/2)

f’(ifo) ~ A )

|Az| << 1. (2.12)

Stosujac sie do powyzszego algorytmu, wprowadzmy nastepujace oznaczenia: niech
em = E,((m —1)Ax), hy,, = H.((m — §)Az) oraz P,, = e,(mAx), gdzie m =1,2,..., M.
Nastepnie, korzystajac z przyblizenia (2.12) uktad rownan rézniczkowych (2.11)zastapié
mozna uktadem rownan roéznicowych:

€m+1—€m __ :
R = —jwiohm,
e 2. (2.13)
{ R = (_Jlm +JW50Pm) Em-
Zapisujac relacje (2.13) w postaci macierzowej, mamy:
RYe = —jwuoh,
{ ng)h = (J—[fy—g + jwe P) e (2.14)
yz 70 jomo T JWE0 ’
gdzie Rg,z), R?(j;) oraz P sa macierzami kwadratowymi o wymiarze M x M
-1, m=n,
[RY)| =Ar'{ 1, m=n+l, (2.15)
m’n 0, inne,
h) __ T
R" = R\ (2.16)
P = diag|Py, ..., Pyl, (2.17)
natomiast e i h wektorami kolumnowymi
62[619627"' >6M]T7 h:[h'lah'Qa'” >h'M]T- (218)

Przeksztatcajac zaleznosci (2.14) otrzymujemy zagadnienie wlasne, pozwalajace okre-
sli¢ stata propagacji rodzajow TE

[Rg?RgZ) — w2u050P] e =% (2.19)
lub czestotliwosé odciecia dla struktur zamknietych (v = 0)
[MglaglP—le’;)Rgz)} e = uw’e. (2.20)

W obu przypadkach nie uwzglednialiémy dotychczas warunkow brzegowych, a sg one
niezbedne do pelego sformutowania problemu wlasnego (zar6wno w postaci dyskretnej
jak i ciagtej). Najprostsze pod wzgledem implementacji sa $cianki elektryczne i magne-
tyczne pokrywajace sie z oczkami siatki. Realizuje sie je poprzez wymuszenie zerowania sie
sktadowych stycznych, odpowiednio pola elektrycznego lub magnetycznego, w obszarze,



Rozdziat 2 Analiza struktur otwartych metoda réznic skoriczonych 17

w ktérym znajduje sie owa Scianka. W praktyce oznacza to wyzerowanie (badz tez usu-
niecie) danej kolumny macierzy Rgz) (lub wiersza Rg;)) w przypadku Scianki elektrycznej,
albo kolumny Rg;) (lub wiersza Rgez)) w przypadku écianki magnetyczne;j?.

Warto tu podkresli¢, ze w zagadnieniach (2.19) oraz (2.20) w sposéb naturalny zaim-
plementowane sg nastepujace warunki brzegowe: $cianka magnetyczna w x = —%Az oraz
Scianka elektryczna w punkcie x = MAuw.

Dobra ilustracja omawianego wyzej algorytmu moze by¢ analiza falowodu ptasko-
rownoleglego, wypetionego jednorodnym osrodkiem niemagnetycznym o wzglednej prze-
nikalnosci e, i szerokosci b. W celu wyznaczenia wspotezynnikéw propagacji oraz zwigza-
nych z nimi rozktadéw pola rodzaju TE, nalezy rozwiaza¢ problem wtasny (2.19), uzu-
pelniony odpowiednimi warunkami brzegowymi (rys. 2.2).

metal dielektryk (e,= 2.2) metal
CH e, em-1 em
S, f. by
R I I >
hy h, A1 hy
b

RYSUNEK 2.2: Przekréj poprzeczny falowodu ptasko-réwnolegtego, pokryty siatky Yee.

W tabeli 2.1 zestawiono wartosci wspotezynnikéw propagacji kilku pierwszych moddow
TE, przy réznym kroku dyskretyzacji oraz wyniki sciste (dodatek A). Przyjeto nastepujace
parametry struktury: b = 10mm, &, = 2.2 oraz f = 60GHz, ¢ = 299792458m/s i g9 =
8.854187818 - 10712 F/m.

Jak nalezato przypuszczac, btad jakim obarczone sa wyniki maleje, gdy zmniejsza sie
krok Az, a rozktady pola stajg sie wolnozmienne. Jest to oczywiscie bezposrednig konse-
kwencja przyblizenia (2.12). Blad taki nazywany jest btedem dyspersji numerycznej. War-
to tu zauwazy¢, ze w osrodkach jednorodnych dotyczy on wylacznie wartoéci wtasnych,
za$ probki pola, nawet przy duzym kroku, pokrywaja sie z warto$ciami $cistymi [32].

2Usuwanie kolumn lub wierszy jest korzystniejsze, gdyz zmniejsza rozmiar macierzy zagadnienia wla-
snego. Dobrze jest usuna¢ réwniez wiersze i kolumny zwiazane z elementami, ktére znajduja si¢ na
zewnatrz dziedziny obliczeniowej (wzgledem narzuconych warunkow brzegowych).
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TABELA 2.1: State propagacji pierwszych pieciu rodzajéw falowodu ptasko-réwnolegtego otrzymane
dla réznych krokéw dyskretyzacji. W nawiasach wyznaczony jest wzgledny btad procentowy.

Ax =02mm Az =0.1mm Az =0.05mm wartosci S$ciste

TEo:  1838.5453]  1838.5387]  1838.5371] 1838.5365]
[0.00048] 0.00012] [0.00003]

TEo»  1756.3165]  1756.2056]  1756.1779] 1756.1687]
[0.00842] [0.00210] [0.00052]

TEos  1610.3649]  1609.7532j  1609.6001] 1609.5491]
[0.05068] 0.01268] 0.00317]

TEo:  1381.3203]  1379.0767]  1378.5120] 1378.3236;]
[0.21807] [0.05464] [0.01367]

TEes  1015.7452]  1008.2563]  1006.3695; 1005.7393]
[0.99488] [0.25026] [0.06266]

2.2.2 Modelowanie struktur w przestrzeni nieograniczonej

Techniki numeryczne, takie jak FD, wymagaja dyskretyzacji calego analizowanego
obszaru, co w przypadku struktur otwartych z oczywistych przyczyn jest niewykonalne.
Sposoby rozwigzywania tego problemu mozna podzieli¢ na dwie kategorie. Pierwsza doty-
czy przezroczystych warunkéw brzegowych TBC (ang. transparent boundary conditions)
zbudowanych najczesciej na bazie radiacyjnego warunku Sommerfelda [17]. Najpopular-
niejsze schematy to Mur, Bayliss-Turkel, Higdon [23, 60, 62]. Druga kategoria, zapropo-
nowana przez Berengera [5-7|, polega na zakonczeniu dziedziny obliczeniowej obszarem,
ktory catkowicie absorbuje pole wychodzace. W praktyce jego realizacja sprowadza si¢ do
wprowadzenia na brzegu dziedziny warstwy sztucznego anizotropowego osrodka stratne-
go PML (ang. perfectly matched layer). Podejscie takie szybko stalo sie popularne, a w
literaturze pojawito si¢ w bardzo wielu odmianach [20,60]. Badania przeprowadzane dla
roznych typow warunkow brzegowych pokazaty, ze wartos¢ wspotczynnika odbicia fal elek-
tromagnetycznych od warstwy PML jest na poziomie —120dB, natomiast w przypadku
granicy zbudowanej w oparciu o algorytmy TBC okoto —40dB [60].

Technika PML ma jednak powazne wady. Po pierwsze, aby uzyskaé¢ wiarygodne wyniki,
warstwa pochtaniajaca musi znajdowac sie odpowiednio daleko od rozwazanej struktury.
Wiaze sie to oczywiscie ze zwiekszeniem dziedziny obliczeniowej (aby wytworzy¢ nie-
zbedny dystans oraz umiesci¢ tam komérki zawierajace osrodek anizotropowy). Kolejnym
problemem jest odpowiedni dobér parametréw charakteryzujacych PML (ktérych liczba
rosta w kolejnych proponowanych podejsciach [60]). W wielu przypadkach ich niewielkie
zmiany moga mie¢ znaczacy wplyw na otrzymywane rezultaty [41,67]. Nastepna trud-
no$¢ stanowi separacja sztucznych, niezwiazanych z badana struktura rozwigzan (tzw.
rodzajéw brengerowskich), ktére pojawiaja sie w analizie réznicowej w dziedzinie czesto-
tliwosci [53, 54].

Podejscie proponowane w niniejszym paragrafie polega na podzieleniu dziedziny ob-
liczeniowej na obszar wewnetrzny, w ktorym stosowana jest metoda F'D, oraz obszar ze-
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wnetrzny, w ktorym znany jest charakter rozwiazania analitycznego [34].

dielektryk €4 dielektryk €, dielektryk €3
€1 € Em-1 em
f o4 fot,
&+ - oo
hy h, P-1 hw

RYSUNEK 2.3: Przekrdj poprzeczny $wiattowodu planarnego, pokryty siatka Yee.

Rozwazmy najprostsza ze struktur otwartych - swiattowod planarny, umieszczony w
ofrodku o parametrach pg oraz e; = goni dla ¥ < —b/2, za$ e3 = ggn3 dla z > b/2 (rys.
2.3). Przyjmijmy, ze dielektryk z jakiego wykonano swiattowdd jest niemagnetyczny, a
jego przenikalno$¢ wynosi g9 = gon3 (w ogdlnosci g5 moze byé¢ funkcja x). Jak wynika
z rozwazan zawartych w dodatku A, pole w osrodkach zewnetrznych ma nastepujacy

charakter:
E,(z) = Aje™™, < —b/2 (2.21)

oraz
E,(x) = Ase™™*, 1 >b/2, (2.22)

gdzie r; = (/=% — k§n?, zas ko = wy/loco. Trzeba tu zwréci¢ uwage, ze wartosci k;
wyznaczone sg zawsze z doktadnoscig do znaku. Jezeli k; jest liczbg rzeczywistg nalezy
wybraé wynik dodatni, aby pole na zewnatrz zanikato eksponencjalnie (rodzaje prowadzo-
ne). Jezeli natomiast x; jest liczba zespolona, nalezy wybra¢ odpowiedni ptat powierzchni
Riemanna, tak aby spetniony byl radiacyjny warunek Sommerfelda [17,25] (rodzaje wy-
ciekajace lub zespolone [28,55,72,76]).

Zmajomos¢ charakteru pola w obszarze zewnetrznym pozwala na skonstruowanie relacji
miedzy dwoma sasiednimi probkami na krancach dziedziny:

€1 = a_es, EN = Qp€pnr_1, (2.23)

gdzie a_ = e ™A% oraz a, = e 5% | Zwigzki te tworza zarazem warunki brzegowe,
ktore w prosty sposéb zaimplementowaé mozna w zagadnieniu réznicowym (2.19). Dla
przejrzystosci i ogblnosei rozwazan zapiszmy problem wtasny (2.19) w postaci:

Ae = ~’e, (2.24)
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czyli

Avrer + Ajges + -+ Ay v—ren—1 + Ay wen = ver,
Agqeq + Agoeg + -+ Ag yr—rep—1 + As ey = 72627
Azqe1 4+ Azpeg + -+ Az pr_1en—1 + Az penr = Yles,
. (2.25)

2
Apr—oner + Ap—oges + -+ Ap—o p—1em—1 + Anv—o.menr = Y enr—a,
2
Ayv—i1e1+Ap—1060+ -+ Ay v—1enm—1 + Ay e = v enr-a,
2
Anrrer + Anses + -+ Aypy—1en—1 + Ay ven = yen.

Relacje (2.23) pozwalaja wyeliminowaé z powyzszego ukladu réwnan dwie zmienne e;
oraz eps:

(A27laf_ -+ A272)62 + e (AQ,M—l —+ A27Ma+)eM—l — ’}/262,
(Asia_ + Asa)es + -+ + (Ag a1 + Asaraq )ear—1 = 72es,
5 (2.26)
(AM—2,1CL_ + AM_2,2)€2 + o (AM—2,M—1 + AM—2,MCL+)6M_1 _ 72€M_27
(AM—I,lCL_ + AM_1,2)€2 4+ (AM—I,M—I + AM—I,MCL+)€M_1 _ 72€M_1'

Otrzymamy w ten sposob problem wtasny, uzupetniony warunkami brzegowymi, zapisze-
my w postaci: .
A(y)é =2, (2.27)

zaznaczajac ze operator A jest funkcja (poniewaz a_ oraz ay zaleza od 7).

Zagadnienia tego typu, w ogdlnosci nazywa sie nieliniowymi problemami wlasnymi.
W wielu przypadkach ich rozwigzanie nie jest duzo bardziej ztozone od rozwigzania kla-
sycznego (liniowego) problemu wlasnego. Najpopularniejszym algorytmem jest tu metoda
iteracji prostych, polegajaca na podstawieniu pewnej, startowej wartosci vy do operatora
A(7p) i rozwigzaniu zagadnienia liniowego

A(yp)ée =136 i=0,1,2,... (2.28)

Otrzymana w ten sposéb “nowa” wartos¢ wlasna ~;,1 moze poshuzy¢ jako wartosé¢ starto-
wa w kolejnej iteracji. Proces konczy sie, gdy zmiany wartosci v sa mniejsze od zadanego
progu.
W nielicznych przypadkach proces ten moze nie by¢ zbiezny. Wowczas rozwiazania
szuka¢ mozna w oparciu o odwzorowanie funkcyjne, szczegétowo oméwione w dodatku C.
W literaturze czesto zamiast statej propagacji v badanego rodzaju, podaje sie wartosc¢
efektywnego wspotczynnika zatamania n.sy, zdefiniowanego nastepujaca relacja:

Nefy Jkﬁo (2.29)
V\/C ogéln(géci Nefyr jest za}t/em/liczb@ zespolon@ Neff = n’eff+jngff, g/dz/i/e Ny = %(nef{) oraz
ng s = S(nepr). Wartosé ngyr odpowiada za propagacje fali, za$ nl;, za straty (réwniez
radiacyjne).

Numeryczna weryfikacja algorytmu przeprowadzona byta dla dwoch typow struk-
tur: “prowadzacych” i “antyprowadzacych”. Wszystkie otrzymane rezultaty poréwnano
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z wynikami analitycznymi (patrz dodatek A) oraz wynikami uzyskanymi w symulacji z
warstwg PML w tabelach 2.2 - 2.5.

Grubosé¢ warstwy PML wynosita 10 oczek siatki, a wszystkie jej parametry obrane
byly zgodnie z literatura [60]: o = ?fo(::gli gdzie m = 4, zas n jest wspoOtczynnikiem
zalamania oérodka zewnetrznego®. Catkowity rozmiar dziedziny obliczeniowej byt réwny

podwojonej gruboéci srodkowego dielektryka 20b.

TABELA 2.2: Wartodci n.sy rodzajéw prowadzonych dla struktury o parametrach ¢,1 = g,3 = 1,
ero = 1.21, b = 1pum, Ao = 0.2um w zaleznosci od liczby punktéw uzytej do dyskretyzacji M. W
nawiasach wyznaczony jest wzgledny btad procentowy.

wyniki analityczne proponowana metoda  technika PML M
1.09649 [0.00091] 1.09653 [0.00274] 50

1.09650 1.09649 [0.00091] 1.09650 [0.00000] 100
1.09650 [0.00000] 1.09650 [0.00000] 200

1.08600 [0.00184] 1.08616 [0.01658] 50

1.08598 1.08598 [0.00000] 1.08603 [0.00460] 100
1.08598 [0.00000] 1.08599 [0.00092] 200

1.06858 [0.00000] 1.06700 [0.14786] 50

1.06858 1.06858 [0.00000] 1.06862 [0.00374] 100
1.06858 [0.00000] 1.06853 [0.00468] 200

Jak wida¢, wiekszo$¢ z zaprezentowanych rezultatéw pozostaje w bardzo dobrej zgod-
nosci z wynikami $cistymi dla duzej liczby punktow uzytych do dyskretyzacji przestrzeni.
Szczegbdlng uwage zwrocié nalezy jednak na wyniki otrzymane dla struktur “antyprowa-
dzacych”, w ktorych to pole silnie narasta wraz z odlegloécig od granicy dielektrykéw?.
W tym przypadku doktadnosé¢ rezultatéw uzyskanych przy uzyciu proponowanej technik
znacznie przewyzsza doktadno$é wynikéw otrzymanych technika PML.

Najwazniejsza zaleta rozwazanych warunkéw radiacyjnych jest jednak mozliwosé ich
umieszczenia bardzo blisko analizowanej struktury. Wyniki nie zmieniajg sie nawet gdy
odlegltos¢ ta wynosi zaledwie dwie dtugosci kroku dyskretyzacji. Fakt ten pozwala znacznie
zredukowa¢ rozmiary dziedziny obliczeniowej, czyli zmniejszy¢ liczbe zmiennych. W przy-
padku zastosowania techniki PML, warstwy absorpcyjne musza znajdowac sie w znacznej
odlegltosci od badanego obiektu, w przeciwnym razie rezultaty moga by¢ obarczone istot-
nym i trudnym do oszacowania bledem.

Zastosowanie proponowanej metody stwarza réwniez mozliwo$¢ prostego i szybkiego
okreslenia wartosci pola w dowolnie odlegltym punkcie, na zewnatrz struktury (takze poza
zdyskretyzowang dziedzing obliczeniowa). Znajac wartosci pola na granicy analizowanego
obszaru, wystarczy skorzystaé z relacji (2.21) oraz (2.22), aby rozszerzy¢ rozwiazanie na
calg przestrzen (nieograniczona).

3W przypadku, gdy granice dielektrykéw nie pokrywaja sie z granicami oczek siatki zastosowano
metode usredniania przenikalnosci osrodkéw zaproponowana w [27].
4Rozklady pola dla wszystkich omawianych tu przypadkéw przedstawione sg w dodatku A.



22 Efektywna analiza swiattowodow fotonicznych...

TABELA 2.3: Wartosci n.yy rodzajéw wyciekajacych dla struktury o parametrach ¢, = ¢,3 =
1.21, .0 = 1, b = 1Inm, Ao = 0.2um w zaleznosci od liczby punktéw uzytej do dyskretyzacji M.
W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy, odpowiednio dla czesci rzeczywistej i
urojone;.

wyniki analityczne proponowana metoda technika PML M

0.99526 — 0.00134j  0.99559 — 0.00114] 50
0.00000,0.00000]  [0.03316, 14.92537]

0.99526 — 0.00134j ~ 0.99526 — 0.00134j _ 0.99526 — 0.00132; 100
0.00000,0.00000]  [0.00000, 1.49254]

0.99526 — 0.00134j _ 0.99526 — 0.00133] 200
0.00000,0.00000]  [0.00000, 0.74627]

0.98086 — 0.00533j  0.98223 — 0.00449] 50
0.00000,0.00000]  [0.13967, 15.75985]

0.98086 — 0.00533j ~ 0.98087 — 0.00534j _ 0.98559 — 0.00526; 100
0.00102,0.18762]  [0.48223,1.31332]

0.98086 — 0.00533]  0.98086 — 0.00531 200
0.00000,0.00000]  [0.00000, 0.37523]

0.95628 — 0.01194j  0.95961 — 0.00987] 50
0.00732,0.16722]  [0.35557, 17.47492]

0.95621 — 0.011965 ~ 0.95625 — 0.01199;  0.95624 — 0.01174j 100
0.00418,0.25084]  [0.00314, 1.83946]

0.95621 — 0.01196; _ 0.95621 — 0.01191; 200

0.00000, 0.00000]

[0.00000, 0.41806]

Nalezy tu réwniez zaznaczy¢, ze w prezentowanym podejsciu, w odroznieniu do me-
tody PML, nie pojawiaja sie rozwigzania pasozytnicze tzw. rodzaje Berengera. Sa one
zwigzane z wprowadzeniem sztucznego stratnego osrodka, ktory nie wystepuje w propo-
nowanej metodzie®. Przedstawione podej$cie wymaga jednak rozwigzywania nieliniowego
problemu wtasnego dla kazdego rodzaju z osobna. Ponadto, samo nieliniowe zagadnienie
wlasnego jest juz, pod wzgledem numerycznym réwnowazne kilku problemom liniowym.
Jednakze, liczba iteracji zalezna jest od punktu startowego, a zatem w przypadku wy-
znaczania charakterystyki czestotliwosciowej lub przeprowadzania optymalizacji, wynik
otrzymany w poprzednim kroku stanowi dobra wartos¢ startowa dla kolejnego kroku,
co znaczaco przyspiesza analize. Ponadto mozliwos¢ znacznej redukeji liczby zmiennych
(zmniejszenia dziedziny obliczeniowej) oraz fakt, ze wszystkie zaprezentowane dotad wy-
niki otrzymane byty w kilku zaledwie iteracjach prostych (patrz tabele 2.6 1 2.7), czyni
obie metody poréwnywalnymi pod wzgledem ztozonosci obliczeniowej. Ostatecznie, duza
precyzja oraz brak rodzajow pasozytniczych Swiadcza na korzys¢ podejscia proponowa-
nego w niniejszej pracy. Réznice te jeszcze wyrazniej prezentowac sie bedg w przypadku

5Problem separacji rodzajéw Berengera jest bardzo powazny i analizowany byl dotychczas jedynie w
prostych przypadkach szczegdlnych [53,54].
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TABELA 2.4: Wartosci n.sy rodzajéw prowadzonych dla struktury o parametrach ¢,1 = g,3 = 1,
gro =9, b = 1um, Ay = 1.5um w zaleznosci od liczby punktéw uzytej do dyskretyzacji M. W
nawiasach wyznaczony jest wzgledny btad procentowy.

wyniki analityczne proponowana metoda  technika PML M
2.93077 [0.00068] 2.93135[0.02047] 50

2.93075 2.93072 [0.00102] 2.93090 [0.00512] 100
2.93075 [0.00000] 2.93079 [0.00136] 200

2.71523 [0.01215] 2.71795[0.11234] 50

2.71490 2.71484 [0.00221] 2.71567[0.02836] 100
2.71491 [0.00037] 2.71510 [0.00737] 200

2.32245 [0.01335] 2.33238[0.41416] 50

2.32276 2.32288 [0.00517] 2.32515[0.10289] 100
2.32285 [0.00387] 2.32332[0.02411] 200

analizy dwuwymiarowej.

2.3 Dwuwymiarowe zagadnienia wlasne

W poprzednim paragrafie przedstawiona zostata analiza tylko szczegélnej grupy pro-
wadnic, o charakterze teoretycznym. Struktury tego typu majg raczej niewielkie zasto-
sowanie praktyczne, jednak ich analiza utatwia zrozumienie zarowno samej idei metody
roznic skonczonych, jak i zaproponowanych przez autora warunkéw radiacyjnych. Niniej-
szy paragraf zawiera uogolnienie warunkéw radiacyjnych na przypadek dwuwymiarowy.
Mozliwe staje sie wowczas badanie rzeczywistych, stosowanych w praktyce, struktur — po-
czawszy od klasycznych $wiattowodow o przekroju kotowym i eliptycznym, az po znacznie
bardziej skomplikowane (geometrycznie) swiattowody fotoniczne.

2.3.1 Metoda réznic skonczonych w analizie prowadnic falowych

W ogélnym przypadku, do analizy rodzajéw o dowolnej polaryzacji (réwniez hybry-
dowych) niezbedne jest wprowadzenie wszystkich sktadowych pol: elektrycznego i ma-
gnetycznego. Zakltadajac, ze rozwazana struktura jest jednorodna wzdtuz osi z, mozemy
przyja¢, ze dla kazdej ze sktadowych obu poél, zmiennos¢ w kierunku osi z reprezentuje
czynnik e77*. Ponadto, zaktadajac, ze jest to osrodek niemagnetyczny, w ktorym nie ptyng
prady przewodzenia (o = 0) oraz przestrzenna gesto$¢ tadunku jest réwna zeru (o = 0),
réwnania (2.1-2.4) zapisa¢ mozna w postaci:

0 7 5 ][E. H,
! g -2 E, | = —jwuo | Hy |, (2.30)
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TABELA 2.5: Wartosci n.yy rodzajéw wyciekajacych dla struktury o parametrach ¢, = ¢,3 =
9, er0 =1, b= 1um, A\g = 1.5pm w zaleznosci od liczby punktéw uzytej do dyskretyzacji M.
W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy, odpowiednio dla czesci rzeczywistej i

urojone;.

wyniki analityczne proponowana metoda technika PML M
0.70554 — 0.1264057  0.72638 — 0.106295 50
[0.00567,0.11881] [2.94790, 15.8099]
0.70558 — 0.126255  0.70554 — 0.126445  0.70507 — 0.109025 100
[0.00567,0.15050] [0.07228, 13.6475]
0.70559 — 0.126265  0.70546 — 0.126045 200
[0.00142,0.00792] [0.01701, 0.16634]
0.31946 — 1.090165  0.29452 — 1.014505 50
[0.01565, 0.05043] [7.79250, 6.98720]
0.31941 — 1.090715  0.32002 — 1.090377  0.31630 — 1.090205 100
[0.19098, 0.03117] [0.97367,0.04676]
0.31942 — 1.090675  0.31863 — 1.090595 200
[0.00313,0.00367] [0.24420,0.01100]
0.38343 — 1.969425  0.34093 — 1.871665 50
[0.12243,0.12475] [11.1930, 5.08250]
0.38390 — 1.971885  0.38460 — 1.970907  0.37840 — 1.96999;5 100
[0.18234, 0.04970] [1.43270,0.09585]
0.38388 — 1.971725  0.38252 — 1.97138;5 200

[0.00521, 0.00811]

[0.35947,0.02536]

TABELA 2.6: Przebieg iteracji prostych dla pierwszego rodzaju struktury o parametrach ¢4 =
g3 =1, 40 =1.21, b = Inm, Ay = 0.2nm.

numer iteracji Neff

0 1.10000000
1 1.09648829
2 1.09649553
3 1.09649552
4 1.09649552

e, 0 0
=jweg| 0 & O
0 0 e,

E,
E

)

E.

, (2.31)

S
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TABELA 2.7: Przebieg iteracji prostych dla pierwszego rodzaju struktury o parametrach ¢, =
gr3=09,e920=1 b=1nm, \g = L.5nm.
numer iteracji Neff
0 1.00000000
1 0.70713034 — 0.13047487j
2 0.70553851 — 0.12626543j
3 0.70558807 — 0.12625622j
4 0.70558807 — 0.12625678;j
) 0.70558807 — 0.12625678;j
ez 0 0 E,
0 0 _
& 5 ][0 e 0B | =0 (2.32)
0 0 e, L,
H,
& 5 || H | =0 (2.33)

Otrzymany powyzej uktad rownan mozna zdyskretyzowac, analogicznie jak w przypad-
ku jednowymiarowym. Zbiory punktow, w ktorych probkowane sg sktadowe poprzeczne
pola elektrycznego i magnetycznego przedstawione sa na rysunku 2.4. Wybrane w ten
spos6b punkty probkowania pola elektrycznego i magnetycznego® tworzg tzw. siatki du-

alne [74].

Jezeli w dyskretyzowanym obszarze obierzemy M probek w kierunku osi x oraz N w
kierunku osi y, tacznie otrzymamy zbiér K = M N préobek, dla kazdej ze sktadowych pola.
W celu uproszczenia rozwazan wygodnie jest numerowaé probki tylko jednym indeksem.

Umozliwia to nastepujace odwzorowanie:

k=(n—1)M+m, (2.34)
gdziek=1,.... K, m=1,... Morazn=1,...,N.
Niech wektor e; zawiera probki i-tej sktadowej pola elektrycznego:
1
1
ley],, = Ey((m — 1)Az, (n — §)Ay), (2.36)
le.], = E.((m —1)Az, (n — 1)Ay). (2.37)

W analizie struktur dwuwymiarowych oba zbiory leza w jednej plaszczyznie z = const, w przypadku
analizy w trzech wymiarach sa one rozsuniete o pot dtugoéci kroku w kierunku osi z.
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A A A

PN )M1 Px(N-1yM+2 hxnm
o o >0
ev(n. ev(n. e
Y(N-1)M+1 Byt Y(N-1)M+2 hyn1wiez YNM hynu
EX(N-1)M+1 EX(N-1)M+2 ExXNM
o >0 > o o o >
[ ] [ ) [ )
[ ] [ ) [ ) [ ) [ ) [ )
[ ) [ ) [ )

hX2M+1 h>(2M+2 hXSM

>0 >0 ° o >0
A A A

Syam+2 €y3am

Cyom+1

hyome1 hyom+2 hyam
. €xoM+1 ». €x2m+2 > ° ° . €x3m >
A A A
Pt w2 hxom
s amme g
SyYM+1 hyutet Sym+2 hymez Syam hyou
. EexMm+1 ». exnm+2 > ° ° . €xom >
A A A
hx hxo hyxm
>0 >0 o o >0
A A A
€v1 hyq €y2 hys eym hym
. ex1 > . ex2 > ° ° . exm >

RYSUNEK 2.4: Zbiér punktéw, w ktérych prébkowane s3 pola elektryczne i magnetyczne - siatka
Yee.

Analogicznie, probki wszystkich sktadowych pola magnetycznego zebrane sg w wektorach
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h; o elementach:

bl = Ha((m — DA, (n— )Ay), (2.38)

], = Hy((m — 5)A7, (0~ 1)Ay), (239
1 1

(Bl = He((m — D)Ar, (0~ 2)Ay) (2.40)

Roéwniez przenikalnosci elektryczne osrodka prébkowane sg tylko w wybranych punktach
dziedziny obliczeniowej, a reprezentujace je macierze diagonalne majg postac:

[Py = 2rallm — )A, (n— 1)Ay). (2.41)
[Py]yx = ry((m — 1)Az, (n — %)Ay), (2.42)
[Pz]k,k = 5rz((m - 1)A[L’, (n - 1)Ay) (243)

W przypadku, gdy w pojedynczej komoérce znajduje sie granica osrodkéw, najlepsze
rezultaty otrzymuje sie poprzez zastosowanie techniki efektywnej przenikalnosci elektrycz-
nej [27]. Szczegdly zastosowanego schematu opisane sa w dodatku F.

Nastepnie, korzystajac z przyblizenia (2.12) réwnania (2.30) — (2.33), zapisa¢ mozna w
postaci macierzowej. Jednak nie wszystkie z tych réwnan konieczne sa do sformutowania
zagadnienia wlasnego na wspotczynnik propagacji. Rozwazmy zatem nastepujacy zestaw
relacji:

VR e, + R{Ye. = —jwuohs, (2.44)
R\Ye, = —jwpoh., (2.45)
YR hy + RV, = jweoPrey, (2.46)
D,Pe; —vP.e. =0, ( )

gdzie e, = e, e,]", hy =|h, h,]" oraz

R =R} = l _OfXK (I)KXK ] , (2.48)
KxK KxK
e mT RY)
RY =R"M = l Rl ] , (2.49)
T
RY =R =|-RY RY|, (2.50)

T
Zx

D, - {—Rgi) - R<6>T] , (2.51)



28 Efektywna analiza swiattowodow fotonicznych...

przy czym, macierz Rgz) zdefiniowana jest wzorem (2.15), natomiast R') ma postaé:

-1, m=n,
RY)| =ay? {1, m=n+tM, (2.52)
’ 0, inne.

Eliminujac z réwnania (2.46) sktadowa styczna (2.44) oraz wzdtuzna (2.45) pola ma-
gnetycznego oraz sktadowa z pola elektrycznego (2.47), otrzymujemy zwigzek:

VR'R{e, + R’ R P.'D,Pee, + R{' R\{e, = w1120 Pee,. (2.53)

Ostatecznie, korzystajac z faktu, ze Rgl )Rgf ) = — I oK, uzyskujemy macierzowy pro-
blem wtasny na wspotczynnik propagacji:

[Ri'RYPIDP+ RYRY - & posoP| e = ey, (2.54)

z

lub na czestotliwo$é¢ odciecia dla struktur zamknietych:
po'es 'P R RO PIIDP + RIVRY)| e, = we,. (2.55)

Oba powyzsze zagadnienia sprowadzaja si¢ ostatecznie do macierzowego problemu
wlasnego, ktérego rozwigzanie reprezentuje probki rozktadu pola (wektor whasny) oraz
wspOtezynnik propagacji lub czestotliwosé odciecia (wartosé whasna). Pomimo, ze rozkta-
dy pola dotycza jedynie sktadowych x i y pola elektrycznego, to korzystajac z uktadu
(2.44-2.47) wyznaczy¢ mozna sktadowa z tego pola oraz towarzyszace mu pole magne-
tyczne.

Trzeba tu wyraznie zaznaczy¢, ze w rozwazanych powyzej problemach nie zdefiniowano
dotychczas zadnych warunkéw brzegowych. Moze si¢ wydawac, analogicznie do przypadku
jednowymiarowego, ze w granicy z = —Ax/2 iy = —Ay/2 wbudowane sa $cianki magne-
tyczne, zas w x = M Ax oraz y = N Ay Scianki elektryczne. Niestety, posortowanie probek
pola (2.34), powoduje powstanie sztucznych relacji pomiedzy odlegltymi (o cata dtugosé
lub szeroko$¢ dziedziny) probkami i prowadzi do “nieinterpretowalnych” wynikéw. Wa-
runki brzegowe musza by¢ zatem narzucane w catosci wewnatrz dziedziny obliczeniowej,
a ich implementacja, tak jak w przypadku jednowymiarowym wymaga wyzerowania lub
usuniecia odpowiednich wierszy i kolumn w operatorach macierzowych.

2.3.2 Radiacyjne warunki brzegowe

Proponowane radiacyjne warunki brzegowe, podobnie jak w jednym wymiarze, beda
zbudowane w oparciu o rozwigzania analityczne otrzymywane dla oérodka jednorodnego”.
Jednak w odroéznieniu od przypadku jednowymiarowego, rozwiagzanie rownan Maxwel-
la (lub odpowiedniego réwnania falowego) moze by¢ sformutowane w réznych uktadach
wspotrzednych. Ponadto, do opisu rozwigzania moze by¢ uzyta dowolna baza funkcyj-
na (zupeta). W prezentowanym podejsciu, pomimo, ze zagadnienie skonstruowane jest
w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych, warunki radiacyjne zbudowane sa w oparciu o
funkcje cylindryczne.

"Nie ma to jednak wplywu na ogélnoéé dalszych rozwazan.
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W uktadzie wspotrzednych cylindrycznych, zaktadajac zmienno$é pol w kierunku osi
z w postaci czynnika e”7*, sktadowe E., (g, p, z) oraz H,(o, ¢, z) jednoznacznie okreslaja
pozostate sktadowe pola elektrycznego i magnetycznego (patrz dodatek E):

Y OE.(0.9,2) jwpnOH.(0 ¢,%)

E,(0,0,2) = 0 90 o E , (2.56)
o072 = _# 8Ez(§:p<p, 2) | J:zﬂ 8Hz(§é%2)’ (2.57)

H,y(0,0,2) = %%f’z) - %%’Q‘p’z), (2.58)
H,(0,0,2) = —f—f%f’z) - #%f’z), (2.59)

gdzie k = /7% + w?ue, zas p i € sa parametrami osrodka. Kazda ze sktadowych E, (o, ¢, 2)
oraz H,(p, ¢, z) stanowi rozwigzanie skalarnego réwnania Helmholtza, a zatem ich zmien-
nos¢ radialna moze by¢ przedstawiona w postaci funckji Bessela J,,(+) i Neumanna Y, (-)
lub réwnowaznie poprzez funckje Hankela pierwszego H(V(-) i drugiego rodzaju H?(.).
Poniewaz radiacyjny warunek Sommerfelda spetniany jest wytacznie przez funkcje Han-
kela drugiego rodzaju, fale elektromagnetyczne odchodzace od osi z maja postac:

B.(0.¢,2) = 3 A HP () sin(mep) + B H (ri0) cos(mp) | e %, (2.60)
=32

00
0

H.(0, 0,2 Con HP (k) sin(my) + D H'? (k) cos(mgo)}e 7, (2.61)

m=0 n {

gdzie n = \/pu/e oraz A, By, Chy D,y sa dowolnymi wspétezynnikami. Wowezas sktadowe
styczne pola elektrycznego maja postac

Eye.¢:2) = X { — An H') () sin(mep) — B H' (g) cos(myp)
m=0
WUM o wpum s
+Cy, H®(kp) cos(mp) — Dy, ) (ko) sin(my) pe™? 2.62
an()(w) o m (K0)sin(meyp) (2.62)
oraz
- ym ym :
E,(0. ¢, 2 Z{ A — H (r0) cos(mep) + Bmﬁﬂﬁf)(w)sm(m@
m=0
—ConE 1’ (150) sin(mp) — Dt H'® (120) cos(my) }e—w. (2.63)
KN K7

Poniewaz warunki radiacyjne dotyczy¢ maja zagadnienia zdefiniowanego w uktadzie
kartezjanskim, pole elektryczne i magnetyczne musi by¢ wyrazone w tym samym uktadzie
wspotrzednych:

E.(z,y,2) = Ey0, ¢, 2) cos(p) — Ey(0, ¢, 2) sin(p), (2.64)
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Ey(z,y,2) = Ey(0, ¢, 2) sin(p) + Ei (0, ¢, 2) cos(p). (2.65)
Podstawiajac w relacjach (2.60) i (2.61) z = 0, otrzymujemy:

O
;i{

v [m 2 4 1(2) 1 ]

oL [2HE (r0) cos(me) sin(p) — H'D (o) sin(me) cos(i)]

v [m 2 4 4 1(2) ]

; _RHr(n)(fig) sin(me) sin(p) + H',)' (ko) cos(mep) COS(‘P)A

+C 2 [BH (rg) coslm) cos(ie) + H' (rg)sin(mp)sin()
D, [2 B (kg)sin(myp) cos(ip) — H'? (1g) cos(mip) sin(i) } (2.66)

kn oL )

oraz
Ey(xv y7 0)
_ {Am% (=2 O (1) cos(me) cos(p) — H' (o) sin(miz) sin ()
m=0

~BnL [~2HP (ro) sin(my) cos() + H'S) () cos(mg) sinp)]

O [BHI (no) cos(mp) sin(p) — H'E) (o) sin(imip) cos(o)]
_Dm% {Q—";Hg)(mg) sin(mep) sin() + H'? (ko) cos(mep) cos(go)] } (2.67)

W analizie numerycznej oba powyzsze szeregi muszg by¢ zredukowane do skonczonej
liczby wyrazéw, przyjmijmy zatem, ze m = 0,1, ..., Q. Otrzymane w ten sposéb wyraze-
nia stanowia punkt wyjscia do sformutowania warunkow radiacyjnych w zagadnieniach
dwuwymiarowych®.

Niech S bedzie zbiorem punktéw (w ktorych probkowane sa pola E, lub E,) na
siatce Yee, znajdujacych sie wewnatrz dziedziny obliczeniowej, mozliwie blisko narzuconej
granicy. Przykladowe elementy zbioru S¢ oznaczono bialymi kétkami na rysunku 2.5.
Niech S? bedzie zbiorem punktéw (w ktérych réwniez probkowane sa pola E, lub E,)
znajdujacych sie na granicy dziedziny (czarne kétka na rys. 2.5). Niech wektory ef i eP
zawieraja odpowiednio prébki pola w punktach ze zbioru S¢ i SP. Wéwczas, z wyrazen

(2.66) i (2.67) zbudowaé¢ mozna relacje macierzowa dla probek wewnatrz dziedziny
e, = Mca (2.68)
oraz dla probek znajdujacych sie na jej granicy

e’ = Mga, (2.69)

8Podobnie jak wyrazenia (2.21) oraz (2.22) w problemach jednowymiarowych.
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L S
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RYSUNEK 2.5: Zakohczenie dziedziny obliczeniowej (dziedzina - bfekitne tfo). Prébki pola elek-
trycznego nalezacego do zbioru S¢ oznaczono biatymi kétkami, zaé prébki nalezace do zbioru S
czarnymi.

przy czym wektor a = [Ao, ..., Ag, By, . .., Bg, Co, ..., Cq, Dy, ..., Dol".
Wyznaczajac macierz M((va), taka, ze
ME™ Mg = Iy, (2.70)

otrzymujemy relacje wiazaca wartosci probek pola na granicy dziedziny z prébkami w jej
wnetrzu®:
el = Mef, (2.71)

gdzie M = MpM™.

W ogdélnym przypadku macierz M nie jest kwadratowa, a zatem do znalezienia Mé"“’)
nie zawsze wystarczy operacja odwracania macierzy ( Mc"w = M"). Czeiciej liczba ele-
mentéw zbioru S¢ bedzie wicksza od liczby elementéw wektora a, czyniac macierz M
prostokatna. Mozna oczywiécie wyeliminowaé¢ wybrane elementy zbioru S¢, tak aby ich
liczba byta réwna liczbie elementow wektora a, jednak nieprawidtowa eliminacja punk-
tow moglaby pogorszy¢ okreslono$¢ macierzy M. Korzystniej jest zastosowaé metode
rozktadu macierzy na wartosci szczegblne SVD (ang. Singular Value Decomposition) [44],
ktora umozliwia wyznaczenie macierzy Mgm), spelniajacej warunek (2.70), nawet gdy
M jest prostokatna. Szczegdtowy opis takiej operacji zawarty jest w dodatku D.

Implementacja relacji (2.71) do operatoréw macierzowych zagadnient (2.54) lub (2.55)
w znaczacy sposob je modyfikuje. Po pierwsze rozmiar problemu redukuje sie o wszystkie
punkty siatki lezace poza (oraz na) narzuconym warunkiem brzegowym, po drugie pro-
blem staje sie nieliniowy, gdyz sama relacja (2.71) zalezna jest od poszukiwanej wartosci

9Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym (2.23), macierz M zalezna jest od wspétczynnika +.



32 Efektywna analiza swiattowodow fotonicznych...

wtasnej — doktadnie tak jak miato to miejsce w zagadnieniach jednowymiarowych. Zatem,
rowniez sama technika rozwigzywania moze pozostaé¢ identyczna jak w przypadku poje-
dynczego wymiaru. Jedynie sam proces implementacji otrzymanych zwiazkéw (2.71) do
odpowiedniego operatora macierzowego jest nieco bardziej ztozony niz w przypadku jed-
nego wymiaru. Omawiane warunki, szybko i przejrzyscie, zrealizowa¢ mozna postugujac
si¢ nastepujacym algorytmem. Oznaczmy zbiér elementéow nalezacych do wnetrza dzie-
dziny obliczeniowej przez ST, ktérego liczba elementéw ostatecznie determinuje rozmiar
rozwazanego zagadnienia. Poczatkowo wymiar problemu zwigzany jest z liczba elementow
wektora e;, jednak duza ich czes¢ dotyczy probek znajdujacych sie poza dziedzing i moze
by¢ pominieta.

Zdefiniujmy teraz dwie macierze “wybierajace” ze wszystkich probek pola e;, probki
nalezace wylacznie do zbioru S#

el = Sge, (2.72)

oraz probki nalezace wytacznie do zbioru S%

el = Sge,. (2.73)

Obie macierze uzyska¢ mozna poprzez zestawienie wierszy macierzy jednostkowej odpo-
wiadajacych prébkom ze zbioréw ST i SB. Dla przyktadu z rysunku 2.5 przyjma one
nastepujaca postacé

(2.74)
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_ 1 -
1
1
1
1
1
1
1
Sp = 1 (2.75)
1
1
1
1
1
1
Wektor e, wyrazi¢ mozna woéwczas poprzez relacjel’:

e; = Shel' + Stel. (2.76)

Niezbedna jest jeszcze macierz “wybierajaca” ze zbioru ST elementy S¢
ef = Scref, (2.77)

ktérej kolejne wiersze sa kolumnami macierzy Sr odpowiadajacymi elementom zbioru S¢.
Dla omawianego przyktadu Scg przyjmie postaé

SCR =

1

1

Problem

redukuje si¢

1

(2.54), ktéry dla wygody zapisa¢ mozna w zwartej formie:

2
Aet =Y €4,

(po zastosowaniu powyzszych oznaczen) do postaci:

A(y)el =€,

(2.78)

(2.79)

(2.80)

Formalnie wektor e; zawieraé powinien réwniez prébki pola znajdujace sie na zewnatrz narzuconego
brzegu, jednak odkad nie odgrywaja one zadnej roli w analizie, ich wartosci mozemy przyjaé za zerowe.
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gdzie A(y) = SpA (Sg +SLM SCR>. Jak zaznaczono powyzej, wymiar zagadnienia
zmniejsza sie zatem do rozmiaru wektora elf, problem staje si¢ przy tym nieliniowy (ma-
cierz M jest funkcja v), a w celu jego rozwiazania stosowaé trzeba te same algorytmy, co
w przypadku analizy problemoéw jednowymiarowych.

Wstepna weryfikacje algorytmu przeprowadzono dla klasycznego $wiattowodu o prze-
kroju kotowym (analizowanego réowniez w pracach [49, 54]). Promien $wiattowodu R =
0.5um, jego wzgledna przenikalnos¢ elektryczna e, = 8.41, zas wzgledna przenikalnosé
osrodka ,, = 2.4025. Dla poréwnania, rezultaty analizy numerycznej zestawiono z wy-
nikami uzyskanymi technika PML oraz wynikami analitycznymi (dodatek E). Wymiary
dziedziny obliczeniowej zastosowanej w przypadku techniki PML wynosity 2um x 2um, a
liczba oczek siatki 200 x 200 (patrz rys. 2.6). Dyskretyzacja taka prowadzi do zagadnienia
z 80000 zmiennych. Dopiero tak duza odleglo$¢ (~ 0.5um) pomiedzy struktura a war-
stwa PML, powoduje ze wyniki sie ustalaja (przestaja zaleze¢ od odleglodci). Warstwa
PML miata grubo$é¢ 10 oczek siatki, zas jej parametry dobrane byly zgodnie z litera-
tura [60]. Proponowane radiacyjne warunki brzegowe umiejscowione byly w odlegtosci
zaledwie AR = 0.05um od struktury, co przy tej samej dyskretyzacji prowadzi do prawie
czterokrotnego zmniejszenia liczby zmiennych (do okoto 20,000). Liczba zastosowanych
funkeji cylindrycznych wynosita Q = 10 (uzycie wiekszej liczby ) nie miato wptywu na
rezultaty).

radiacyjne warunki brzegowe

RYSUNEK 2.6: Dziedzina obliczeniowa. Technika PML po lewej, proponowane radiacyjne warunki
brzegowe po prawej.

Efektywne wspotcezynniki zalamania dla kilku wybranych rodzajow badanego swiatto-
wodu zestawiono w tabeli 2.8. Czestotliwosé dla jakiej wykonano symulacje odpowiadata
fali o dtugosci A = 0.75um, rozchodzacej siec w prozni. Wszystkie rezultaty uzyskane z
wykorzystaniem techniki PML obarczone sg znacznie wickszym btedem, niz w przypadku
zastosowania proponowanych warunkow radiacyjnych.

HJuz dla dwukrotnie mniejszej odleglogci (~ 0.25um) blad wyznaczonego wspoélezynnika propagaciji
siega¢ moze nawet kilkudziesigciu procent. Dla rodzajow prowadzonych zmniejszanie odlegltoéci powoduje
réwniez pojawianie si¢ stosunkowo duzych wartoéci czeéci urojonej wspétezynnika propagacji (~ 3-107°),
ktora w tym przypadku powinien by¢ zerowy.
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TABELA 2.8: Zestawienie wynikéw otrzymanych w analizie omawianego Swiattowodu cylindryczne-
go. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy, odpowiednio dla czesci rzeczywistej
i urojonej.

rodzaj wyniki analityczne proponowana metoda technika PML
TFEy  0.90886 —0.37959)  0.91491 — 0.37456] 0.93573 — 0.38627j
[0.66567,1.32511] [2.95645, 1.75979]
TMys 0.26579 — 1.35723]  0.26681 — 1.36286j 0.26367 — 1.37408j
[0.38376,0.41482] [0.79762, 1.24150]
HE5, 1.98872 1.98846 1.97800 + 6.57 - 10775
[0.01307] [0.53904, ——]

Analizujac omawiana prowadnice warto zwrocié szczegdlng uwage na rodzaj H FEyy,
ktorego charakterystyka dyspersyjna zamieszczona jest w dodatku E. W zaleznosci od
czestotliwosci moze on by¢ rodzajem prowadzonym, wyciekajacym lub zespolonym. Re-
zultaty testow numerycznych przeprowadzonych dla tego rodzaju zestawione sg w tabeli
2.9. Réwniez w tym przypadku zastosowanie zaproponowanych warunkoéow brzegowych
znacznie poprawia doktadnosé analizy (nawet o rzad wielkosci).

TABELA 2.9: Zestawienie wynikéw otrzymanych dla rodzaju H E4; omawianego $wiattowodu cy-
lindrycznego

dt. fali () wyniki analityczne proponowana metoda technika PML
A =0.8um 2.07471 2.07233 2.07588 4+ 9.71 - 1077
rodzaj prowadzony [0.11471] [0.05639, ——]
A=12um 1.02608 — 0.05262)  1.02899 — 0.05268;] 1.01088 — 0.05871;j
rodzaj wyciekajacy [0.28360, 0.11403] [1.48137,11.57355]
A= 18um 0.04986 — 1.65268;  0.05015 — 1.64840j 0.05068 — 1.67239j
rodzaj zespolony [0.58163, 0.25897] [1.64460, 1.19261]

W celu weryfikacji poprawnosci dziatania algorytmu dla struktur bez symetrii wal-
cowej, analizie poddano $wiattowdd eliptyczny'?. Diugoéci pétosi wynosza odpowiednio
0.52um oraz 0.48um, zas parametry elektryczne osrodkow sa identyczne jak w poprzed-
nim przyktadzie. Te same sg rowniez wymiary dziedziny obliczeniowej i jej dyskretyzacja.
Zmienit si¢ jedynie ksztalt granicy dziedziny w przypadku zastosowania radiacyjnych wa-
runkéw brzegowych (elipsa o potosiach 0.57um i 0.53um, patrz rys. 2.7).

Wyniki przeprowadzonych testéw numerycznych dla A = 0.75um zestawione sg w
tabeli 2.10. Rowniez w tej symulacji wyraznie widoczna jest poprawa precyzji rezultatow

12W tym przypadku réwniez stosunkowo tatwo uzyskaé mozna wyniki analityczne (patrz dodatek E).
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radiacyjne warunki brzegowe

RYSUNEK 2.7: Dziedzina obliczeniowa. Technika PML po lewej, proponowane radiacyjne warunki
brzegowe po prawej.

w przypadku zastosowania radiacyjnych warunkéw brzegowych.

TABELA 2.10: Zestawienie wynikéw otrzymanych w analizie omawianego $wiatfowodu eliptycznego.
W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy, odpowiednio dla czesci rzeczywistej i
urojone;j.

rodzaj wyniki analityczne proponowana metoda technika PML
TEy  0.76949 — 0.54124j  0.77536 — 0.53577]  0.73539 — 0.58804]
076284, 1.01064] [4.43151, 8.64681]
TMy; 0.53584 — 1.45000j  0.53380 — 1.45614j  0.52526 — 1.50103]
[0.36391, 0.19602] [1.97447, 2.88074]
HED 1.90632 1.90623 1.89271 + 1.28 - 106
0.00472] [0.71394, ——]
HEY 2.01018 2.01108 1.99760 — 1.52 - 1075
0.04477] 0.62581, ——]

Podsumowujac, doktadnosé¢ rezultatéw otrzymanych z wykorzystaniem proponowane-
go algorytmu poprawia si¢ w stosunku do techniki PML nawet o rzad wielkosci. Szczegdlnie
niepokojace sa stosunkowo duze wartosci czesci urojonej efektywnego wspotezynnika za-
lamania dla rodzajéow prowadzonych!® w przypadku zastosowania warstwy absorpcyjnej
(dla omawianych warunkéw radiacyjnych wartosci te nie przekraczaja poziomu precyzji
maszyny).

3Efektywny wspoélezynnik zalamania dla rodzajéw prowadzonych jest czysto rzeczywisty. Problem ten
zauwazono réwniez w pracy [42]
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2.4 Swiatlowody fotoniczne

W niniejszym paragrafie metoda réznic skonczonych wraz z zaproponowanymi warun-
kami brzegowymi wykorzystana bedzie do badania réznego typu swiattowoddéw fotonicz-
nych. Dla poréwnania przytoczone beda rowniez rezultaty otrzymane innymi metodami
numerycznymi i quasi-analitycznymi.

Pierwsza z rozwazanych struktur jest swiattowod krzemowy z szeScioma wydrazonymi
otworami powietrznymi, tworzacymi fragment sieci heksagonalnej. Przekrdj poprzeczny
badanego obiektu przedstawiony jest na rysunku 2.8. Promien otworéw jest réwny r =
2.5um, a stata sieci A = 6.75um. Wspdlezynnik zatamania swiatta w krzemie ny, = 1.45.

RYSUNEK 2.8: Przekrdj poprzeczny $wiattowodu fotonicznego.

Wstepna analiza wykonana byta dla czestotliwo$ci odpowiadajacej fali o dtugosci A =
1.45um (rozchodzacej sie¢ w prozni). Wyniki dla tego przypadku tatwo zweryfikowaé, ze
wzgledu na duze zasoby danych, dostepne w literaturze. Badania takie przeprowadzone
byly metoda elementéw skonczonych (FEM) [61], rozwinig¢ multipolowych (MM) [64],
(FDM-ABC) [26] oraz réznic skoficzonych w potaczeniu z PML [22].

Symetria struktury pozwala na znaczna redukcje zmiennych w algorytmach numerycz-
nych. Analize wystarczy bowiem przeprowadzi¢ wytacznie dla ¢wiartki przekroju swiatto-
wodu fotonicznego. Granica dziedziny obliczeniowej sktada sie wowczas ze $cianek elek-
trycznych lub magnetycznych (na osiach symetrii przekroju) oraz tuku, na ktérym zaim-
plementowane musza by¢ warunki absorpcyjne lub radiacyjne (rys. 2.9). Podobnie jak we
wszystkich rozwazanych dotad strukturach, analize przeprowadzono przy wykorzystaniu
proponowanych warunkéw radiacyjnych oraz metody PML. W przypadku techniki PML
dziedzina obliczeniowa byta kwadratem o wymiarach 11pum x 11um, za$ siatka zlozona
byta z 150 x 150 oczek (45000 zmiennych). Zastosowanie warunkéw radiacyjnych pozwo-
lito zmniejszy¢ dziedzine obliczeniowa do ¢wiartki kota o promieniu R = 9.5um, co przy
tej samej dyskretyzacji prowadzi do 33% redukcji zmiennych (do okoto 30000).
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$cianka elektryczna/magnetyczna
$cianka elektryczna/magnetyczna

Scianka elektryczna/magnetyczna Scianka elektryczna/magnetyczna

RYSUNEK 2.9: Dziedzina obliczeniowa zastosowana do analizy $wiattowodu z rys. 2.8, zaréwno w
przypadku techniki PML, jak i radiacyjnych warunkéw brzegowych.

Zestawienie otrzymanych wynikéw z danymi prezentowanymi w literaturze przedsta-
wiaja tabele 2.11 oraz 2.12. Poniewaz quasi-analityczna metoda MM [64, 65] dostarcza
wyniki o bardzo duzej doktadnosci, zostata ona potraktowana jako odniesienie dla pozo-
statych technik. Na rysunku 2.10 zamieszczone sg rozktady pola elektrycznego, otrzymane
w symulacji.

TABELA 2.11: Cze$¢ rzeczywista efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodza-
jow struktury z rysunku 2.8. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony
w odniesieniu do metody MM [64].

rodzaj MM [64] FDM-ABC [26] FEM [61] proponowana  technika

metoda PML
HFE;; 1.445395 1.445395 1.445394 1.445394 1.445361
0.0] (6.9 -1077] (6.9 -1077] [2.4-1073]
TFEy 1.438584 1.438589 1.438576 1.438579 1.438494
[3.5-107% [5.6 - 107%] [3.5-107%] (6.3 -1073]
HE5 1.438445 1.438444 1.438442 1.438445 1.438364
[7.0-107°] [2.1-107%] [0.0] [5.6 - 1073]
FEHy, 1.429957 1.429952 1.429942 1.429792
[35-1074  [1.1-1073] [1.2-107?
HEs5  1.429248 1.429261 1.429262 1.429132

[9.1-107%  [9.8-107%  [8.1-107%

Zastosowanie proponowanych warunkéw brzegowych poprawia precyzje wynikow przy-
najmniej o rzad wielkosci, w poréwnaniu do techniki PML. Zgodnos¢ z algorytmem FEM
jest dobra jedynie dla czesci rzeczywistej efektywnego wspotezynnika zatamania, co praw-
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Neit = 1.445394-3.19E-08; Ex Ey

N = 1.438579-5.32E-07] Ex

Ney = 1.438445-9.51E-07 Ex

Ngi = 1.429942-1.55E-05) Ex

Nei = 1.429262-8.69E-06] Ex Ey

Ez

RYSUNEK 2.10: Rozktad pola elektrycznego w przekroju $wiattowodu z rys.
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TABELA 2.12: Czeé¢ urojona efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodzajéw
struktury z rysunku 2.8. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony w
odniesieniu do metody MM [64].

rodzaj ~ MM [64] FDM-ABC [26] FEM [61] proponowana  technika

metoda PML

HE,;, -3.19-107% —3.07-107% —4.11-107% —=3.19-107% —3.56-107°
[3.76] [28.84] [0.00] [11.60]

TEy,, —5.31-107" —5.43-107" —3.97-107" —5.32-1077" —4.72-107"
[2.26] [25.24] [0.18] [11.11]

HE, —9.73-107" —9.62-107" —7.13-100" —=9.51-1077 —1.07-107°
[1.13] [26.72] [2.26] [9.97]

FHy;y —-159-107° —1.67-10° —1.55-10"> —1.42-107°
[5.03] [2.52] [10.69]

HE5 —8.73-107° -9.17-107®  —8.69-107% —9.52-107°
[5.04] [0.46] [9.05]

dopodobnie spowodowane jest przyblizonymi warunkami brzegowymi obranymi w [61].
Duza precyzja charakteryzuje sie takze schemat FDM-ABC [26], jednak czas analizy po-
jedynczego punktu czestotliwosei siega w tym przypadku nawet 6 godzin (standardowy
komputer PC 1GHz). Dla por6wnania, czas obliczeni dla pozostatych metod nie przekracza
kilku minut.

Trzeba jednak pamietac¢, ze duza precyzja wynikéw, otrzymanych proponowang tech-
nikg okupiona jest utrata liniowosci rozwigzywanego zagadnienia wlasnego, ktére wymaga
wowcezas zastosowania technik iteracyjnych — tabela 2.13. Fakt ten traci jednak na zna-
czeniu, wobec takich zalet omawianego algorytmu, jak duza doktadnos¢, redukcja liczby
zmiennych oraz brak rozwigzan pasozytniczych, ktére w wielu przypadkach moga by¢
trudne do odseparowania (patrz rys. 2.11).

TABELA 2.13: Zbiezno$¢ omawianego algorytmu dla rodzaju podstawowego struktury z rysunku
2.8.

numer iteracji Neff
0 1.440000000
1 1.445393660 — 3.293 - 1078
2 1.445393676 — 3.190 - 1078
3 1.445393676 — 3.190 - 1078

Przekr6j poprzeczny drugiego $wiattowodu fotonicznego przedstawia rysunek 2.12.
Promien wewnetrzny powietrznych otworéw wynosi r; = lum, zas promien zewnetrz-
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RYSUNEK 2.11: Fragment widma operatora macierzowego otrzymanego w symulacji z zastoso-
waniem techniki PML dla struktury z rysunku 2.8. Jak wida¢, separacja wtasciwych rozwigzan (te
otoczone okregami) od rodzajéw pasozytniczych (berengerowskich) moze by¢ bardzo skomplikowana.

ny ro = 2um. Zakres katowy kazdego z otworow to 108°. Wspotezynnik zatamania dla
materiatu, z ktérego wykonany jest swiattowod wynosi ny, = 1.44402362.

RYSUNEK 2.12: Przekrdj poprzeczny $wiattowodu fotonicznego.

Podobnie jak w poprzednim przypadku, struktura analizowana byta zaréwno przy uzy-
ciu proponowanych warunkow radiacyjnych jak i techniki PML. Czestotliwo$¢ obrana do
symulacji odpowiadata dtugosci fali w prézni A = 1.55um. Ze wzgledu na symetrie uktadu,
dziedzina obliczeniowa zostata zredukowana — obejmowata jedynie potowe badanej struk-
tury. Brzeg dziedziny sktadal sie zatem ze Scianek elektrycznych lub magnetycznych w osi
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symetrii struktury oraz warunkéw absorpcyjnych lub radiacyjnych na pozostatym odcinku
(patrz rys. 2.13). W przypadku techniki PML dziedzine stanowit prostokat o wymiarach
S5um x 2.5um, zdyskretyzowany poprzez 300 x 150 komorek. Rozmiar problemu wynosit
zatem 90000 zmiennych. Radiacyjne warunki brzegowe, pozwolity zredukowaé¢ dziedzine

obliczeniowa do pétkola o promieniu R = 2.25um, zmniejszajac liczbe zmiennych o okoto
33% (do okoto 60000).

$cianka elektryczna/magnetyczna

$cianka elektryczna/magnetyczna
amobazig juniem aulkoeipel

RYSUNEK 2.13: Dziedzina obliczeniowa zastosowana do analizy $wiattowodu z rys. 2.12, zaréwno
w przypadku techniki PML, jak i radiacyjnych warunkéw brzegowych.

Rezultaty przeprowadzonej analizy numerycznej zestawione sa w tabelach 2.14 i1 2.15.
Brak wynikéw otrzymanych metodami quasi-analitycznymi (takimi jak np. metoda roz-
winie¢ multipolowych) spowodowal, ze btad w obu tabelach obliczony jest wzgledem wy-
nikéw uzyskanych w technice FDM-ABC [26], ktora to charakteryzowata sie duza do-
ktadnoscig w poprzednim przyktadzie. Na rysunku 2.14 zamieszczone sa rozktady pola
elektrycznego otrzymane w symulacji.

Ostatnim przyktadem mikrostruktury fotonicznej jest sSwiattowod posiadajacy, poza
powietrznymi otworami, rdzen dielektryczny o nieco wyzszej przenikalnosci elektrycznej.
Szczegdly geometryczne badanego obiektu przedstawia rys. 2.15. Promien rdzenia i otwo-
row powietrznych wynosi r = 2um, a stata sieci A = 5.0um. Wspotezynnik zatamania dla
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Ney = 1.35588-4.98E-05] Ex Ey

Nefr = 1.23942-4.80E-04] Ex

Neft = 1.21516-1.23E-03] Ex E,

L

RYSUNEK 2.14: Rozktad pola elektrycznego w przekroju $wiattowodu z rys. 2.12.

krzemu jest réwny ny, = 1.42, dla rdzenia natomiast n, = 1.45.

Do symulacji wybrano czestotliwosé odpowiadajaca fali o dtugosci A = 1.5um. W ana-
lizie z warstwa PML dziedzina obliczeniowa byta kwadratem o wymiarach 8um x 8um, a
siatka zlozona byta z 150 x 150 oczek (45000 zmiennych). Zastosowanie warunkéw radia-
cyjnych pozwolito, tak jak w pierwszym przypadku, zmniejszy¢ dziedzine obliczeniowa do
¢wiartki kota o promieniu R = 7.5um, redukujac o 33% liczbe zmiennych (rys. 2.16).

W tabelach 2.16 i 2.17 zestawiono otrzymane rezultaty z wynikami podanymi w [77],
réwniez uzyskanymi metoda réznic skonczonych. W pracy [77] dziedzine obliczeniowa
zakonczono Sciankami elektrycznymi, dlatego tez rozwazania tam zawarte dotyczyty je-
dynie podstawowego rodzaju prowadzonego. Warto tu zwrdci¢ uwage, na niezerowg czesé
urojong efektywnego wspotczynnika zatamania, otrzymanego dla rodzaju podstawowego,
przy uzyciu techniki PML. Na rysunku 2.17 zamieszczone sg rozktady pola elektrycznego,
otrzymane w symulacji.
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TABELA 2.14: Cze$¢ rzeczywista efektywnego wspoétczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodza-
jow struktury z rysunku 2.12. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony
w odniesieniu do metody FDM-ABC [26].

rodzaj FDM-ABC [26] FEM [61] proponowana  technika

metoda PML
HE 1.35584 1.35580 1.35588 1.35457
2.9-1077] 2.9 -1077] [9.3-1077]
T FEoy 1.23957 1.23950 1.23942 1.23828
5.6 -1073] [1.2-1077] [1.0-1071]
HE5 1.21476 1.21480 1.21516 1.21378

3.3-1073]  [3.3-1072  [8.1-1072

TABELA 2.15: Czeé¢ urojona efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodzajéw
struktury z rysunku 2.12. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony w
odniesieniu do metody FDM-ABC [26].

rodzaj FDM-ABC [26] FEM [61] proponowana  technika

metoda PML

HE, —5.00-10° —4.95-10° —498-10° —5.56-107"°
[1.0] [0.4] [11.2]

TEy —5.09-100* —5.67-100% —480-10* —5.38-10"*
[11.1] [5.7] [5.7]

HE —-1.25-10% —1.11-107% —1.23-10% —1.93-107°
[11.2] [1.3] [54.4]

TABELA 2.16: Cze$¢ rzeczywista efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych ro-
dzajéw struktury z rysunku 2.15.

rodzaj FD [77] proponowana technika

metoda PML
HE;; 1.435360 1.435355 1.435278
FHy, 1.389839 1.389559
HE5; 1.387909 1.387600

HE;, 1.384171 1.383823
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RYSUNEK 2.15: Przekrdj poprzeczny swiattowodu fotonicznego.

$cianka elektryczna/magnetyczna
Scianka elektryczna/magnetyczna

$cianka elektryczna/magnetyczna Scianka elektryczna/magnetyczna

RYSUNEK 2.16: Dziedzina obliczeniowa zastosowana do analizy $wiattowodu z rys. 2.15, zaréwno
w przypadku techniki PML, jak i radiacyjnych warunkéw brzegowych.
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TABELA 2.17: Czeé¢ urojona efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodzajéw
struktury z rysunku 2.15.

rodzaj proponowana technika
metoda PML
HE,;, 0.00-107% 42.66-10"
EH,, —127-107% —1.29-107°
HE3; —5.30-1007 —526-10""
HE\, —4.06-10°% —4.12-107°
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Nt = 1.435355 Ex

Negr = 1.389839-1.27E-06] Ex

Nef = 1.387909-5.30E-07] Ex

Nert = 1.384171-4.06E-06] Ex Ey E,

RYSUNEK 2.17: Rozktad pola elektrycznego w przekroju $wiattowodu z rys. 2.15.



48

Efektywna analiza swiattowodow fotonicznych...




Rozdziat

Techniki poprawy efektywnosci metody
roznic skonczonych

Jak wynika z rozwazan zawartych w poprzednim rozdziale, doktadnos¢ algorytmu réz-
nic skonczonych poprawia sie wraz ze wzrostem liczby zmiennych, uzytych do dyskretyza-
cji zagadnienia. Jednakze duza liczba zmiennych powoduje, ze czas analizy numerycznej
przekracza czesto akceptowalny zakres, praktycznie uniemozliwiajac badania projektowe
lub optymalizacyjne. W niniejszym rozdziale analizowane sg mozliwosci poprawy efektyw-
nosci algorytmu réznic skonczonych poprzez zastosowanie metody dyskretnych rozwinigé
funkcyjnych i redukeji rzedu modelu, ktorych gtéwnym celem jest eliminacja nadmiaru
zmiennych. Ze wzgledu na geometrie badanych struktur obie techniki wprowadzone sg dla
siatek cylindrycznych?.

3.1 Siatka cylindryczna

Punktem wyjscia do konstrukcji algorytmu réznicowego na siatce cylindrycznej sa
réwnania Maxwella (2.1 - 2.4), ktére w uktadzie wspolrzednych walcowych przyjmuja
postac

Q_l 0 0 0 Y % EQ HQ
0 o O =7 0 =g | | 0By | = —jwpo | oH, |, (31)
-1 0 o]
0 0 o -2 2 E, H,
ot 0 0 0 v 5 H, (e, 00 £,
o 0 O g, 0 0 [ E,
[ ng % — 0 Q_l 0 0 €y 0 QEgp = 07 (33)
0 0 o 0 0 e || E.

INie jest to jednak zadnym ograniczeniem, eliminujac wyrazy zwiazane ze wspélczynnikami metryki
calos¢ rozwazan zastosowaé mozna w siatkach prostokatnych.

49
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o 0 07[ H,
{a% s —7} 0 o' 0 || eH, | =0. (3.4)
0 0 o H,

Podobnie jak w uktadzie kartezjanskim probki i-tej sktadowej pola elektrycznego zawarte
beda w wektorach e; (rys 3.1.):

edly = Ful(n— )80, (m — 1)), (35
€2l = (0~ DA0E,((n — 1)Ae, (m — 1)Ap), (3.6)
[ez]k - Ez((n - 1)AQ> (m - I)A(p), (37)

gdzie k = 1,..., K. Analogicznie, probki wszystkich sktadowych pola magnetycznego
zebrane sa w wektorach h; o elementach:

ol = Hyl(n — )20, (m — 5)Ap), (33)

Bl = (1= 5)A0H, (1~ 5)A0, (m — D)Ap), (39
1 1

(Bl = Hol(n — 5)Be, (m — 1)Ag). (3.10)

Wzgledna przenikalnos¢ elektryczna reprezentowana jest poprzez macierze diagonalne
postaci:

P, = ol(n— 5)Ae, (m — 1)Ap), (3.11)
[Pl = 2o((n— Do, (m — 1)Ap), (3.12)
[Pz]k,k = Ez((n - 1)AQ> (m - I)A(p)? (313)

W przypadku, gdy przez pojedyncza komorke przechodzi granica osrodkéw, bardzo
dobre rezultaty uzyskuje sie stosujac technike wyznaczania efektywnej przenikalnosci tej
komorki, podobnie jak miato to miejsce w siatce prostokatnej. W uktadzie kartezjanskim
mozna byto uzy¢ klasycznego algorytmu Kanedy [27], tu jednak niezbedne jest uogélnienie
proponowanego schematu, umozliwiajace jego zastosowanie we wspotrzednych cylindrycz-
nych [33]. Szczegdly proponowanego podejscia zawarte sa w dodatku F.
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RYSUNEK 3.1: Cylindryczna siatka Yee.

Analogicznie do przypadku kartezjanskiego, nie wszystkie z relacji (3.1 - 3.4) konieczne
sa do sformutowania zagadnienia wtasnego na wspotczynnik propagacji. Ograniczymy sie
tu jedynie do czterech nastepujacych rownan

1T R e, + T R e. = —jupohs,
TR e, = —jwpoh..

3.14
VIR by + TR h. = jwe Pie,, o
D,P,e; — VPZeZ =0,
. e . e)— 1 e)~1 € i - -
gdzie Tt(_) = d1ag(0§) ,...,Q%) 7Q§h),...,0§?)>7 TZ() = d1ag(g§h) ,...,.QE;?) ); t(h) -

. h 1 h_l e e . e_l e_l
diag(o” ..., 0% 0l . o), T? = diag(ol” ..., 0% ), ei=le, e,”, hy
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lh, h,|", R!Y i R zdefiniowane sa wzorem (2.48) oraz

. T R
RY =R = [ Rl ] , (3.15)
2
e T e e
RS =R = [-RY R, (3.16)
-1
D, =T" [—R(e’T - RO | TV, (3.17)
przy czym, macierze Rgeg) i Rgfp) maja postac:
-1, m=n,
[RY)| =Ap?d 1, m=n+l, (3.18)
’ 0, inne,
-1, m=n,
RY| =A¢'S 1, m=n+M, (3.19)
’ 0, inne.

Nalezy tu nadmienié¢, ze przedstawione powyzej formy macierzy Rgeg) oraz Rgfo) dotycza
sytuacji, w ktorej dziedzina stanowi¢ moze dowolny wycinek kota zakonczony $cianka-
mi elektrycznymi lub magnetycznymi?. W przypadku analizy petlnego kota, wspomniane
macierze nalezy uzupetié¢ o dodatkowe elementy niezerowe, zapewniajace periodycznosé
zagadnienia wzgledem zmiennej katowej .

Podobnie, jak w uktadzie prostokatnym, eliminujac z uktadu réwnan (3.14) pole ma-
gnetyczne oraz sktadows z pola elektrycznego, otrzymujemy relacje
VTV RITO R e+ T R T R PTD Pey + TV RVT R ey = sy Pey.

z

(3.20)
Nastepnie, korzystajac z faktu, ze
T RYTEOR]) -
Or x K diag(gghrlw,@%)il) O x K diag(gﬁe)fl,...,gﬁ?fl) o
dlag(gge)77gg§)) Ok xK dlag(ggh)77gg?)) Ok xK

—Irr ok, (3.21)

uzyskujemy macierzowy problem wtasny na wspotezynnik propagacji:
Ae; = ey, (3.22)

gdzie A = T"RPTYRYPD,P, + T RVT©R'Y) — w2 p19eP,. Tak samo, jak w
przypadku siatki prostokatnej, z rozwigzania zagadnienia (3.22) wyznacza sie¢ probki pola

elektrycznego (wektor wtasny) oraz wspolezynnik propagacji (wartosé wlasna).

2We wszystkich strukturach badanych w niniejszej rozprawie, ich symetria umozliwia znaczna redukcje
liczby zmiennych poprzez zastosowanie dziedziny obliczeniowej w ksztalcie é¢wiartki lub potowy kola.
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3.2 Metoda dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych

Standardowy schemat metody FD wymaga rownomiernego pokrycia catej dziedziny
obliczeniowej siatka Yee. W obszarach jednorodnych, gdzie zmienno$é pola jest wolna,
podejscie takie prowadzi do znacznego nadprobkowania pél. Duzo bardziej efektywne
bytoby opisanie rozktadu pola poprzez amplitudy pewnych funkcji bazowych, zamiast
probek pola’.

Omawiany problem dobrze ilustruje nastepujacy przyktad. Rozwazmy skalarna funkcje
f(z) okreslona na przedziale = € [0, L] i spelniajaca na brzegu przedzialu warunki Diri-
chleta. Dyskretna reprezentacja funkcji f(x) mozne by¢ zbiér wartosci { f, = f(z,)} "=},
gdzie x,, = mL/M. Jezeli natomiast rozwazana funkcja jest odpowiednio gladka, to
znacznie efektywniejsza bedzie reprezentacja funkcji f(x) poprzez mniejszy zbiér amplitud

{gq}gzg funkcji sin(gma/L):

fl = 01 Sln(%)_‘_g? Sln(%g +- _I_gQ Sln 1\6 2a
I = g1sin + g2 sin + -4 gosin
= gusin(3) + gusin() + -+ gosin( ) .
fuor = gisin(TEEUY 4 gy sin(ZEED) 4o g g sin (WL,
gdzie Q << M. Zapisujac powyzsza relacje w postaci wektorowej f = Qg, gdzie f =
1, for s fu1)T 19 =[g1,92, -+, 90]" otrzymujemy macierz
sin(17) sin(22) sin(%)
: T2 : 272 : Qm2
sin (2= sin (== . osin(=EE
Q= (.M) Gr) (.M) , (3.24)
sin(w(%[_l)) sin(%(%_l)) sin(iQ”(j\\j_l))

wiazaca dwa calkowicie odmienne zbiory dyskretyzujace funkcje f(z). W analogiczny
sposOb, uzywajac funkcji cosinus, postepowaé¢ mozna w przypadku warunkéw Neumanna.

Podejscie wykorzystujace alternatywna reprezentacje pol jest z powodzeniem uzywane
w analizie prowadnic i rezonatoréw mikrofalowych [47,48,70]. Zastosowanie funkcji trygo-
nometrycznych nie jest tu oczywiscie konieczne, ciekawe rezultaty otrzymuje si¢ rowniez
stosujac wielomiany ortogonalne lub funkcje falkowe [66].

Wazng zalety przedstawianego podejscia jest mozliwos¢ tatwej implementacji w pew-
nym okreslonym podobszarze dziedziny obliczeniowej. W takim przypadku, wektor opi-
sujacy dyskretyzowana funkcje sktadalby sie jednoczesnie z probek pola oraz amplitud
funkcji bazowych. Wowcezas macierz @, wigzaca ten wektor ze standardowym wektorem
prébek pola, ztozona bytaby z blokéw typu (3.24) dla obszaréw, w ktérych zastosowane
sg rozwiniecia oraz jedynek na gléwnej diagonali poza tymi obszarami.

Rozwazmy teraz przyktad struktury, w ktérej wyr6zni¢ mozna obszar jednorodny (rys.
3.2) i zastosowaé dla niego metode dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych. Niech I-ty pierécien
siatki cylindrycznej lezy w obszarze jednorodnym. Na skutek zastosowanych $cianek elek-
trycznych i magnetycznych, ograniczajacych dziedzine obliczeniowa oraz wynikajacego z

3W wielu zagadnieniach wymagajacych dyskretyzacji funkcji ciagtych redukcje zmiennych umozli-
wia np. metoda DFT (ang. Discrete Fourire Transformation). Prébki funkcji zastepuje sie wowczas jej
amplitudami harmonicznymi.
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dyskretne rozwiniecie
funkcyjne

Scianka elektryczna

Scianka magnetyczna

RYSUNEK 3.2: Przykfad struktury, w ktérej zastosowaé mozna metode dyskretnych rozwinie¢ funk-
cyjnych (rézne kolory oznaczaja osrodki o réznych przenikalnosciach elektrycznych).

nich charakteru pola, do rozwiniecia sktadowej radialnej pola elektrycznego zastosowane
sa funkcje sin ¢, sin 3¢, ..., sin(2Q + 1), zas cos @, cos 3, . .., cos(2Q + 1)¢ do sktadowej
katowej!. Wowezas wektor probek pola elektrycznego e; zastapiony bedzie wektorem (o
zmniejszonym wymiarze )

€ = [6gla <oy CoM(1-1)5 Coly - - 5 €0Qy EoMI+15 - - - 5 CoK s

o U T
Cply -+ CoM(1-1)5 Coly - -+ CpQ) COMI+1 - -+ 5 64,0K] ) (325)

gdzie €, oraz é€,; reprezentuja odpowiednio amplitudy zastosowanych funkcji. Zwigzek
pomiedzy otrzymanym w ten sposoéb wektorem, a klasycznym wektorem probek pola
okreslony jest relacja

e = Qi (3.26)
przy czym
Q
@ = [ ) 3.97
t Q. (3.27)
gdzie
i Ipxp -
0 0 0
. T . 3 . (2Q—1)7r
Q,- 8111(2:]\/[_1) sin(s375) .- sm(ﬁ) .
sin(“é%:l)) Sin(37;(]\24_—11)) sin((2Q 211\);_(1;4—1))
ITXT’ |

W ogélnym przypadku nalezaloby zastosowaé kolejne funkcje sinus i cosinus do obu sktadowych.
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oraz
[ T (20-1) _
s 3 —1)m
COS(2(2M—1)) COS(2(2M—1)) COS(2(2M—1))
Q, = ; : (3.29)
7(2M —3) 3(2M—3) (2Q—1)r(2M—3)
COS(2(2M—1)) cos( 2(2M 1) ) cos(= 1 )
0 0 o 0
L Ir><7’ |

przy p=M({—-1)ir=K — Ml — 1.
Podstawiajac wyrazenie (3.25) do zagadnienia (3.22) i korzystajac z ortogonalnosci
macierzy Q; (QIQ; = I) uzyskujemy réwnowazny problem wlasny o zmniejszonym wy-
B
miarze

Ae, = ¢, (3.30)

gdzie A = QTAQ,.

Korzysci wynikajace ze stosowania zaprezentowanej metody sa znaczace, nawet gdy
obszar jednorodny jest stosunkowo niewielki. W praktyce pozwala ona na kilkudziesie-
ciokrotne zmniejszenie liczby zmiennych w analizowanych regionach. Ponadto, podejscie
takie istotnie utatwia implementacje¢ radiacyjnych warunkow brzegowych, omoéwionych w
paragrafie 2.3.2.

3.3 Radiacyjne warunki brzegowe dla dyskretnych roz-
winie¢ funkcyjnych

Jak zaznaczono wczesniej, zastosowanie metody dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych
pozwala na tatwa i szybka implementacje radiacyjnych warunkow brzegowych opisanych
w poprzednim rozdziale.

Zalézmy, ze pola na przynajmniej dwoch najbardziej zewnetrznych pierscieniach (war-
stwach komoérek) rozwiniete sa przy uzyciu funkceji sinus i cosinus (patrz rys. 3.3). Wow-
czas, wektor pola elektrycznego ma postac

v “in “in “in vin vout vout vwout vout
€1 = [€o1, -+, CoM(N=2), Cpars -+ Cpa@> Coets 1 Coer Casls -+ » Conrs Caels - - Coed>
vin vin “in in vout vout  vout vout 1T
oty s CoM(N-2) Costs -+ > Cors@r Coelr -+ + > Coner Copsly -+ + > Cons@s Conels - + + > Coned)
(3.31)
‘n gin/out 3 sin/out : : E— : sin/out ; sin/out :
gdzie é stn i ew/m sa amplitudami funkeji sin(me) , natomiast é Qc,/n i %c/m sa ampli-

tudami funkcji cos((m — 1)¢) na wewnetrznym/zewnetrznym pierscieniu.
Biorac pod uwage posta¢ rownan (2.62) i (2.63), opisujacych sktadowe styczne pola
elektrycznego na zewnatrz struktury, okresli¢ mozna jawne wyrazenie na amplitudy za-

5Poniewaz wektory stworzone ze sprébkowanych funkeji ortogonalnych nie musza byé ortogonalne,
macierz Q; moze wymagac¢ dodatkowej ortogonalizacji. Nie trzeba tego jednak robi¢ dla calej macierzy,
a jedynie dla pojedynczych blokéw z ktérych jest ztozona.



56 Efektywna analiza swiattowodow fotonicznych...

pierscien zewnetrzny

pierscien wewnetrzny

dyskretne rozwiniecie
funkcyjne

RYSUNEK 3.3: Konstrukcja radiacyjnych warunkéw brzegowych. W dwéch skrajnych pierscieniach
dziedziny zastosowano technike rozwinie¢ funkcyjnych.

warte w wektorze €;. Przyjmujac, ze QZ(Z) = QS\Z)( N—2)41 OTazZ gl(-z) = QE\Z)( N—2)41, Otrzymujemy

e = —nleh))A - 7o) Dy,

.\Jin h h

CosQ-1 — _VQ—l(QZ(n))AQ—l o TQ—I(QEn)>DQ—17
Sin . (h) A

erQ - VQ(QZ'}:L ) Q>

e = —wlay)Bo,

vin h h

6gc2 = _Vl(an))Bl +7_1(Qz('n))017

.uin h h

Coeq = —vg-1(0}) Bo-1 + mo-1(0) ) Co1. (3.32)
€y = ild)Bi—ailen))Cn,

g = voi(el))Bo1 —ogi(el))Con,
pin —O'Q—I(QZ(Z))CQ—l’

e (©)
é;’él = —0oo(0i, ) Do,
ény = =oAL — o1(0)) Dy,
sin  _ _ (N4 N p
€osQ ¢Q—1(an) Q-1 UQ—l(an) Q-1
gdzie
Y () WHM 2 (9)
m - _H ) m - )
vm(0) = —H'y (ko) Tm(0) o2y (ko)
Unlo) = "FHD (o), oule) = S EH' D (o) (3.33)

W analogiczny sposéb wyznaczy¢ mozna wyrazenia na elementy éggfn i éfo’é';n. Nastepnie

eliminujac z tych relacji nieznane amplitudy pola A,,, B,,, Cyn, D,, uzyskuje sie zwiazek
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pomiedzy amplitudami pola na wewnetrznym i zewnetrznym pierécieniu, ktéry to w formie
macierzowej przyjmuje postac '
e = Mel, (3.34)

]T

sout Sout sout ]T7 zad

> — [gout
0Taz €out = (€041, -+ Coutrs Coets -+ + > o)

: < _ [gin “in “in “in
gdzie &;, = [69317"'7€ng7egocl7"’7egocQ L

sama macierz M stworzona jest na bazie relacji (3.32)

Podobnie jak w paragrafie 2.3.2, wygodnie jest wprowadzi¢ do rozwazan trzy macierze
wybierajace. Macierz Sr wybiera wszystkie elementy wektora €;, niezwigzane z pierscie-
niem zewnetrznym

el = Sge,, (3.35)
natomiast macierz S,,; wyltacznie elementy z nim zwigzane
e = 8,6 (3.36)
Wektor e; wyraza wowczas relacja
é = Shell + 8T et (3.37)

Ostatnia z macierzy wybierajacych S;,r, separuje ze wszystkich elementéw wektora éX,

jedynie te nalezace do pierscienia wewnetrznego
én = S;,rel. (3.38)
Wowezas, problem wtasny (3.30), zredukuje sie do postaci:
A(y)ef =2ef, (3.39)

zawierajacej radiacyjny warunek brzegowy, gdzie A(y) = SpA (S}g + ST M SmR). Po-
niewaz, tak jak w przypadku siatki prostokatnej, macierz M jest funkcja wspotezynnika
7, zagadnienie (3.39) staje sie nieliniowe.

Rozwazmy ponownie kilka wybranych przyktadow swiattowoddéw fotonicznych, uzywa-
jac tym razem siatki cylindrycznej. Jako pierwsza przeanalizujmy strukture przedstawiona
na rys. 2.8, szczegdtowo opisana w poprzednim rozdziale. W siatce walcowej dziedzine ob-
liczeniowa rowniez zredukowa¢ mozna do ¢wiartki kota, ktorej brzegi sktadac¢ sie beda ze
Scianek magnetycznych/elektrycznych na osiach symetrii i radiacyjnych warunkéw brze-
gowych na pozostatym odcinku. Na rysunku 3.4 zaznaczono brzegi dziedziny oraz obszar,
gdzie zastosowana jest technika rozwinie¢ funkcyjnych. Dyskretyzacja w kierunku radial-
nym wynosita 150 oczek, natomiast w kierunku katowym 120. Liczba funkcji uzytych do
konstrukeji warunkéw radiacyjnych wynosita @) = 20. Tyle samo funkcji zastosowano do
aproksymacji pola technikg dyskretnych rozwinie¢ w obszarze jednorodnym - warstwy ko-
morek od 1 do 60 oraz od 142 do 150 (w kierunku radialnym). Zdefiniowana w ten sposéb
siatka prowadzi do zagadnienia wigzgcego 35000 zmiennych w standardowej technice FD
oraz 22000 zmiennych w metodzie rozwinie¢ funkcyjnych. Tak wyrazna redukcja wymiaru
zagadnienia (40%) prowadzi do prawie dziesieciokrotnego zmniejszenia czasu analizy (z
300s do 30s na standardowym komputerze PC 2GH z).

6Trzeba tu wyraznie podkreglié, ze w odréznieniu od przypadku siatki kartezjanskiej, macierz M jest
macierza rzadka (tréjdiagonalna), a jej tworzenie jest znacznie mniej kosztowne numerycznie
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funkcyjne

$cianka elektryczna/magnetyczna

$cianka elektryczna/magnetyczna

RYSUNEK 3.4: Dziedzina obliczeniowa zastosowana do analizy $wiattowodu z rys. 2.8.

W tabelach 3.1 1 3.2 zestawione sg wyniki otrzymane przy zastosowaniu standardowej
siatki cylindrycznej z wynikami uzyskanymi przy uzyciu metody rozwinie¢ funkcyjnych.
Jak widaé, znaczna redukcja zmiennych (przez co i czasu obliczen) praktycznie nie ma
wplywu na doktadnosé obliczen. Warto tez zauwazy¢, ze otrzymane wyniki charakteryzuje
dokladnos$¢ bardzo zblizona do przypadku siatki prostokatnej (patrz tabele 2.11 1 2.12),
co wynika z podobnego poziomu dyskretyzacji dziedziny. Zastosowanie siatki cylindrycz-
nej wraz z technikg dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych pozwolito zatem dziesieciokrotnie
skroci¢ czas analizy nie obnizajac precyzji obliczen.

TABELA 3.1: Czeé¢ rzeczywista efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodza-
Jjow struktury z rysunku 2.8. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony
w odniesieniu do metody MM [64].

rodzaj MM [64] siatka cylindryczna —siatka cylindryczna
z technika rozwiniec¢

HEy 1.445395 1.445395 1.445395
[0.00] [0.00]
TEy 1.438584 1.438586 1.438586
[1.4-1074 [1.4-1074
HE, 1.438445 1.438443 1.438443
[1.4-1074 [1.4-1074
EHy, 1.429957 1.429957 1.429957
[0.00] [0.00]
HE; 1.429248 1.429263 1.429263
[1.0-1073] [1.0-1073]

Podobnie przedstawia sie sytuacja w przypadku swiattowodu sektorowego, opisanego
w poprzednim rozdziale (rys. 2.12). Réwniez tym razem dziedzina obliczeniowa pokrywa
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TABELA 3.2: Cze$¢ urojona efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodzajéw
struktury z rysunku 2.8. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony w
odniesieniu do metody MM [64].

rodzaj MM [64]  siatka cylindryczna siatka cylindryczna
z technika rozwiniec

HE;, —3.19-107° —3.20-10—F —3.20-10—F
[0.31] [0.31]
TEy —531-107 —5.30-10°7 —5.30-1077
[0.19] [0.19]
HEy —9.73-10" —9.63-10 7 —9.63-10 "
[1.03] [1.03]
EHy;, —159-10° —158-10° —158-10°
[0.63] [0.63]
HE; —873-10°9 —870-10°° —8.70-10°°
[1.15] [1.15]

jedynie potowe struktury - rysunek 3.5. Dyskretyzacja w kierunku radialnym wynosita
100 oczek, natomiast w kierunku katowym 160. Tak jak w poprzednim przypadku, licz-
ba funkcji uzytych do konstrukcji warunkéw radiacyjnych wynosita Q = 20. Tyle samo
funkcji zastosowano do aproksymacji pola technika dyskretnych rozwinie¢ w obszarze jed-
norodnym - warstwy komorek od 1 do 35 oraz od 85 do 100 (w kierunku radialnym). Tak
zdefiniowana siatka prowadzi do zagadnienia wiazacego 31000 zmiennych w standardowe;
technice FD oraz 18000 zmiennych w metodzie rozwinie¢ funkcyjnych. Redukcja wymiaru
zagadnienia wynosita zatem ponad 40%, co w konsekwencji prowadzi do wielokrotnego
skrocenia czasu analizy.

Wyniki otrzymane przy zastosowaniu standardowej siatki cylindrycznej oraz uzyskane
przy uzyciu metody rozwinie¢ funkcyjnych zestawione sa w tabelach 3.3 i 3.4. Rowniez
w tym przypadku redukcja zmiennych praktycznie nie wpltywa na rezultaty, ktore to
pozostaja w bardzo dobrej zgodnosci z danymi literaturowymi [26].

Trzecig analizowang strukturag byt Swiattowdd zawierajacy rdzen dielektryczny, ktore-
go parametry opisane sa w poprzednim rozdziale (rys. 2.15). W tym przypadku, tak jak
w pierwszej strukturze, dziedzina obliczeniowa pokrywa jedynie czwartg czesé¢ przekroju
swiattowodu, a warunki brzegowe opisane sa na rysunku 3.6. Dyskretyzacja w kierunku
radialnym zawierata 150 oczek oraz 120 w kierunku katowym. Warto tu zwroci¢ uwage na
pewna interesujaca wtasno$é. Pomimo, ze obszar pomiedzy otworami powietrznymi nie
jest jednorodny (zawiera rdzen) z powodzeniem zastosowa¢ tam mozna technike rozwinieé
funkcyjnych. Wynika to z faktu, ze réwniez dla komorek lezacych na granicy dielektrykow
obszar jest jednorodny w kierunku katowym. Podejscie takie pozwala zatem na zastoso-
wanie techniki rozwinie¢ funkcyjnych w obszarze wyznaczonym przez warstwy komoérek
od 1 do 58 oraz od 142 do 150 (w kierunku radialnym). Liczba zmiennych dyskretyzu-
jacych zagadnienie wynosi wowczas 36000 przy bezposrednim zastosowaniu metody FD
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RYSUNEK 3.5: Dziedzina obliczeniowa zastosowana do analizy $wiattowodu z rys. 2.12.

TABELA 3.3: Czeé¢ rzeczywista efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodza-
Jjow struktury z rysunku 2.12. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony
w odniesieniu do metody FDM-ABC [26].

rodzaj FDM-ABC [26] siatka cylindryczna — siatka cylindryczna
z technika rozwiniec¢

HEy, 1.35584 1.35589 1.35589
[0.0037] [0.0037]
TEo, 1.23957 1.23979 1.23979
0.0177] 0.0177]
HEy 1.21476 1.21494 1.21494
0.0148] 0.0148]

oraz 23000 przy wykorzystaniu techniki rozwiniec.

W tabelach 3.5 1 3.6 zebrane sa wyniki otrzymane przy zastosowaniu standardowe;j
siatki cylindrycznej oraz metody rozwinie¢ funkcyjnych (@ = 20). Jako odniesienie przy-
jeto wyniki uzyskane w rozdziale 2 (tabele 2.16 i 2.17). Jak latwo zauwazy¢, takze w
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TABELA 3.4: Cze$¢ urojona efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodzajéw
struktury z rysunku 2.12. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony w
odniesieniu do metody FDM-ABC [26].

rodzaj FDM-ABC [26] siatka cylindryczna — siatka cylindryczna
z technika rozwiniec

HE; —5.00-107° —5.03-107° —5.03-107°
[0.6000] [0.6000]
TFEoy —5.09-10~% —5.14-107% —5.14-107%
[0.0823] [0.0823]
HE5 —1.25-107° —1.25-107° —1.25-107°
[0.0000] [0.0000]
e T~ /:90;‘
g ...... \\ 697/)
=1 = N %,
2 %,
% “.“.AX Qx?o
2 \ dyskretne rozwinigcie
3 E funkcyjne

$cianka elektryczna/magnetyczna

RYSUNEK 3.6: Dziedzina obliczeniowa zastosowana do analizy $wiatfowodu z rys. 2.15.

tym przypadku prawie 40% redukcja liczby zmiennych nie ma wplywu na otrzymywane
wyniki.

3.4 Redukcja rzedu modelu

W niniejszym rozdziale przedstawiony bedzie algorytm pozwalajacy na znaczng reduk-
cje liczby zmiennych nawet w obszarach niejednorodnych. Zaproponowana technika polega
na projekcji problemu wlasnego na odpowiednia podprzestrzen, co skutecznie zmniejsza
wymiar zagadnienia przy zachowaniu (z duza dokladnoscia) pewnego podzbioru wekto-
row i wartosci wlasnych. Fakt ten wykorzystywany byt w zagadnieniach automatyki juz w
latach 90-tych [13]. Algorytmy redukcji rzedu modelu szybko znalazly zastosowanie row-
niez w modelowaniu pola elektromagnetycznego przy uzyciu metody roéznic skonczonych
w dziedzinie czasu i czestotliwosci [35,36,38]. Dotychczas redukcja rzedu modelu przepro-
wadzana byta jednak wytacznie wzgledem wybranego punktu czestotliwosci. Zastosowanie
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TABELA 3.5: Czeé¢ rzeczywista efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodza-
Jjow struktury z rysunku 2.15. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony

w odniesieniu do algorytmu FD z siatkg prostokatna.

siatka cylindryczna

rodzaj siatka prostokatna siatka cylindryczna
z technika rozwiniec¢

HE, 1.435355 1.435355 1.435355
[0.0000] [0.0000]
EHy, 1.389839 1.389852 1.380852
[0.0009] [0.0009]
HEj, 1.387909 1.387898 1.387898
[0.0007] [0.0007]
HE 1.384171 1.384166 1.384166
[0.0003] [0.0003]

TABELA 3.6: Cze$¢ urojona efektywnego wspdtczynnika zatamania dla kilku pierwszych rodzajéw
struktury z rysunku 2.15. W nawiasach zamieszczony jest wzgledny btad procentowy wyznaczony w
odniesieniu do algorytmu FD z siatka prostokatna.

siatka cylindryczna

rodzaj siatka prostokatna siatka cylindryczna
z technika rozwiniec¢

HE,, 0.00- 1016 0.00 - 10716 0.00 - 1016
[0.0000] [0.0000]
EH, —1.27-10°° —1.29-10°° —1.29-10°°
[1.5748] [1.5748]
HEs —5.30-107" —5.26 - 1077 —5.26 - 1077
[0.7547] [0.7547]
HE, —4.06-107 —4.12-10° —4.12-10°
[1.4778] [1.4778]

omawianej techniki w zagadnieniach propagacyjnych wymaga istotnego przeformutowania
problemu. W tym przypadku parametrem wzgledem ktorego wykonywana jest redukcja

jest wspotezynnik propagacji’.

Dyskretyzujac tym razem wyltacznie réwnania (3.1 - 3.2) otrzymujemy nastepujace

"TRozwazania zawarte w tym rozdziale dotyczyé beda wylacznie siatki cylindrycznej, jednak eliminujac
macierze wspotczynnikow metryki, teorie tu przedstawiona tatwo dostosowaé mozna do siatek prostokat-

nych.
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zwigzki
VIR e, + T RiYe. = —jwpuohy,
TR e, = —jwpoh.,
VLR by + TV R, = jweoPe:,
TWRMh, = jwe,Pe,.

z

(3.40)

Eliminacja sktadowych pola elektrycznego i magnetycznego w kierunku osi z prowadzi do
dwodch relacji

h _
. . Z:;}th’ (3.41)
gdzie
F® = R T <jwMOI + W%OJ;@RS’PZ*TZ(’”R&?) (3.42)
oraz
FO = RY TP (jweoPt + MO:I;“”RE?T&’R&?) . (3.43)

.. . . s . . . . h
W tym miejscu nalezy nadmienié, ze poniewaz macierze Tt(e) i Tt( )

ich odwracanie nie jest kosztowne numerycznie. Macierze Rgl ) oraz Rgl ) sg natomiast
ortogonalne, a zatem ich odwrotnosci zastgpi¢ mozna transpozycja.

Wychodzac z relacji (3.41) mozna zdefiniowaé zagadnienie whasne dla wspotezynnika
propagacji na dwa réwnowazne sposoby®. Pierwszy wigze wylacznie pola elektryczne

sg diagonalne, to

FWFOe, = 4%, (3.44)
drugi zas, wytacznie pola magnetyczne
FOFMh, = —~2h,. (3.45)

Jak zaznaczono wczesniej, zastosowanie techniki redukcji rzedu modelu polega na
odpowiednim dobraniu podprzestrzeni, do ktérej nalezy zrzutowaé analizowany opera-
tor. Jest to rownoznaczne ze znalezieniem odpowiedniej bazy wektorowej. W przypadku
osrodkéw niemagnetycznych korzystniej jest zatem zastosowaé podejscie (3.45). Wektory
bazowe, uzyte do projekcji, nie beda wowczas musiaty opisywacé skokéow pola na granicy
osrodkow.

W pierwszym etapie nalezy wyodrebni¢ fragment dziedziny obliczeniowej (zawieraja-
cy tzw. makromodel), w ktérym zastosowana bedzie technika redukcji (patrz rys. 3.7).
Wygodnie jest posortowaé¢ wektory probek pola elektrycznego i magnetycznego w takiej
kolejnosci, aby odseparowaé elementy nalezace (eys, hys) i nie nalezace (ey, hy) do dzie-
dziny makromodelu. Wowczas relacje (3.41) zapisa¢ mozna w postaci

h) h)
R S h e
U " A v (3.46)
0 Fy b €n
8Podejécie takie w odréznieniu od (3.22) nie wymaga wprowadzania operatora dywergencji, tak uprosz-
czona postaé zagadnienia utatwia zastosowanie algorytmu redukcji.
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RYSUNEK 3.7: Granica makromodelu.

- prébki pola elektrycznego

- probki pola magnetycznego

- tto zétte - obszar nalezgcy do makromodelu

- tto biate - obszar nienalezacy do makromodelu

- obwiednia - porty wejscia/wyjscia makromodelu
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oraz “
FUe 0 ey hU

o mplla] =[] 1
gdzie S™ i 8§ odpowiadajg za sprzezenia miedzy wyréznionym obszarem, a reszta dzie-
dziny obliczeniowej. Do pelnego zdefiniowania makromodelu niezbedne jest réwniez pre-
cyzyjne okreslenie jego portow wejsciowych i wyjsciowych. Ujecie takie sprawi, ze caty
wyrdzniony region moze by¢ reprezentowany przez pewien operator macierzowy. Pole
elektryczne pobierane z portéw wejsciowych (nienalezacych do dziedziny modelu) sta-
nowi¢ bedzie pobudzenie, odpowiedzig zas bedzie pole magnetyczne pojawiajace sie na
portach wyjsciowych (nalezacych do dziedziny modelu). Do formalnego skonstruowania
owego operatora niezbedne jest wprowadzenie dwoch macierzy wybierajacych. Niech ma-
cierz L. wybiera z elementéw ey wytacznie te, ktore stanowi¢ majg porty wejsciowe

makromodelu
Ep = LeeU, (348)

natomiast macierz L; wybiera z elementéw h,; wylacznie te, ktore stanowi¢ maja porty
wyjsciowe makromodelu’
hp = Lyhy,. (3.49)

Wowcezas, korzystajac z rownan (3.46 - 3.48), wyprowadzi¢ mozna nastepujaca relacje!®
L (e
<71 + —F,\(J’FJ\(;’) hy = S©L ep. (3.50)
Y

Zwiazek (3.50), wraz z relacja (3.49), definiuje omawiany wezesniej operator macierzowy
(tzw. elektromagnetyczna funkcje przejscia)

—1
1
H(v) = L, (ﬂ T ;FA(/F]&”) serr (3.51)

dla ktorego pobudzeniem sa pola elektryczne na portach wejsciowych, natomiast odpo-
wiedzig pola magnetyczne na portach wyjsciowych

hp = H(’}/)ep. (352)

Redukcje modelu korzystniej jest jednak wykonaé¢ w oparciu o samo wyrazenie (3.50),
nie za$ funkcje przejscia (3.51) [35]. Sformutowanie zagadnienia w formie (3.50) pozwala
na bezposrednie zastosowanie algorytmu ENOR (ang. Efficient Nodal Order Reduction)
[57]. Jak wynika z prac [35,36], algorytm ten umozliwi szybkie i precyzyjne wyznaczenie
ortogonalnej bazy projekcyjnej dla relacji (3.50).

Niech liczba r bedzie rzedem redukcji makromodelu, a p liczbg portéw wyjsciowych,
wowcezas liczba zmiennych nalezacych do wnetrza makromodelu zredukowana bedzie do
p - r. Redukcja taka zapewnia, ze r pierwszych momentéw (wzgledem zatozonego punktu

9Metode konstrukeji macierzy wybierajacych pokazano na przykladzie w paragrafie 2.3.2.
1OWarto tu zaznaczyé¢, ze w ogdlnoéci ey # LT ep, zachodzi jednak réwnosé S©ey = S Llep.
Wynika to z faktu, ze macierz S(¢) juz z definicji, dziala wylacznie na porty ep.
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7o) relacji (3.50) pozostaje niezmienionych. Zwiekszenie rzedu r poszerza zakres stosowal-
nosci modelu dla parameru v (wzgledem srodka 7) [57].

Oznaczmy przez V macierz projekcyjng, otrzymang przy uzyciu techniki ENOR. Wéow-
czas, zgodnie z [57], zwiazek (3.50) moze by¢ poddany projekcji

1

( VIV + - VTF<6 FM V) hy =VTS©LTep (3.53)

oraz hp = L,V hy,. Identyczny efekt rzutowania otrzymac¢ mozna juz na etapie konstruk-
cji relacji (3.50) z operatorow (3.46) i (3.47), tak jak zaproponowano to w pracach [35,36].

Wowezas )
A - _ 3.54
l 0 FPV || hu T en (3:54)
oraz ©
lﬁf 0 ey . ’lU
s vreg | [en | = ] 435

Ostatecznie, rozwazania sprowadzaja sie do rozwigzania zagadnienia wtasnego typu
(3.45), o zredukowanych wymiarach

Ah, = —*h,, (3.56)
gdzie
PN (e) (h) (h)
A—Fopn | Tv 0 Fyo SV (3.57)
vige yIge© o FPvV
oraz
—~ hU
h, = [ h ] . (3.58)

3.5 Makromodel z wykorzystaniem dyskretnych roz-
winie¢ funkcyjnych

Bardzo dobre rezultaty uzyska¢ mozna taczac metode redukeji rzedu modelu z meto-
da dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych. Jezeli na granicy makromodelu (w obszarze gdzie
zdefiniowane sa jego porty) zastosuje sie technike rozwinieé, to porty reprezentowane
beda poprzez amplitudy pola, a nie poprzez jego probki (dotyczy to zaréwno wekto-
ra pél elektrycznych jak i magnetycznych). Podejécie takie pozwala zmniejszy¢ liczbe
portow, zmniejszajac tym samym liczbe zmiennych samego makromodelu. Oznacza to
jeszcze bardziej efektywne wykorzystanie omawianej techniki redukcji. Niestety, wymaga
to jednak nieco wickszego naktadu implementacyjnego. Nalezy bowiem zbudowaé¢ dwie
oddzielne macierze Qge) i Qgh) odpowiednio dla pola elektrycznego i magnetycznego (po-
réwnaj (3.27)). Konstrukcja makromodelu odbywa sie wowczas w oparciu o operatory

) = Qﬁe)TF(e)Qﬁe) i P — Qih)TF(h)Qﬁh) zamiast F'(© i F("  Natomiast Wektory

pola elektrycznego i magnetycznego zastapione beda odpowiednio przez &; = ﬁe) e
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RYSUNEK 3.8: Model stworzony w oparciu o dyskretne rozwiniecia funkcyjne, wigze amplitudy pola
zamiast jego probek. Ostatecznie liczba zmiennych modelu jest znacznie mniejsza.

oraz b, = Qﬁh)Tht. Dopiero przy tak okreslonym zagadnieniu, mozna dokonaé¢ wydziele-
nia obszaru makromodelu, a nastepnie zastosowaé redukcje. Ostatecznie, otrzymaé mozna
macierzowy problem wtasny, ktérego wymiar zmniejszony bedzie w wyniku zastosowania
metody rozwinie¢ funkeyjnych (w obszarach jednorodnych) oraz techniki redukeji modelu
(w obszarach niejednorodnych) o ~
Ah, = —*h,. (3.59)
Technika redukcji rzedu modelu, oméwiona w niniejszym paragrafie, nie koliduje w
zaden sposob z radiacyjnymi warunkami brzegowymi opisanymi w paragrafie 3.3. Wa-
runki te musza by¢ jednak zmodyfikowane, aby dotyczy¢ mogty pola magnetycznego. Ze
wzgledu na silne podobienstwo pomiedzy wyprowadzeniami radiacyjnych warunkow brze-
gowych dla pdl elektrycznych i magnetycznych rozwazania te nie beda tu przytaczane!!.
Ostatecznie potaczenie wszystkich oméwionych dotychczas technik prowadzi do nielinio-

wego zagadnienia wlasnego z wektorem Iult (czyli wektorem h, zredukowanym o elementy
nalezace do najbardziej zewnetrznego pierscienia)

—

® oR oR
A(7) h, = —7’h, . (3.60)

Rozwiazanie powyzszego zagadnienia wymaga zastosowania metod iteracyjnych, opi-
sanych w poprzednich paragrafach. Trzeba tu jednak wyraznie zaznaczy¢, ze tworzenie

" Rozwazania réznig jedynie wspétezynniki, a sama procedura, wraz ze wszystkimi definicjami, jest w
pelni analogiczna.
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i redukcja modelu wykonywana jest jednokrotnie dla catego procesu iteracyjnego oraz
wszystkich rodzajow pola wystepujacych w rozwazanym “pasmie +”. Oznacza to, ze na-
wet w przypadku stosunkowo duzych kosztéw numerycznych stworzenia makromodelu,
prezentowana technika pozwala na efektywniejszg i szybsza analize.

W celu weryfikacji numerycznej omawianego algorytmu rozpatrzmy ponownie kilka
wybranych struktur $wiattowodowych, badanych juz z uwzglednieniem radiacyjnych wa-
runkéw brzegowych (paragraf 2.4) i metody rozwinie¢ funkcyjnych (paragraf 3.3). We
fragmentach dziedziny obliczeniowej, zawierajacych detale o réznych przenikalnosciach
elektrycznych (tam, gdzie nie mozna byto uzy¢ metody rozwinie¢ funkcyjnych), zastosowaé
mozna omdéwiona technike redukceji rzedu modelu. Potaczenie wszystkich prezentowanych
algorytmow prowadzi do sytuacji, w ktoérej zaden z fragmentéw dziedziny obliczeniowej
nie bedzie analizowany standardowa metoda réznic skonczonych.

Jako pierwszy rozwazmy Swiattowod fotoniczny przedstawiony na rys. 2.8. Parametry
struktury oraz siatki cylindrycznej uzytej w testach sa identyczne z podanymi w paragrafie
3.3. Makromodel zdefiniowano w obszarze odpowiadajacym warstwom od 58 do 144, w
kierunku radialnym (rys. 3.9). Zastosowanie techniki rozwinie¢ funkcyjnych spowodowato,
ze liczba portéw zmalata z 720 (6 warstw po 120 prébek pola) do 120 (6 warstw po 20
amplitud). Jako punkt vy wybrano wartos¢ odpowiadajaca ny = 1.41 (w przyblizeniu
srodek “pasma ).
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RYSUNEK 3.9: Dziedzina obliczeniowa zastosowana do analizy $wiattowodu z rys. 2.8.

W tabeli 3.7 zestawione sg wyniki uzyskane dla r6znych rzedéw redukeji makromodelu
wraz z rozmiarami i czasami rozwigzania problemu wtasnego. Nalezy tu zwroci¢ uwage
na ogromne zmniejszenie liczby zmiennych i prawie dziesieciokrotne skrocenie czasu ana-
lizy. Odbywa sie¢ to jednak kosztem czasu potrzebnego na skonstruowanie samego modelu,
ktory w przypadku rzedu 5 wynosi ~ 340s, rzedu 6 juz ~ 440s, natomiast rzedu 7 nawet
~ 550s. Trzeba jednak pamietac, ze procedura ta jest wykonywana tylko raz dla wszyst-
kich iteracji (potrzebnych do rozwigzania nieliniowego problemu wtasnego) i wszystkich
badanych rodzajow pola. Warto tu zaznaczy¢, ze tak korzystne rezultaty uzyskano dzieki
potaczeniu techniki redukcji rzedu modelu z metodg rozwinieé¢ funkcyjnych. Zastosowanie
samej redukeji rzedu dla tego samego podobszaru dziedziny (bez rozwinieé¢ funkcyjnych)
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zmniejsza liczbe zmiennych modelu jedynie do 6060 (rzad 5), a czas tworzenia modelu
siega nawet 3h.

TABELA 3.7: Efektywny wspétczynnik zatamania dla kilku pierwszych rodzajéw struktury z rysunku
2.8 otrzymany przy wykorzystaniu techniki redukgcji rzedu modelu. W nawiasie okragtym podany jest
przyblizony czas rozwiazania problemu wtasnego na komputerze PC 2G H z, natomiast w nawiasie
kwadratowym wymiar problemu - liczba zmiennych.

rodzaj  bez redukcji rzad 7 rzad 6 rzad 5
(~ 30s) (~ 4s) (~ 2.5s) (~ 2s)
[22000] [3420] [3180] [3060]
HE, 1.4453946— 1.4453946— 1.4453946— 1.4453950—
3.20000 - 1078 3.20000 - 1078  3.20045-1078j 3.40647 - 10~%j
TFEy 1.4385865— 1.4385865— 1.4385865— 1.4385865—
5.30103 - 1077 5.30103-1077) 5.30103-10"7 5.30103-1077j
HE5 1.4384431— 1.4384431— 1.4384431— 1.4384431—
9.63316- 1077 9.63316-1077 9.63310-10"7j 9.63312-1077j
FHy; 1.4299572— 1.4299572— 1.4299572— 1.4299591—
1.57866 - 107%j 1.57866 - 107°j 1.57865-107% 1.59370 - 1075
HEs; 1.4292628— 1.4292628— 1.4292628— 1.4292668 —

8.70333-107% 8.70328 - 1076 8.70264 - 1075  9.24041 - 107;

Kolejng testowang struktura byt swiattowdd sektorowy przedstawiony na rysunku 2.12
i opisany w paragrafie 2.4. Dla parametrow siatki, takich jak w paragrafie 3.3, makromo-
del obejmowal warstwy komoérek w zakresie od 32 do 88 w kierunku radialnym (rys. 3.11).
Poniewaz liczba funkcji uzytych do rozwiniecia pola w obszarach jednorodnych wynosi-
ta takze () = 20, to liczba portéw byla identyczna jak w poprzednim przyktadzie. Jako
Yo wybrano warto$¢ odpowiadajaca nyg = 1.28. Wyniki otrzymane dla réznych rzedéw re-
dukcji makromodelu wraz z rozmiarami i czasami rozwiazania problemu wlasnego zawiera
tabela 3.8. Czasy tworzenia modelu wynosity ~ 470s dla rzedu 5, ~ 580s dla rzedu 6 oraz
~ 690s dla rzedu 7.

Trzecia analizowana struktura byt Swiattowod z dielektrycznym rdzeniem, ktérego
przekréj przedstawiony jest na rysunku 2.15. Parametry geometryczne i materiatowe ba-
danego obiektu podane sg w paragrafie 2.4, natomiast szczegdétowy opis siatki zawarty jest
w paragrafie 3.3. Podobnie jak w poprzednich przypadkach, obszar makromodelu catko-
wicie pokrywa fragment dziedziny obliczeniowej obejmujacy otwory powietrzne - warstwy
komérek od 56 do 144 (rys. 3.11). Réwniez liczba portéw makromodelu jest taka sama
jak w obu poprzednich przyktadach. Wyniki testow numerycznych przeprowadzonych dla
tej struktury zamieszczone sg w tabeli 3.8. Punkt $rodkowy 7y odpowiada wspotezynni-
kowi zatamania réwnemu ny = 1.41, natomiast czasy tworzenia makromodelu wynosity
odpowiednio ~ 610s dla rzedu 5, ~ 750s dla rzedu 6 oraz ~ 900s dla rzedu 7.

Zgodnie z przedstawiona teorig doktadnos$é rozwigzania uzalezniona jest przede wszyst-
kim od rzedu makromodelu. Wyraznie widoczna jest takze zaleznos¢ od punktu srodkowe-
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RYSUNEK 3.10: Dziedzina obliczeniowa zastosowana do analizy $wiattowodu z rys. 2.12.

TABELA 3.8: Efektywny wspotczynnik zatamania dla kilku pierwszych rodzajéw struktury z rysunku
2.12 otrzymany przy wykorzystaniu techniki redukgcji rzedu modelu. W nawiasie okragtym podany jest
przyblizony czas rozwigzania problemu wtasnego na komputerze PC 2G H z, natomiast w nawiasie
kwadratowym wymiar problemu - liczba zmiennych.

rodzaj  bez redukcji rzad 7 rzad 6 rzad b
(~ 60s) (~ 3s) (~ 2s) (~ 1.5s)
[18000] [2500] [2380] [2260]
HE, 1.3558923— 1.3558923— 1.3558956— 1.3546930—
5.02928 - 1075  5.02906 - 107%j  5.02566 - 107°j  6.05710 - 1075;
TEy 1.2149447— 1.2149446— 1.2149446— 1.2160721—
1.24519-107% 1.24518-1073) 1.24521-1073% 1.17748-107%j
HEy 1.2397922— 1.2397922— 1.2397922— 1.2346930—

5.14323 - 1074  5.14322-107% 5.14319-107% 5.161248 - 1074

g0 7 - rodzaje o zblizonym wspotczynniku propagacji wyznaczone sa ze znacznie wieksza
precyzja. We wszystkich przypadkach redukcja na poziomie rzedu réwnego 7 praktycznie
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RYSUNEK 3.11: Dziedzina obliczeniowa zastosowana do analizy $wiattowodu z rys. 2.15.

TABELA 3.9: Efektywny wspotczynnik zatamania dla kilku pierwszych rodzajéw struktury z rysunku

2.15 otrzymany przy wykorzystaniu techniki redukcji rzedu modelu. W nawiasie okragtym podany jest
przyblizony czas rozwiazania problemu wtasnego na komputerze PC 2G H z, natomiast w nawiasie
kwadratowym wymiar problemu - liczba zmiennych.

rodzaj bez redukcji rzad 7 rzad 6 rzad b
(~ 40s) (~ 3.5s) (~ 2.5s) (~ 2s)
[23000] [3220] [3100] [2980]
HFE 1.4353554— 1.4353554— 1.4353561— 1.4353491—
0.00000 - 107%5  0.00000 - 1071%j  1.20203 - 10719 2.33582-10~7j
FHy, 1.3898521— 1.3898520— 1.3898501— 1.3898519—
1.29453-107%  1.29461-107%  1.25827-107% 1.22733-1075;
HE5; 1.3878977— 1.3878977— 1.3878969— 1.3879759—
5.26405- 10777  5.26231-1077)  4.90395-1077) 6.44691-1077j
HE, 1.3841661— 1.3841661— 1.3841758— 1.3843030—

4.11667 - 105

4.11559 - 1075

4.19020 - 10~5j

9.62897 - 107;

nie ma wpltywu na rezultaty. Jeszcze raz podkresli¢ nalezy, ze na tak znaczacy poziom
redukcji zmiennych pozwala potgczenie metod rozwinie¢ funkcyjnych i redukcji rzedu
modelu. Dopiero tak zintegrowane algorytmy doprowadzity do prawie dziesieciokrotnego
zmniejszenia liczby zmiennych, skracajac czas analizy nawet stukrotnie.
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Rozdziat

Podsumowanie

W pracy sformutowano alternatywne radiacyjne warunki brzegowe oparte o rozwia-
zania analityczne. W odréznieniu od powszechnie stosowanej techniki PML nie wyma-
gaja one wprowadzania dodatkowych sztucznych osrodkéw absorpceyjnych, dzieki czemu
wyeliminowane sg problemy doboru parametréw warstwy pochtaniajacej oraz odseparo-
wywania rozwigzan pasozytniczych. Ponadto proponowane warunki brzegowe moga by¢
umieszczone bardzo blisko badanej struktury, maksymalnie redukujac rozmiary dziedziny
obliczeniowej. Przeprowadzone testy numeryczne sugeruja, ze omawiane podejscie popra-
wia precyzje otrzymywanych rezultatéw nawet o rzad wielkosci. Nalezy jednak zaznaczy¢,
ze w zaproponowanej technice kazdy z rodzajéw musi by¢ wyliczany w oddzielnym pro-
cesie iteracyjnym.

W drugiej czesci pracy zaproponowano dwie techniki poprawy efektywnosci algorytmu
roznic skonczonych w zagadnieniach propagacyjnych, poprzez redukcje liczby zmiennych
uzytych do dyskretyzacji problemu. Zastosowanie siatki cylindrycznej umozliwito bezpo-
srednie wykorzystanie metody dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych. Doprowadzito to do
istotnego zmniejszenia liczby zmiennych i dziesieciokrotnego skrocenia czasu rozwiazy-
wania problemu wtasnego. Potaczenie wspomnianej metody z technika redukcji rzedu
modelu, pozwolito ponownie obnizy¢ liczbe zmiennych i ostatecznie skrocié¢ czas analizy
prawie sto razy.

W tabeli 4.1 zestawione sa wyniki analiz przeprowadzanych z wykorzystaniem wszyst-
kich zaproponowanych w pracy technik:

e metoda roznic skonczonych z wykorzystaniem warstwy absorbeyjnej PML dla siatki
prostokatnej,

e metoda roznic skonczonych z wykorzystaniem proponowanych warunkéow radiacyij-
nych RBC dla siatki prostokatnej,

e metoda roznic skonczonych z wykorzystaniem proponowanych warunkow radiacyij-
nych RBC dla siatki cylindrycznej,

e metoda roznic skonczonych z wykorzystaniem proponowanych warunkow radiacyij-
nych RBC i techniki dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych dla siatki cylindrycznej,

73
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e metoda réznic skonczonych z wykorzystaniem proponowanych warunkéw radiacyj-
nych RBC, techniki dyskretnych rozwinie¢ funkcyjnych oraz techniki redukcji rzedu
modelu dla siatki cylindrycznej.

Wartosci zgromadzone w tabeli odnoszg sie do pierwszego z analizowanych swiattowoddw
fotonicznych (rys. 2.8). Do okreslenia niedokladnosci poszczegélnych technik wyliczono
srednig wartos¢ btedu wzglednego urojonej czesci efektywnego wspotezynnika zatamania.
Zaprezentowane tu rezultaty oraz pozostate, zamieszczone w odpowiednich rozdziatach
pracy pozwalaja sformutowa¢ wnioski, ktore dowodza tez postawionych we wstepie ni-
niejszej rozprawy.

TABELA 4.1: Poréwnanie efektywnos$ci zaprezentowanych w pracy technik na przykfadzie $wiatto-
wodu fotonicznego z rysunku 2.8 (komputer Pentium Il 2GHz).

. blad
. . liczba
technika analizy . czas wzgledny
zmiennych
7]
FD + PML
(siatka prostokatna) ~ 45000 ~ 300 ~ 105
FD + RBC
(siatka prostokatna) ~ 30000 ~ 2805 ~ 1
FD + RBC
(siatka cylindryczna) ~ 35000 ~ 3005 ~ 0T
FD + RBC + DFD ~ 22000 | ~ 30s ~ 0.7
(siatka cylindryczna)
FD + RBO + DED + MMl o500 | 4 ~ 0.7
(siatka cylindryczna)

4.1 Whnioski

Weryfikacja numeryczna wszystkich przedstawionych w pracy algorytmoéow prowadzi
do nastepujacych wnioskow:

e wyniki otrzymywane przy wykorzystaniu proponowanych warunkéw brzegowych
(zar6éwno dla siatki prostokatnej, jak i cylindrycznej) charakteryzuja sie precyzja
o rzad wielkosci wyzsza w stosunku do techniki PML,

e umieszczenie prezentowanych warunkow radiacyjnych bardzo blisko badanej struk-
tury nie wptywa na doktadnos$é¢ analizy,

e zastosowanie metody rozwinie¢ funkcyjnych pozwala na znaczace zmniejszenie liczby
zmiennych i wielokrotne skrocenie czasu analizy, nie obnizajac precyzji uzyskiwa-
nych wynikow,
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e technika redukcji rzedu modelu w potaczeniu z metoda rozwinieé funkecyjnych moze
nawet, dziesieciokrotnie zmniejszy¢ liczbe zmiennych i nawet stukrotnie skrécié¢ czas
analizy, zachowujac przy tym duza doktadnos$¢ rezultatéw (w narzuconym pasmie).

4.2 Przewidywane kierunki rozwoju

Pomimo, ze opisane w pracy algorytmy stosowane byly w zagadnieniach optycznych,
moga by¢ one stosowane rowniez w innych dziedzinach elektrodynamiki obliczeniowe;.
Prezentowane w rozprawie radiacyjne warunki brzegowe moga by¢ stosunkowo tatwo
uogdblnione na przypadki trojwymiarowe o symetrii cylindrycznej, o czym swiadczy¢ moga
wstepne rezultaty przedstawione w pracy [68]. Kolejnym krokiem moze by¢ konstrukcja
warunkow radiacyjnych, wykorzystujacych funkcje sferyczne, umozliwiajgcych badanie
struktur tréjwymiarowych.

Obiecujace wyniki uzyskane z wykorzystaniem techniki redukeji rzedu modelu pozwa-
laja przypuszczaé, ze roOwniez ten algorytm znajdzie szersze zastosowanie w innych za-
gadnieniach propagacyjnych. Nastepnym etapem rozwoju wspomnianego algorytmu jest
zageszcezenie siatki w obszarze dla ktorego wprowadzony byl makromodel. Technika tego
typu jest juz z powodzeniem wykorzystywana w metodzie roznic skonczonych w dziedzinie
czasu i czestotliwosei [35-38].



76

Efektywna analiza swiattowodow fotonicznych...




Dodatek

Przyktady jednowymiarowych zagadnien
wiasnych

Rozwazania zawarte w paragrafie 2.2 dotycza bardzo szerokiego zakresu struktur, dla
ktorych Scista analiza jest w ogdélnosci niemozliwa. Jednak w pewnych szczegdlnych przy-
padkach, stosunkowo niewielkim kosztem, uzyska¢ mozna rozwiazania analityczne. Niniej-
szy dodatek zawiera kilku takich przyktadow.

Pierwsza struktura to falowdd ptasko-rownolegly wypetniony jednorodnym dielektry-
kiem o przenikalnosci elektrycznej € = gge, oraz magnetycznej p = pop,. Szerokosé falo-
wodu jest rowna b (Rys. A.1).

metal dielektryk metal

v

x=-b/2 x=b/2

A
\4

RYSUNEK A.1: Przekréj falowodu pfasko-réwnolegtego.

Przyjmujac powyzsze zatozenia, rozpatrzmy pola rodzaju TE rozchodzace sie¢ w struk-
turze. Z uktadu réwnan (2.9) powstaje nastepujacy problem wtasny:

O*E,

Ox?

+ KB, =0, (A1)

s
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gdzie k? = w?pe+~? reprezentuje szukang warto$¢ wlasng. Warunki brzegowe, wynikajace
z idealnej przewodnosci scian falowodu, maja postaé E,(0) = 0 oraz E,(b) = 0.

Problem powyzszy posiada proste rozwiazanie analityczne: wartosci wlasne wynosza
Km = mr/d (stad v, = \/k2, — w?ue), zas odpowiednie funkcje wlasne maja postaé:
E,m(z) = Ay sin(kp,2), gdzie A, sa dowolnymi statymi. Ponownie korzystajac z uktadu
réwnan (2.9) wyznaczy¢ mozna pozostate sktadowe pola.

Analogiczne rozwazania przeprowadza sie dla rodzajow TM, w oparciu o réwnania
(2.10).

Kolejng struktura jest swiattow6éd planarny przedstawiony na rysunku A.2. Przyj-
mijmy, ze zaréwno Swiattowdd jak i otaczajacy go o$rodek sa niemagnetyczne, zas ich
przenikalnogci elektryczne wynosza odpowiednio e = ggn3 oraz €, = gon?. Teoretycznie,
w rozwazanym przypadku nalezatoby podzieli¢ dziedzing na trzy obszary, a na otrzymane
rozwigzania narzuci¢ odpowiednie warunki graniczne. Symetria struktury pozwala jednak
na ograniczenie sie do analizy wylacznie obszaru dla x > 0 (lub x < 0).

dielektryk €4 dielektryk €5 dielektryk €4

RYSUNEK A.2: Przekrdj $wiattowodu planarnego.

Ponownie, skorzystajmy z rownan opisujacych rodzaje TE (2.9). W obszarze $rodko-
wym (z € [0,b/2)) mamy:
02Ez(/H) 2 (I7)
W + KZQEy = 0, (A2)
gdzie Ky = \/kEn3 +~2 oraz kg = w./l0go. Natomiast w obszarze zewnetrznym (z €

[b/2, 00)) -
O*E
o KIE(D =0, (A.3)

gdzie k1 = /—k3n? — +2. Rozwigzania ogdlne dla obu obszaréw maja postac:

ED = C1e™” 4 Coe™m* (A.4)
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oraz,
EUD = Cysin(kyx) + Cy cos(kax), (A.5)

Y

gdzie C; sa dowolnymi stalymi. Aby wyznaczy¢ petna postaé rozwiagzania nalezy skorzy-
sta¢ z warunkow granicznych w punkcie x = b/2, (réwniez dla pola magnetycznego (2.9)).
Uwzgledniajac, ze w przypadku symetrycznych rozktadéow pola C) = 0 oraz C3 = 0,
otrzymujemy réwnanie z jedng miewiadoma ~:

Ko sin(keb/2) — Ky cos(keb/2) = 0. (A.6)
Natomiast dla rozkltadéw antysymetrycznych C7 = 0 oraz Cy = 0, wowczas:
K1 sin(kab/2) + Ko cos(kab/2) = 0. (A.7)

Trzeba w tym miejscu zaznaczy¢, ze wartosci ki oraz ko zawsze wyznaczonhe s3 z
doktadnoscia do znaku (zdefiniowane sa poprzez pierwiastki zespolone). O ile znak ko
nie odgrywa roli, o tyle odpowiedni dobér znaku k; jest bardzo istotny. Gdy n; < no
pole w obszarze zewnetrznym ma charakter zanikajacy. Wowczas k; jest rzeczywista, a
do analizy wybieramy znak dodatni. W sytuacji, gdy n; > ny w strukturze moga pojawic
sie rodzaje wyciekajace [55], co implikuje zespolona wartosé¢ v oraz ky. Wowezas dobrany
musi by¢ odpowiedni ptat powierzchni Riemanna, aby spelniony byt radiacyjny warunek
Sommerfelda [17] (S (k2) > 0).

Niestety, ze wzgledu na zespolony charakter, rozwiazanie réwnan (A.6) i (A.7) wymaga
zastosowania odpowiednich algorytmdéw numerycznych. W niniejszej pracy uzyto metody
opisanej w dodatku B.

W celu zilustrowania opisanej techniki, rozwazmy sytuacje, gdy n; = 1, ny = 3 oraz
b = lum, zas w odpowiada czestotliwosci fali o dtugosci Ay = 1.5um. Na rysunku A.3
przedstawiono rozktady pola dla trzech pierwszych rodzajow prowadzonych.

Zupelnie innych rozktadéw pola spodziewac sie nalezy w sytuacji, gdy n; = 3, ny = 1.
W takich strukturach przy zadanej czestotliwosci ( A = 1.5um) pojawiaja sie rodzaje
wyciekajace (patrz rysunek A.4). Efektywny wspolczynnik zatamania n.pr = J%O jest
wowcezas zespolony, pomimo, ze rozwazany dielektryk jest bezstratny.
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RYSUNEK A.3: Rozktady pola dla trzech pierwszych rodzajéw prowadzonych.
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RYSUNEK A.4: Rozktad pola dla trzech pierwszych rodzajéw wyciekajacych.
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Dodatek

Systematyczne 1 precyzyjne wyznaczanie
miejsc zerowych funkeji zespolonej

Jednym z podstawowych zagadnien analizy numerycznej jest wyznaczanie miejsc ze-
rowych funkeji rzeczywistych. Do najpopularniejszych algorytméw naleza tu: metoda bi-
sekcji, metoda siecznych, metoda stycznych (Newtona). Niestety, inaczej przedstawia sie
problem w przypadku funkcji zespolonych (zmiennej zespolonej). Dostepne algorytmy sa
albo malo precyzyjne, albo kosztowne numerycznie. W niniejszej pracy, wyniki analizy
(w postaci pierwiastkow funkcji zespolonych) stanowia wartosci referencyjne, to na ich
podstawie okreslana jest doktadnosé¢ prezentowanych algorytmoéw. Z tego powodu, autor
zdecydowal sie zastosowaé technike precyzyjna, jednak stosunkowo mato efektywng pod
wzgledem czasu analizy.

Podstawg zastosowanej metody jest twierdzenie o residuach pochodnej logarytmiczne;j
[40], ktére moéwi ze dla kazdej funkeji f(z) analitycznej w obszarze D C C i na jego brzegu,
zachodzi relacja:

Y G TR g
2mf o e E s >y

gdzie C jest dowolnym konturem zamknietym, zawartym wraz ze swym wnetrzem w D,
liczby &, (dla n = 1,..,N) sa miejscami zerowymi funkcji f(z), potozonymi wewnatrz
konturu C, zas m jest dowolng liczbg catkowita. W szczegdlnym przypadku, gdy m =
0, prawa strona zaleznosci (B.1) jest rowna liczbie miejsc zerowych nelezacych wnetrza
konturu C.

Powazny problem stanowi¢ tu moze nieznajomo$¢ jawnej postaci pochodnej funkcji
f(2). Zdarza sie, ze funkcja ta zadana jest wytaczie w formie dyskretnej lub, Ze jej postaé
jest na tyle ztozona, ze bezposrednie rozniczkowanie jest praktycznie niemozliwe. Rozwia-
zanie tego problemu zaproponowano w pracy [51]. Poniewaz funkcja f(z) jest analityczna
w dowolnym punkcie 2z, € D, mozna ja aproksymowac szeregiem Taylora:

o0

f(z0) = Z an(z — 29)", (B.2)

n=0
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gdzie £e)
1 z
an, jlé (7 dz (B.3)

21 J (2 — z)"tt
Cr

zas kontur Cr jest dowolng krzywa zamknieta, otaczajaca punkt 2y, zawarta wraz ze swym
wnetrzem w obszarze D. W takim przypadku pochodna moze by¢ wyrazona w nastepujacy
sposob:

f(20) = inan(z — )" L. (B.4)

Algorytm proponowany w [51] polega na jednoczesnym wyznaczaniu miejsc zerowych
w calym obszarze, ograniczonym przez kontur C (w ksztalcie okregu). Zagadnienie spro-
wadza sie wowczas do obliczenia catki w wyrazeniu (B.1), dla kolejnych wartosci m, a
nastepnie rozwiazaniu nieliniowego uktadu rownan z niewiadomymi &,. Proces ten jest
jednak czasochtonny, a otrzymane wartosci moga by¢ obarczone znacznym btedem. W
celu poprawienia doktadnosci schematu, autor proponuje przyjecie konturu C, w posta-
ci brzegu prostokata. Zatézmy, ze funkcja jest analityczna i nieosobliwa w rozwazanym
obszarze, proces wyznaczania pierwiastkow przebiega wowczas w nastepujacych krokach:

1. definiujemy obszar, w ktérym poszukujemy miejsc zerowych, w postaci zbioru P -
prostokatow na ptaszczyznie zespolonej,

2. dla kazdego prostokata obliczamy wartsé catki (B.1), dla m =0,
3. jezeli wartos¢ ta jest:

e zerowa, to eliminujemy prostokat ze zbioru P,

e réwna jednosci, to obliczamy wartos¢ wyrazenia (B.1), dla m = 1, ktéra rowna
jest miejscu zerowemu,

e rowna liczbie naturalnej, wiekszej od jedno$ci, oraz wymiar prostokata jest
mniejszy od zadanego progu, to postulujemy, ze w obszarze znajduje si¢ wielo-
krotne miejsce zerowe (w celu jego wyznaczenia postepujemy analogicznie jak
w poprzednim podpunkcie),

e inna niz powyzsze, to prostokat ten zastepujemy dwoma mniejszymi, dzielac
go na pol, wzgledem dhuzszego boku!,

4. jezeli zbior P jest pusty, to koniczymy proces, jezeli nie, to wracamy do punktu 2.

W niniejszej pracy wszystkie catki, wystepujace w proponowanej technice, oblicza-
ne sa parametrycznie, w oparciu o metode Simpsona. Liczba wyrazéw w szeregach (B.2)
oraz (B.4) zostata zredukowana do kilkudziesieciu. Testy numeryczne przeprowadzono dla
roznych typéw funkcji zesolonych, a rezultaty poréwnano z wynikami Scistymi oraz otrzy-
manymi przy uzyciu komercyjnych pakietéw. Wartosci uzyskane prezentowana metoda
autor uznat za referencyjne w wielu miejscach niniejszej rozprawy.

Powstajace prostokaty maja wowczas mniejszy stosunek dtugosci obwodu do pola powierzchni, zwigk-
szajac przez to efektywnos$é algorytmu.



Dodatek

Nieliniowe zagadnienia wiasne

Zagadnienia wtasne naleza do kluczowych w wielu dziedzinach matematyki, poczawszy
od algebry liniowej, po rachunek rézniczkowy i catkowy. Stanowig one réwniez podstawe
rozwazan ninejszej rozprawy. Ograniczymy sie tu jednak wytacznie do probleméw wta-
snych dla operatoréw macierzowych.

Zagadnienie wtasne dla macierzy kwadratowej A, definiuje sie w formie nastepujacej
zaleznosci [19,44]:

Ax = \z, (C.1)

gdzie x jest jednokolumnowym wektorem, zas X\ pewng liczba zespolong. Dla ustalonej ma-
cierzy A istnieje zbior par @ i A, nazywanych odpowiednio wektorem wlasnym i wartoscig
wtasng macierzy A. Wtasnosci oraz twierdzenia dotyczace wektorow i wartosci wlasnych
sa szeroko omawiane w literaturze [19,44] i nie beda w tym miejscu przytaczane. Row-
niez same algorytmy, stosowane w rozwigzywaniu tego typu zagadnien, sg powszechnie
znane [3,10,21,44].

W biezacym paragrafie rozwaza¢ bedziemy przypadki, gdy jeden lub wiecej elementéw
macierzy A zalezy od zmiennej A

ANz = Ax. (C.2)

Zagadnienie takie, nazywa si¢ wowczas nieliniowym problemem wtasnym.
Rozwazmy przyktadowy operator, ktory stanowi¢ moze dobra ilustracje problemu.
Zadanie polega na wyznaczeniu wartos$ci wtasnych nastepujacej macierzy:

1 2
A\ = . .
W= 5 ©3)
Rozwigzanie sprowadza sie do znalezienia miejsc zerowych réwnania charakterystycznego:

det [A(\) — M| = 0, (C.4)

gdzie I jest macierza jednostkowa. Dla okreslonej postaci (C.3) macierzy A powyzsze
wyrazenie mozna zapisa¢ w formie:

(1—=N)(e™=X)—6=0. (C.5)
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Roéwnanie (C.5) posiada nieskonczenie wiele pierwiastkéw (na ptaszezyznie zespolonej), co
swiadczy o zdecydowanie odmiennym charakterze zagadnien liniowych i nieliniowych. Kil-
ka wartosci wtasnych, o najmniejszym module, wyznaczono numerycznie, metoda opisang
w dodatku B: A\; = 3.01964, Ao = —0.86052 oraz \3 = —1.72271 + 4.50850j.

Rozwigzanie omawianego przyktadu jest stosunkowo proste, jednak w przypadku, gdy
rozmiary macierzy siegajag dziesiatek lub setek tysiecy, prezentowana metoda jest, z prak-
tycznego punktu widzenia, bezuzyteczna. Wyjsciem z takiej sytuacji moze by¢ zastoso-
wanie metody iteracji prostych.

Metoda iteracji prostych

Metoda iteracji prostych stanowi najmniej skomplikowany algorytm rozwiazywania
zagadnien nieliniowych. Jest prosta zaréwno ideologicznie, jak i implementacyjnie. W
pierwszym kroku nalezy podaé¢ dowolng (startowa) wartoéé wiasna A, z rozwazanego
zakresu. Nastepnie rozwiaza¢ liniowy problem wtasny:

ANz = N+ g, (C.6)

dla i = 0. Otrzymana w ten sposéb wartosé¢ whasna' A pozwala na rozwigzanie zagad-
nienia (C.6) dla ¢ = 1, itd. Proces konczy sie, gdy wartosci wtasne w kolejnych krokach
sg réowne.

W tabeli C.1 przedstawiono wyniki otrzymane metoda iteracji prostych dla operatora
z przyktadu (C.3). Szybka zbiezno$¢ metody, w tym przypadku, nie jest niestety reguta.
Wyniki przedstawione w tabeli C.2 pokazuja, ze znacznie wolniej algorytm zbiega sie do
drugiej wartosci wlasnej Ay = —0.86052.

TABELA C.1: Zbiezno$é wartoéci wtasnej \; dla metody iteracji prostych.

nr iteracji przyblizona liczba rozwiazan
wartos¢ wtasna probleméw liniowych

0 3.00000 0
1 3.02003 1
2 3.01963 2
3 3.01964 3

Powazniejszy problem stanowi brak zbieznosci metody dla niektorych wartosci wia-
snych. W rozwazanym przyktadzie dotyczy on A3 = —1.72271 4 4.50850j. Brak zbieznosci
nie wynika tu ze Zle dobranego punktu startowego, nawet dla wartosci poczatkowej bardzo

LChodzi tu oczywiécie o wartoéé wlasna problemu liniowego, typu (C.1.), a nie (C.2).
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TABELA C.2: Zbiezno$¢ wartosci wiasnej Ao dla metody iteracji prostych.

nr iteracji przyblizona liczba rozwigzan
warto$¢ wtasna problemow liniowych

0 -1.00000 0
10 -0.89330 10
20 -0.86822 20
30 -0.86233 30
40 -0.86094 40
50 -0.86062 20
60 -0.86054 60
70 -0.86052 70

bliskiej A3, algorytm moze si¢ rozbiega¢. Fakt ten pozwala sformutowaé¢ wniosek, ze meto-
da iteracji prostych nie pozwala na wyznaczenie wszystkich wartosci wtasnych problemu
nieliniowego.

W przypadku, gdy metoda iteracji prostych nie przynosi rezultatow, skorzysta¢ mozna
z techniki opartej o opisane ponizej odwzorowanie funkcyjne i dowolny algorytm wyzna-
czania miejsc zerowych funkcji zespolonej. Moze to by¢ metoda opisana w dodatku B,
metoda Newtona-Raphsona, Mullera lub Simplex.

Metoda simplex w nieliniowych zagadnieniach wtasnych

Rozwazmy odwzorowanie z = F4()), Fl4 : C — C, zdefiniowane w nastepujacy sposob:
=N — A (C.7)

gdzie A(\)x = \x. Miejsca zerowe otrzymanej w ten sposéb funkeji Fi4(\) sa jednoczesnie
rozwigzaniami omawianego zagadnienia wtasnego.

Ze wzgledu na ztozonosé algorytmow zespolonych wygodniej jest zamieni¢ ptaszczyzne
zespolong na dwuwymiarows przestrzen rzeczywista( A = x+jy, gdzie A € C, (z,y) € R?),
za$ funkcje zespolong Fl4(A\) na funkcje rzeczywista

w=log |\ — Al (C.8)

Wprowadzona w ten sposéb funkcja posiada silne minimum w punkcie odpowiadaja-
cym rozwigzaniu problemu wtasnego.

Metoda Simplex jest zaprojektowana i stosowana do wyznaczania minimum rzeczywi-
stej funkcji wielu zmiennych. Do jej niewatpliwych zalet naleza:

e niskie wymagania co do charakteru funkcji (wystarczy, ze nalezy ona do klasy C° w
rozwazanym obszarze),
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e mala liczba punktow w ktorych obliczana jest warto$é¢ funkceji,
e mala wrazliwos¢ na ptytkie minima,

e stosunkowo duze kroki podazania do minimum,

e prosta implementacja.

Przedstawione powyzej argumenty spowodowaly, ze autor wybrat wtasnie ten algorytm.
Jak zaznaczono powyzej, schemat metody Simplex jest niezwykle prosty:

1. obieramy trzy dowolne punkty na plaszczyznie R?, w obszarze, w ktérym poszuku-
jemy minimum,

2. wyznaczamy wartosci funkcji w tych punktach,

3. oznaczamy punkt dla ktérego wartos¢ funkceji jest najwieksza przez Py, najmniejsza
przez Pj, oraz pozostaly punkt przez Py,

4. wyznaczamy wspoOtrzedne punktu Pg, ktory jest srodkiem odcinka Py Py,

5. wyznaczamy wspolrzedne punktu testujacego Pr, ktéry jest odbiciem punktu Py
Wzglgdem PC (PHPC = PC'PT)>

6. obliczamy wartos$¢ funkcji w punkcie Pr, jezeli

o ['(Pr) < F(Pp) to wyznaczamy wspOtrzedne punktu Py wedlug wzoru Py =
—_—
Po + 2 % Py Po (patrz rys. C.1),

e ['(Pr) > F(Pp) to wyznaczamy wspOtrzedne punktu Py wedtug wzoru Py =
-
Pc — 0.5 % Py Pe (patrz rys. C.2),

7. obliczamy wartos¢ funkcji w punkcie Py, jezeli

e ['(Pr) > F(Pk) to pod wspétrzedne punktu Py podstawiamy wspétrzedne
punktu P,

e F(Pr) < F(Pk) to pod wspdlrzedne punktu Py podstawiamy wspoéirzedne
punktu Pr,

8. tworzymy "nowa”’ tréjke punktow, sktadajaca sie z ustalonych wezesniej punktow
Pr, Py oraz "nowego” punktu Py,

9. jezeli wartoéé¢ funkcji, w ktérymkolwiek z punktéw "nowej” tréjki2, jest mniejsza
od zadanego progu, to konczymy proces, jezeli nie, to powracamy do punktu 2 z
"nowa” trojka punktow.

W tabelach C.3-C.5 zestawiono wyniki zastosowania metody Simplex do rozwiaza-
nia problemu (C.2) dla operatora (C.3). Tym razem, algorytm pozwala na wyznaczenie
rowniez wartosci wlasnej As.

2Wartoéci funkcji we wszystkich tych punktach sa znane.
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RyYSUNEK C.1: Wybér punktu Pk w przypadku, gdy F(Pr) < F(Pr).

TABELA C.3: Zbiezno$¢ wartosci wtasnej A1 dla algorytmu Simplex.

nr iteracji przyblizona liczba rozwigzan
warto$¢ wtasna  probleméw liniowych

0 3.00000 3
bt 3.020314-0.00379j 13
10 3.01908+-0.00054; 23
15 3.01961+-0.00011; 33
20 3.01965+0.00003; 43
25 3.01964+-0.00000; 43

Podsumowujac, w pierwszym etapie algorytmu Simplex nalezy okresli¢ wartos¢ funkcji
w trzech punktach, w kazdej kolejnej iteracji w dwdch nastepnych. Trzeba pamietac, ze
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RyYSUNEK C.2: Wybér punktu Pk w przypadku, gdy F(Pr) > F(Pr).

TABELA C.4: Zbiezno$¢ wartosci wtasnej Ao dla algorytmu Simplex.

nr iteracji przyblizona liczba rozwigzan
warto$¢ witasna  problemow liniowych

0 -1.00000 3
10 -0.851484-0.01593;j 23
20 -0.86284+-0.00346; 43
30 -0.86050+-0.00008;j 63
40 -0.86052+-0.00000j 83

wyznaczanie wartosci funkcji wigze sie tu z rozwigzaniem pewnego liniowego problemu
wlasnego, co w przypadku duzych macierzy moze by¢ kosztowne numerycznie. 7 tego
powodu, tam gdzie tylko to mozliwe stosowac¢ nalezy metode iteracji prostych. Dopiero,
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TABELA C.5: Zbiezno$¢ wartosci wtasnej A3 dla algorytmu Simplex.

nr iteracji przyblizona liczba rozwigzan
warto$¢ wtasna  problemow liniowych

0 -2.000004-5.00000j 3

10 -1.72634+4.51757] 23
20 -1.72224+4.50949j 43
30 -1.72267+4.50852] 63
40 -1.72270+4-4.50850j 83
50 -1.72271+4.50850j 103

gdy po kilku krokach, odlegto$é¢® miedzy wartoéciami wlasnymi, otrzymanymi w kolejnych
iteracjach, nie maleje, posluzy¢ sie mozna technikg Simplex. Warto tu zwroci¢ uwage, ze
poczatkowe wyniki, otrzymane w iteracjach prostych, stanowi¢ moga punkt startowy dla
algorytmu Simlpex.

Trzeba tez podkresli¢, ze brak zbieznosci metody iteracji prostych nie jest zalezny
od tego, czy wynik jest zespolony, czy tez czysto rzeczywisty. Nie zalezy on réwniez od
wielkosci rozwazanych probleméw. W wiekszosci przypadkéw metoda iteracji prostych
dziala bardzo efektywnie nawet dla bardzo duzych macierzy, réwniez na plaszczyznie
zespolonej, a przyktad, analizowany w niniejszym paragrafie, zostal dobrany specjalnie,
aby pokazaé¢ problem zbieznosci metody.

30dlegloéé jest tu rozumiana w sensie klasycznej metryki euklidesowej dla R? lub w sensie modutu
dla C.
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Dodatek

Rozktad macierzy na wartosci szczegblne w
rozwigzywaniu uktadow nadokreslonych

W paragrafie 2.3.2 pojawia sie problem zbudowania operatora odwrotnego do opera-
tora macierzowego reprezentujacego nadokreslony uktadu roéwnan

Ax =y, (D.1)

gdzie wektor a reprezentuje niewiadome, zas wektor y wyrazy wolne. Mozna tu oczywiscie
zastosowa¢ metode najmniejszych kwadratow, wowczas

x =AMy (D.2)

gdzie A = (AT A)~'AT. Jednak w zagadnieniach poruszanych w niniejszej rozprawie
znacznie precyzyjniejszy wynik (cho¢ dla duzych macierzy kosztowniejszy numerycznie)
otrzymaé¢ mozna rozktadajac macierz A na jej wartosci szczegdlne.

Podstawg algorytmu SVD (ang. Singular Value Decomposition) jest twierdzenie [44],
ze dowolng macierz A,,«, rzedu r mozna zapisa¢ w postaci iloczynu:
DT’XT’ OT’XTL—T ‘| V* (D.B)

nxn?

Am><n - Umxm [

Om—TXT’ Om—T’Xn—r

gdzie D jest macierzg diagonalng, zas macierze U i V' sg ortogonalne.

W przypadkach analizowanych w niniejszej pracy liczba wierszy jest wicksza od liczby
kolumn, zas rzad macierzy jest doktadnie réwny liczbie kolumn. Przy takich zatozeniach,
twierdzenie D.3 redukuje sie do postaci:

Amszmel Do ]V* (D)

nxn*
Om—an

Korzystajac z ortogonalnosci macierzy U i V' oraz faktu, ze macierz D jest diagonalna
w prosty sposéb wyznaczyé mozna macierz A7)

AL = Vi Dt O] U (D.5)

ktora spetniajg warunek 4
A(va)A = Inxn (DG)

znacznie doktadniej niz macierz w relacji (D.2).

93



94

Efektywna analiza swiattowodow fotonicznych...




Dodatek

Analiza wybranych otwartych prowadnic
falowych

Jednym z kanonicznych zagadnien dotyczacych prowadzenia pola elektromagnetyczne-
go w strukturach otwartych jest propagacja fal w jednorodnym $wiattowodzie o przekroju
kotowym i eliptycznym. Zastosowanie techniki dopasowania rodzajéw [4,8,14,24] pozwala
w tym przypadku na szybkie i bardzo precyzyjne wyznaczenie zadanych parametréw pro-
wadnicy. W ninejszej rozprawie wyniki uzyskane w tym dodatku stanowi¢ majg odniesienie
dla rezultatéw otrzymywanych przy wykorzystaniu proponowanych technik dyskretnych.

Swiatlowod o przekroju kotowym

Punktem wyjscia do analizy cylindrycznych prowadnic falowych sa zalozenia opisane
we wstepie paragrafu 2.3.1. Przyjmujac cylindryczny uktad wspotrzednych, pola elektrycz-
ne i magnetyczne w osrodku jednorodnym wyrazaja sie réwnaniami (2.56-2.61). Rozwaza-
nia dotycza tu jednak dwdch réznych osrodkéw jednorodnych (patrz rys. E.1), pola nalezy
zatem zdefiniowa¢ w kazdym z nich z osobna.

&
RYSUNEK E.1: Swiattowéd o przekroju kotowym.

Niech pola w obszarze zewnetrznym (u;, £1) okreglone sa poprzez wspotczynniki AL
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), 0W DM wowezas
B (0,0,2) = 3 [ADHD (s10) sinmp) + BOHS (o) cos(mp)] e (B.1)

m=0

oraz

HO(0,0,2) = 3 & [COH (k10) sin(mep) + DY HP (k1) cos(mep)| e ™7, (E.2)
m=0 /1

gdzie my = \/p1/e1, zas k1 = /72 + w?pie1. Natomiast, w oérodku wewnetrznym (pz, €2)

niech pola okreslone beda wspotczynnikami A2 B2 C2) , zatem
E(2 (0,0, 2 Z [A(Q (k20) sin(myp) + B(z)Jm(/{gg) cos(mgp)} e ? (E.3)
m=0
oraz

HO(0,0,2) = 3+ [CRHD (k20) sin(mgp) + DPHP (ks0) cos(me)| e, (E.4)
m=0 12

gdzie my = \/pa/ex 1 Ko = V2% + w?lioes.

Warto tu zaznaczy¢, ze wspotczynnik x; jest w ogdlnosci zespolony i dwuwartosciowy
(+/—). Wybierajac k1 tak, aby R(k;) < 0, pola w obszarze zewnetrznym zanikaja -
rodzaje prowadzone i zespolone, natomiast gdy R(x;) > 0, to pola poza struktura rosna
wraz z odlegtoscia - rodzaje wyciekajace. W kazdym z tych przypadkéw wyrazenia (2.56-
2.59) jednoznacznie okreslaja pozostate sktadowe pol.

Aby w rozwazanej strukturze mogta propagowac sie fala elektromagnetyczna konieczne
jest zapewnienie ciagtosci sktadowych stycznych pola elektrycznego i magnetycznego na
granicy osrodkow

EM(R,,2) = EA(R, ¢, z),
HY(R, ¢, 2) = HY(R, ¢, 2)
z Tl T pel0,x], zeR. (E.5)
Egﬁll))(Rv 907 Z) - Eg(o(22))(R7 907 Z)a
H (R, p,2) = HY (R, ¢, 2)

Zastosowanie metody Galerkina [24] pozwala rozseparowaé powyzszy uklad na naste-
pujace przypadki! [45]:

e rodzaje T Ey, (dla m = 0)

LDV HE (s R) = LD Jo(raR), (E6)
ﬁpg "H'P (k1 R) = ;2/;7—21)(2 J'o(k2R), '

e rodzaje T'My, (dla m =0)
BV H® (k1 R) = B® Jo(kaR), E£7)
LBV H'E (1 R) = <2 BE J'o (k2 R), '

!Separacja taka wynika bezposérednio z ortogonalnosci funkcji sin(mep) oraz cos(me).
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e rodzaje hybrydowe EH,,, i HE,,, (dlam > 1)

ADVH (g R) = AP J, (ko R),
LDWHS (k) R) = 1 L D@ J(k2R),

va VH® (11 R) + :#;71119(1 H'P (k1 R) = 35 A2 T (k2 R) + 222 D@ J',, (k2 R),
w€1A<l H'Y (k1 R) — 725D HP (111 R) = %Ag T m(w2R) — gl D) Jon (13 R)

(E.8)

lub réwnowaznie?

BOH®P (kR) = B2 J,, (ko R),
SOWVHD (ki R) = -CD T,y (@R)
Vm 2 BOH) (5 R) — o COH'® (15, R) = %ngm(@m wir 2) J1 (ko R),

K1M1 K212
“alB(l)H’(z (k1R) + w15 mlo VHP (k1 R) = 2 BR).J',, (k2 R) + Yo C2 (ko R).
(E.9)

Wszystkie wyzej wymienione przypadki prowadza do jednorodnego uktadu réownan,
ktory to posiada niezerowe rozwigzania tylko wowczas, gdy jego wyznacznik ogdlny jest
réwny zero [44]. Zagadnienie sprowadza si¢ zatem do znalezienia takich wartosci wspo6t-
czynnika v, dla ktorego zeruje si¢ wspomniany wyznacznik.

Rozwazmy s$wiattowod o parametrach po = g, €2 = 8.41¢g i promieniu R = 0.5um,
umieszczony w osrodku niemagnetycznym o przenikalnosci elektrycznej €1 = 2.4025¢
(analizowany w pracach [49,54] oraz w rozdziale 2 niniejszej rozprawy). Na rysunku E.2
pokazane sg charakterystyki dyspersyjne dla kilku wybranych rodzajow.

Warto tu zwrocié szczegdlng uwage na rodzaj H Ey; przedstawiony na rysunku E.3.
Wraz ze zmniejszajaca sie czestotliwoscig rodzaj ten przestaje by¢ prowadzony i staje sie
wyciekajacym (A = 1.01um). Nastepnie staje sie rodzajem zespolonym (od A = 1.63um
do A = 2.21um) i ostatecznie znéw przechodzi w rodzaj wyciekajacy [9]. Rozktady pola,
w kazdej z oméwionych sytuacji przedstawione s na rysunku E.4.

Swiatlowod o przekroju eliptycznym

Sciste rozwigzanie zagadnienia dotyczacego propagacji fal elektromagnetycznych w
swiattowodzie o przekroju eliptycznym wymaga zastosowania eliptycznego uktadu wspot-
rzednych [2,43,46], przedstawionego na rysunku E.5,

x = dcoshucosv,
y = dsinhusinv, (E.10)
z =2z,

gdzie d € Ry, u € [0,00), v € [0,27] i z € (—00,00). Wspdlezynniki metryki sa réwne
h, = h, = d\/sinh2 u + sin® v oraz h, = 1.

2Ze wzgledu na symetrie osiowa $wiattowodu, rozwiazania sa zdegenerowane. Uktady réwnan (E.8)
i (E.9) prowadza do rozwiazan o identycznych warto$ciach wspélezynnika v, przy réznych rozkladach
pola. Rozklady te rézni jedynie zmienna katowa - sa one obrécone wzgledem siebie o /2, natomiast
kombinacja liniowa obu rozkladéw pozwala uzyska¢ pola obrocone o dowolny kat. Problem degeneracji
nie wystepuje w przypadkach m = 0, gdyz pola sa woéwczas niezalezne od zmiennej .
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RYSUNEK E.2: Charakterystyki dyspersyjne dla kilku wybranych rodzajéw omawianego $wiattowodu
kotowego.

Podobnie jak w uktadzie cylindrycznym przyjmujemy, ze zmiennos¢ pol w kierunku
osi z reprezentuje czynnik e 7*. Wowczas pola elektryczne i magnetyczne w osrodku jed-
norodnym wyrazaja si¢ réwnaniami

jwp 0H.(u,v, 2) v OE.(u,v,z)

Eu(u,v,2) =  hyk? ov " hyk? ou ’ (E-11)
Eo(u. 0,2 — ;:52 8Hz(au1;v, z) hZKg 8Ez(gz,}v,z)’ (E.12)
Hy (.0, 2) }i:d/:2 8Ez(gl,)v, z) B h;yKJz 8[—[2(6121),2)’ (F.13)

Hy(u,v,2) _}JL'Z); 8EZ%L1;U, z) hZH2 8Hz(;;v, z)7 (F.14)

gdzie k = /72 + w?ue, natomiast E,(u,v,2) 1 H,(u,v
2 02f(u,v, Z) + a2f(uv v, Z) +
d?(cosh(2u) — cos(2v)) ou? ov?

, z) speliaja réwnanie Helmholtza:

/{2f(u,v,z)> = 0. (E.15)
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2.9

1.55
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RYSUNEK E.3: Charakterystyka dyspersyjna dla rodzaju HEj;.

Rozwiazaniami zagadnienia (E.15) z warunkiem f(u,v + 27, 2) = f(u,v, z) sa szeregi
iloczynow radialnych i katowych funkcji Mathieu oraz czynnika e=7* [2,43,46]

f(ua v, Z) - Z AmMST(i)(U, Q)Sem(v> q) + Z BmMCg,)(ua Q)Cem(v> q) +

m=1 m=0
3" CouMsP (u, q)sen(v,q) + Y DiMcP (u, q)cen(v,q)| e, (E.16)
m=1 m=0

gdzie ¢ = d?k?/2, za$ A, B, Cpm, Dy, sa dowolnymi wspotezynnikami. Mc® (u, q) i
Ms'(u,q) oznaczaja odpowiednio parzyste i nieparzyste radialne funkcje Mathieu m-
tego rzedu i i-tego rodzaju. Natomiast ce,,(v,q) i sen,(v,q) sa odpowiednio parzystymi
i nieparzystymi katowymi funkcjami Mathieu m-tego rzedu. Warto tu zaznaczy¢, ze gdy
q — 0 funkcje Mc()(u,q) i MstV(u, q) staja sie réwne funkcji Bessela m-tego rzedu, zas
funkcje Mathieu 2-go rodzaju staja sie réwne funkcji Neumanna. Katowe funkcje Mathieu
cem(v,q) 1 sey (v, q) przechodza woéwezas odpowiednio w cos(mw) i sin(muw).

Rozwiazanie (E.16) réwnowaznie zapisa¢ mozna uzywajac radialnych funkeji Mathieu
rodzaju 3-go i 4-go, zamiast 1-go i 2-go. W przypadku, gdy ¢ — 0 radialne funkcje Mathieu
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RYSUNEK E.4: Rozktady pola dla rodzaju HEj4; w réznych fazach: prowadzony (A = 0.8um),
zespolony (A = 1.8um) oraz wyciekajacy ( A = 2.8um). Kolorem zielonym zaznaczona jest cze$¢
rzeczywista danego rozktadu pola, zas kolorem czerwonym cze$¢ urojona.

3-go i 4-go rodzaju staja sie réwne odpowiednio funkcjom Hankela rodzaju 1-go i 2-go.
Poniewaz rozwazania dotycza tu dwéch réznych osrodkéw jednorodnych (patrz rys.
E.6), pola nalezy zdefiniowaé¢ w kazdym z nich z osobna.

Niech pola w obszarze zewnetrznym (u1, €;) okreslone beda wspotczynnikami AL
BMY W DUV wéwezas

EN(u,v,2) = |3 ADMs
m=1

W (w q)sem(v, @) + D7 By M) (u,qr)cen (v, 1) | e

m=0

(E.17)
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V=172

V=178

v=0

RYSUNEK E.5: Eliptyczny uktad wspétrzednych.

RYSUNEK E.6: Swiattowdd o przekroju eliptycznym.

oraz

HO(u, v, 2) = lz COIMsPY (u, qi)sem(v,q1) + > DM (u, qr)eem(v,q1) | e,

T
(E.18)
gdzie n = \/u1/e1, @@ = d*k?/2, za$ d = Va? — b2. Natomiast, w oérodku wewnetrznym

m=1 m=0
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pola okreslone sa wspotczynnikami A2 B2 C2) , zatem
E® (u,v,2) = [Z AL M) (u, go)sem(v,¢2) + Y BY (u C&)Cem(va%)l e "
m=1 m=0
(E.19)
oraz
Héz)(u,v,z [Z C’(2 Ms(4 (u, q2)sem(v, q2) + Z D )(u q2)Cem (v, qg)] e 7,
2 = m=0
(E.20)

gdzie o = \/pa/e2 1 g2 = d*k3/2.

Podobnie jak w przypadku swiatlowodu cylindrycznego, aby w rozwazanej struktu-
rze mogta propagowac sie fala elektromagnetyczna nalezy zapewnié ciggtosé sktadowych
stycznych pola elektrycznego i magnetycznego na granicy osrodkow

velln], z€eR, (E.21)

gdzie ug = acosh(a/d).

Ze wzgledu na brak ortogonalnosci katowych funkeji Mathieu?® dla réznych parametréw
q zastosowanie metody Galerkina [24] nie pozwala rozseparowaé powyzszego uktadu na
przypadki w ktorych wystepuje tylko jedna zmienno$¢ katowa m. Jednak, poniewaz

2T
/ sem(v, q1)cen (v, go)dv = 0, (E.22)
0

réwnania (E.21) rozdzieli¢ mozna na dwie kategorie:

e Rodzaje EH®W HEW oraz TEy,, w ktérych sktadowa pola H, moze byé w przy-

mn’

3Relacje ortogonalnosci katowych funkcji Mathieu maja postaé:

27 27 27
/ sem (v, q)sen (v, q)dv = T pmn, / cem (v, q)cen (v, q)dv = Tomn€m, / sem (v, q)cen(v,q)dv =0,
0 0 0

gdzie €, zdefiniowany jest wzorem (E.29).
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blizeniu stata (tzn. zawiera cey(v, q))

Z A%)MSS)(%%)[SS;&% = Azgz)Mszg)(Uo,%)a k=12,
m=1
R 1
o Z DS)MC(D (u07 Ql)lcc( ) = _D(Z)MC(4) (U(), q2)€k7 k= 0> 1a s
m m=0 Up)
lz Z Aﬂi)Ms%) (uo,ql)]csplgz,l,z + WMZ Z Dm)Mcg)(uo,ql)Iccf:g —
R =1 - 7 1 m=0 7
12 > AP MW (1, qQ)Icspm) idas D(Z)Mck( )(uo, G2)€xs k=0,1,...
L p—— 771
8 o
K,—21 Z Aﬂ}b)MS (1)(UQ,Q1)]$S(21 2 Z D 1 uO’Q1)]scpl(cm), =
1 m=1 1 m=0
we
H2A Msk (1o, q2) + Mc’(4 uo,qg)lscpkﬁz, k=1,2,...
2 —

(E.23)

e Rodzaje EH(®) HE'®) oraz T My,, w ktorych sktadowa pola E, moze by¢ w przy-
blizeniu stata (tzn. zawiera cey(v, q))

> BOMD) (ug, qi)Ieci’y) = BPMe (ug, gp)er, ki =0,1,...
m= 0
1
— Z o Ms(l)(uo,ql)lss,(mz = —CP MO (ug, go), k=1,2,...
Ui m 1 772
lg B,S)MC(I)(%’%)ISCPLCm Z C(l 1 U07Q1)[<‘33k =
K1 m=o0 - mk 1m 1
% S° B@ MY (u, qQ)Iscpm) ;)'ul C’k '(4) (uo, q2), k=1,2,...
2 m=0
w—il Z B,S)Mc;(nl)(uo,ql)fcc,(fiz + — Z C’,g MS% (uo,ql)Icsp,(fiz =
K1 m=0 nllﬁlm 1
W—?B Mc;§4) (uo, g2)ex + Z CO M (uy, qg)lcsp,(jfz, kE=0,1,...
K3 me 1 m=1
(E.24)
gdzie
ii 1 2
Isskfn)@ = %/0 sex(v, gi)sem (v, g;)dv, (E.25)
i 1 2T
ICC(J,ZL —/ cex (v, gi)cem (v, ¢;)dv, (E.26)
’ mJo
i 1 21
Icsp(]) = 7T/0 cex(v, g;)sen, (v, q;)dv, (E.27)
1 2
Iscp( 7 = 7r/o sex(v, gi)cen, (v, ¢j)dv (E.28)
oraz

]2, m#0,
Ek—{ 1’ m = 0. (E29)
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Podobnie jak w przypadku $wiattowodu kolowego zagadnienie sprowadza sie do zna-
lezienia takich warto$ci wspotezynnika ~ dla ktérych wyznacznik ogélny uktadu rownan
(E.23) lub (E.24) jest réwny zeru.

Przyktadowe charakterystyki dyspersyjne dla kilku wybranych rodzajow swiattowodu
o przekroju eliptycznym zaprezentowane sa na rysunku E.7. Wymiary struktury wynosza
odpowiednio a = 11pum i b = 11lum, zas przenikalnosci elektryczne osrodkow sa takie
same jak w przypadku swiattowodu kotowego.

2.9

1.55
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RYSUNEK E.7: Charakterystyki dyspersyjne dla kilku wybranych rodzajéw $wiattowodu o przekroju
eliptycznym.



Dodatek

Schemat wyznaczania efektywne;
przenikalnosci elektrycznej dla komorki
zawierajace] granice osrodkow

Jednym z podstawowych probleméw na jakie napotyka sie przy stosowaniu metody
roznic skoniczonych jest przypisywanie komérkom znajdujacym sie na granicy osrodkéow
wladciwych przenikalnoéci elektrycznych i magnetycznych!. Najprostszym rozwigzaniem
jest zastosowanie “algorytmu schodkowego” [60] prowadzi on jednak do duzych niedo-
ktadnosci, a precyzyjne wyniki uzyska¢ mozna wytgcznie w przypadku bardzo gestych
siatek.

Bardzo dobre rezultaty uzyskuje sie poprzez zastosowanie algorytmu polegajacego na
przypisaniu komérce lezacej na granicy miedzy osrodkami pewnej przenikalnosci efektyw-
nej. Jedna z najskuteczniejszych technik tego rodzaju zaproponowali Kaneda, Houshmand
i Itoh [27]. Ten wtasgnie schemat zastosowany byl we wszystkich testach numerycznych
wykonanych przy tworzeniu niniejszej rozprawy. Trzeba tu podkresli¢, ze dla siatki cylin-
drycznej niezbedna byta modyfikacja algorytmu Kanedy, opisana w dalszej cze$ci dodatku
oraz pracy [33].

Siatka kartezjanska

Zalozmy, ze przez komorke z rysunku F.1 przechodzi granica pomiedzy dwoma osrod-
kami o przenikalnosciach elektrycznych e, oraz €5, ponadto struktura jest jednorodna w
kierunku osi z. Wowczas, efektywna przenikalno$é (w zaleznosci od sktadowej) wynosié
bedzie [27]

-1

, (F.1)

off 2 dz
e/l = Aw l/”“ a(x)er + (1 — a(x))eq

"'Warto tu przypomnieé, ze préobkowanie réznych sktadowych pola w tej samej komérce odbywa sie w
roznych punktach dziedziny. Zatem, nawet w przypadku gdy granica osrodkéw pokrywa sie z brzegiem ko-
moérki wyznaczonej dla jednej sktadowej, granica ta przechodzi¢ bedzie przez srodek komorki wyznaczonej
dla drugiej sktadowej.
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X‘1 X2

RYSUNEK F'.1: Granica pomiedzy osrodkami o réznych przenikalnosciach elektrycznych.

2 dy -1
e = A [ ! F2
V=AY Be T (0 ))e (F2)
oraz
el = per + (1 —plea, (F.3)

gdzie a(z) i b(y) opisuja krzywa reprezentujaca granice dielektrykéw - linia przerywana
na rys. F.1. Funkcje a(x) i b(y) unormowane sa do wymiaréw komorki, w ten sposob aby
ich wartosci nalezaly do przedzialu [0, 1]. Wspdlezynnik p okresla natomiast jaka cze$¢
pola przekroju komoérki pokrywa osrodek 1, a zatem jego warto$¢ rowniez naleze¢ musi
do przedziatu [0, 1].

Siatka cylindryczna

RYSUNEK F'.2: Granica pomiedzy osrodkami o réznych przenikalnosciach elektrycznych w siatce
cylindryczne;.

Bazujac na schemacie zaproponowanym w pracy [27], tatwo dostosowaé mozna po-
wyzsze relacje do przypadku siatek cylindrycznych. Przyjmujac oznaczenia z rysunku
F.2, wyrazenia na efektywna przenikalnosé¢ elektryczng zapisa¢ mozna w postaci:

o 1 p2 | [ dp
& =1 p1 Vpl pla(p)er + (1 —a(p))es]

—1

(F.4)
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oraz

eff —
eg’ =Ap

—1
In P2 /@2 de } ) (F.5)
JAp <2

p1t+b(@) Ay p2
P1Jer In B +In PEs I

gdzie a(p) oraz b(yp) podobnie jak poprzednio opisuja granice miedzy osrodkami. Sktadowa
w kierunku z pozostaje w obu przypadkach identyczna.

Warto tez zaznaczy¢, ze dla duzej odleglosci od érodka uktadu (p >> Ap oraz p ~
p1 & p2), oba powyzsze wyrazenia staja sie w pelni analogiczne do (F.1) i (F.2)

eff & dp !
eff = Ap [/p T a(p))gzl : (F.6)

53” = Aap[

2 dep

o HPE T (1= b(w))eJ ' (.7)
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Prawo rozpowszechniania

Niniejszym wyrazam zgode na wykorzystanie wynikow mojej pracy, w tym tabel i ry-
sunkow, w pracach badawczych i publikacjach przygotowywanych przez pracownikow Po-
litechniki Gdanskiej lub pod ich kierownictwem. Wykorzystanie wynikow wymaga wska-
zania niniejszej rozprawy doktorskiej jako zrodta.
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