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Rozdziat 1

Wstep

Symulatory obwodowe uktadéw mikrofalowych, takie jak Advanced Design System (ADS)
[1], Microwave Office [53] umozliwiaja projektowanie uktadéw stosowanych w zakresie bar-
dzo wysokich czestotliwosci wykorzystujac teorie linii dtugich i obwodowe schematy za-
stepcze uzywanych nieciagtosci mikrofalowych [9,93]. Ze wzgledu na szybki postep nauki i
techniki rosng wymagania stawiane wspotczesnym systemom mikrofalowym, co sprawia, ze
uktady staja sie coraz bardziej skomplikowane. Wzrastajaca ztozono$é uktadéw mikrofalo-
wych stata sie gtdbwnym ograniczeniem stosowalnosci symulatoréw obwodowych w pracach
projektowych. Zbyt proste modele zastepcze sa przyczyng rozbieznosci wynikéw uzyskiwa-
nych podczas analizy z rezultatami eksperymentalnymi.

Ograniczenie mozliwosci projektowych wynikajace z niedoktadnosci analizy nie wyste-
puje podczas analizy pelnofalowej opartej na numerycznym rozwigzywaniu rownan Ma-
zwella. Sposrdéd wielu istniejacych technik na specjalna uwage zastuguje metoda réznic
skoniczonych (ang. Finite Difference (FD)) [49,74,79]. Jest ona bardzo elastyczna, gdyz nie
narzuca ograniczen na ksztatt analizowanego uktadu, a przy tym pozwala osiagnac¢ wystar-
czajaco doktadne wyniki. Poniewaz specyfika metody réznic skonczonych jest dyskretyzacja
réwnan Mazwella na siatce ortogonalnej, dla uzyskania wysokiej doktadnosci konieczne jest
dobranie odpowiednio matego kroku dyskretyzacji przestrzeni. W przypadku analizy struk-
tur zawierajacych detale o znacznie réznigcych sie wymiarach prowadzi to do duzej liczby
zmiennych i dhugich czasow symulacji.

O duzej popularnosci metod réznicowych (ang. Finite Differences (FD)) zadecydowala
niewatpliwie mozliwos¢ analizy tréjwymiarowych struktur o niemalze dowolnej geometrii
pod katem ich wtasnosci elektromagnetycznych, przy stosunkowo tatwej implementacji w
postaci programu komputerowego. Dodatkowo, metody FD moga byé¢ sformutowane za-
rowno w dziedzinie czestotliwosci, jak i czasu, co pozwala tatwo dobraé¢ najefektywniejszy
sposob rozwigzania w zaleznosci od specyfiki problemu.

Metoda réznic skonczonych w dziedzinie czasu (ang. Finite Differences Time Domain
(FDTD)) prowadzi do iteracyjnego schematu otwartego (ang. explicit), w ktérym rozwiaza-
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nie uzyskuje si¢ poprzez cykliczne przeprowadzanie operacji matematycznych bazujacych na
rownaniach roznicowych. Dzieki takiemu sposobowi rozwiazywania zagadnienia réznicowe-
go, mozliwa jest analiza problemow elektromagnetycznych opisanych milionami zmiennych
stanu. Sformutowanie zagadnienia réoznicowego w dziedzinie czestotliwosci prowadzi z kolei
do metody réznic skonczonych w dziedzinie czestotliwosci znanej jako FDFD (ang. Finite
Differences Frequency Domain), w ktérej zmienne stanu zagadnienia réznicowego tworza
problem wtlasny lub uktad rownan liniowych. W tym przypadku koszt numeryczny uzyska-
nia rozwigzania w szerokim pasmie jest zwykle duzo wyzszy niz w metodzie FDTD. 7 tego
wzgledu algorytmy FDFD wykorzystywane sg w analizie struktur wykazujacych rezonan-
sowy charakter [12]. Dla uktadéw o duzej dobroci analiza algorytmem iteracyjnym takim
jak FDTD prowadzi bowiem do dtugich czaséw obliczen.

Jak wspomniano wezesniej, metoda réznic skonczonych w dziedzinie czestotliwosci badz
czasu teoretycznie pozwala na analize dowolnie skomplikowanego problemu elektromagne-
tycznego. W rzeczywistosci jednak uniwersalnos¢ ta jest trudno realizowalna w przypadku
analizy duzych struktur zawierajacych elementy powodujace silng zmiennos¢ pél elektro-
magnetycznych lub obiekty o matych wymiarach. W takiej sytuacji liczba zmiennych stanu,
ktore muszg zostaé przetworzone moze by¢ zbyt duza lub zbieznos¢ algorytmu moze by¢
zbyt wolna, aby otrzymac¢ wyniki w akceptowalnym czasie. Dotychczasowe proby przezwy-
ciezenia tego ograniczenia opieraja sie na stosowaniu siatek niejednorodnych [79], schema-
téw lokalnych [7,25,26,51,66] lub lokalnie zageszczanych siatek (ang. subgridding) [45,58,80].
Wszystkie rozwigzania przyczyniaja sie do zasadniczego przyspieszenia symulacji i stoso-
wane sg w komercyjnych programach analizy pelmofalowej, takich jak Quickwave-3D [69],
XFDTD [89] czy CST Microwave Studio [11]. Schematy lokalne [7,15,25,26,51,66,67,70,79]
polegaja na wlaczaniu do analizy FDTD modeli analitycznych (czesto quasistatycznych)
opracowanych dla pewnej klasy nieciggtosci. Sa to rozwigzania proste, lecz majace ograni-
czone zastosowanie i trudne do implementacji w praktycznym przypadku tréjwymiarowym
(3D). Siatki niejednorodne, nieortogonalne i o nieokreslonej strukturze tworzone lokalnie w
obszarach, gdzie geometryczny ksztatt struktury jest niedoktadnie opisany przez jednorod-
na siatke ortogonalng [49], podnosza doktadnosé dyskretyzacji kosztem wydtuzenia czasu
obliczen. Dodatkowo, mogg wystepowaé ktopoty zwigzane z generacjg siatki, trudno$ciami
implementacji w 3D, pogorszeniem zbieznosci metody FDFD i stabilnosci FDTD. 7 tego
powodu stosuje sie lokalne zageszczanie siatki (tzw. subgridding) polegajace na tworzeniu
gestych siatek dla obszaréw wymagajacych matego kroku dyskretyzacji [45,58,80], co po-
zwala na analize struktur o arbitralnym ksztalcie. Lokalne zageszczenie siatki w duzym
obszarze znacznie zwieksza jednak liczbe zmiennych, ktéra w 3D ro$nie z trzecig potega
wspélezynnika zageszezenia siatki (stosunek krokéw dyskretyzacji przestrzeni w siatce rzad-
kiej i gestej). Wysoka doktadnos$¢ analizy wymagajaca niejednokrotnie wysokorozdzielczych
siatek jest wiec ograniczona maksymalng liczba zmiennych algorytmu FD, a dodatkowo
krok czasowy w FDTD i zbiezno$¢ w FDFD sa zalezne od najmniejszego kroku dyskre-
tyzacji przestrzeni. W efekcie technika siatek lokalnych wigze sie z dtugim czasem analizy
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Rysunek 1.1: Zastosowanie metody redukcji rzedu modelu w analizie obwodowe;j.
Przyktadowy obwdéd RLC' opisany zostala za pomocg macierzowej transmitancji
Z(s) wiazacej prady i napiecia we wrotach ukltadu. Wykorzystujac techniki MOR
przeprowadza sie projekcje ortogonalna macierzy tworzacych Z(s) doprowadzajac
do znacznej redukcji liczby zmiennych. Zredukowana transmitancja Z,,(s) aprok-
symuje Z(s) z duza dokladnoscia w wybranym pasmie czestotliowsci.

problemow elektromagnetycznych.

Istota niniejszej rozprawy doktorskiej jest opracowanie nowej metody pozwalajacej osia-
gnaé wysoka rozdzielczos¢ i doktadnosé metod roznicowych elektrodynamiki obliczeniowej
przy zachowaniu dobrej zbieznosci algorytmoéw i krotkich czasach obliczen. Podstawowy
cel zostanie osiggniety poprzez potaczenie techniki lokalnego zageszczania siatki i metod
redukcji rzedu modelu (ang. Model Order Reduction (MOR)).

Redukcja rzedu modelu [17,19,27,57,59,76] jest to technika stosowana w analizie ukta-
déw dynamicznych opisywanych wieloma réwnaniami rézniczkowymi (wzgledem czasu) po-
zwalajaca na znalezienie funkcji przejscia obwodu za pomoca znacznie mniejszej liczby
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zmiennych stanu. Techniki redukcji wprowadzone zostaly po raz pierwszy w automatyce
na poczatku lat osiemdziesiatych [59]. Ze wzgledu na wysoka wartosé¢ praktyczng zostaly
one szybko zaadaptowane na potrzeby technik CAD wykorzystywanych w symulatorach
obwodowych uktadéw elektronicznych do projektowania uktadéw VLSI (np. programy Ca-
dence i TPA 4.0) [18]. Pogladowy schemat sposobu wykorzystania redukcji rzedu modelu w
analizie obwodowej przedstawiono na rys. 1.1 na przykltadzie analizy funkcji przenoszenia
uktadu RLC dla p-wrotnika.

Przy wykorzystaniu obwodowych praw Kirchoffa mozna zdefiniowa¢ posta¢ macierzowa
transmitancji Z(s), w ktérej macierz G zwigzana jest z elementami reaktancyjnymi i pota-
czeniami istniejacymi w uktadzie, macierz C z elementami rezystywnymi, za$ macierze L
i B z wyborem wrét uzytych podczas okreslania funkeji Z(s) — macierzy o wymiarach p x p.
Poniewaz problem opisany jest za pomoca zmiennych stanu reprezentujacych napiecia we-
ztowe i prady galeziowe, rozmiar N macierzy G i C moze by¢ znaczny. Oznacza to, ze aby
otrzymaé Z(s), nalezy rozwiazaé¢ uktad rownan na kazdej z rozpatrywanych czestotliwosei.

Zastosowanie redukcji rzedu modelu pozwala, poprzez projekcje ortonormalng za po-
mocg macierzy V, stworzy¢ zredukowane macierze L,, = VI'L, B,, = VIB, G,, = VIGV
i C,, = VICV tworzace zredukowana transmitancje Z,,(s). Macierzowa funkcja Z,,(s)
aproksymuje Z(s) z duza dokladno$cia w wybranym pasmie czestotliwosci przy uzyciu
znacznie mniejszej liczby zmiennych stanu m. Dzigki redukcji liczby zmiennych rozwigzanie
ukladu réwnan, pozwalajacego okresli¢ Z,,(s), mozna przeprowadzi¢ w nieporéwnywanie
krotszym czasie, w efekcie czego szybko uzyskuje sie doktadna charakterystyke badanego
uktadu w szerokim pasmie czestotliwosci.

W potowie lat dziewiecdziesiatych metody redukeji zaczeto wykorzystywaé w proble-
mach brzegowych elektrodynamiki obliczeniowej, w ktorych system do redukcji tworzony
jest na podstawie opisu zjawiska za pomoca réwnan Mazwella, a wejscia i wyjscia systemu
stanowia pola elektryczne i magnetyczne lub amplitudy modéw [4,63,71,94,100]. Jednym
ze stosunkowo nowych sposobéw uzycia technik MOR w analizie probleméw elektromagne-
tycznych metodami siatkowymi (FEM, TLM, FDFD, FDTD) jest redukcja uktadu liniowe-
go stworzonego poprzez dyskretyzacje rownan Mazwella w przestrzeni obliczeniowej, ktory
traktowany jest jako system o duzej liczbie zmiennych odpowiadajacych nieznanym war-
tosciom pol (FDFD, FDTD) [6,32,88], amplitudom fal (7LM) [50] lub wspdtczynnikom
rozwiniecia funkcji bazowych (FEM) [98]. System jest przetwarzany na jednej czestotli-
wosci metoda redukeji rzedu modelu, a powstaty w wyniku system zredukowany, o matej
liczbie zmiennych, uzywany jest do uzyskania przyblizonych wynikow w okreslonym pasmie
czestotliwosci. Poniewaz techniki MOR wymagaja faktoryzacji macierzy, liczba zmiennych
stanu przed redukcja nie moze by¢ zbyt duza (mniejsza niz 100000-200000), co w naturalny
spos6b ogranicza stosowalnosé tej metody. Pomimo to technika MOR stosowana jest od nie-
dawna w komercyjnym pakiecie analizy metoda elementéw skonczonych [75] HFSS [24] pod
nazwa Fast Frequency Sweep (FSS) [63]. Alternatywna technika, ktéra rozwineta sie m.in.
w rezultacie badani prowadzonych przez autora niniejszej pracy [13,34,97], wykorzystuje
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Rysunek 1.2: Tlustracja procesu wtlaczania makromodelu do analizy FD. 7 réw-
nan réznicowych opisujacych przestrzen obliczeniowa 2 wydzielono podprzestrzen

ﬁ, ktorej siatka zostata nastepnie zageszczona. Wykorzystujac techniki MOR za-
stosowane do elektromagnetycznej funkcji przejscia poddziedziny ) tworzony jest
makromodel, ktérego réwnania wlaczane sa do poddziedziny Q\Q2.

®

makromodele, ktore powstaja poprzez redukcje rzedu modelu réwnan stanu zapisanych dla
fragmentu przestrzeni obliczeniowej, a nastepnie sg wtaczane do standardowego algorytmu
siatkowego. Sposéb wlaczania makromodelu do réwnan réznicowych przestrzeni obliczenio-
wej naszkicowano na rys. 1.2.

Tezy pracy

W niniejszej pracy rozwazane bedzie uzycie techniki redukeji rzedu modelu do reduke;ji licz-
by zmiennych opisujacych wlasnosci falowe fragmentu przestrzeni obliczeniowej w metodach
roznicowych. Makromodele sg szczegdlnie atrakcyjne w analizie problemow zawierajacych
mate elementy o skomplikowanej geometrii lub takich, w ktorych obserwuje si¢ silna nie-
liniowo$¢ przestrzennag pol, co wymaga duzej gestosci siatki (matego kroku dyskretyzacji).
Redukcja rzedu modelu zastosowana do réwnan zapisanych dla fragmentu obszaru o lo-
kalnie zmniejszonym kroku dyskretyzacji usuwa wiekszos¢ wewnetrznych zmiennych stanu.
Zatem, odmiennie niz w przypadku subgriddingu, wtaczanie makromodelu dostarcza bar-
dzo doktadne rezultaty przy niskim koszcie numerycznym i wymaganiach pamieciowych
komputera [14]. Dodatkowo w FDTD krok czasowy, z jakim dzialaja makromodele zmienia
sie nieznacznie w stosunku do kroku czasowego siatki podstawowej [14,34,37,39,43], nato-
miast w sformulowaniu w dziedzinie czestotliwosci nie obserwuje si¢ pogorszenia zbieznosci
procedur iteracyjnego rozwigzywania probleméw macierzowych [2].
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7 powyzszych obserwacji mozna wyciggnac¢ nastepujace wnioski:

e liczba zmiennych w analizie metoda réznic skonczonych jest nadmiarowa i mozna ja
zmniejszy¢ przez zastosowanie metod redukcji rzedu modelu bez utraty doktadnosci
obliczen,

e makromodele moga by¢ uzywane zaréwno w metodzie FDTD jak i FDFD, i moga z
powodzeniem zastapi¢ metody poprawiania doktadnosci w schematach réznicowych
polegajace na lokalnym zageszczaniu siatki,

e makromodele umozliwiajg budowe wysokorozdzielczych schematéw réznicowych.

Whioski te stanowig rownoczesnie tezy rozprawy doktorskiej.

Zakres pracy

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest utworzenie podstaw teoretycznych, a nastepnie
zbadanie potencjatu techniki redukcji rzedu modelu w zakresie tworzenia wysokorozdziel-
czych algorytmow FDTD i FDFD, w oparciu o koncepcje makromodelu.

Prace rozpoczyna rozdzial stanowigcy wprowadzenie do schematéw roznicowych. Przed-
stawione w nim metody bazujg zaréwno na sformutowaniu macierzowym, jak i jawnym za-
pisie r6znicowych operatorow rotacji znanym z klasycznego zapisu stosowanego w metodzie
FDTD. Formalizm macierzowy umozliwia znalezienie licznych zwigzkéw pomiedzy schema-
tami F'DTD i FDFD i stanowi podstawowe narzedzie generacji i wtaczania makromodeli
do analizy numerycznej.

Kolejne dwa rozdziaty opisuja metodologie tworzenia operatoréow globalnych dla zdy-
skretyzowanych przestrzeni obliczeniowych z wydzielonymi poddziedzinami. Wprowadzony
zapis pozwala na swobodne wielokrotne wydzielanie poddziedzin pokrytych siatkami réznej
gestosci oraz sprzeganie pol granicznych przy wykorzystaniu schematéw interpolacyjnych.

W rozdziatach piatym i széstym opisane zostaly zasady tworzenia makromodeli i ich
uzycia w algorytmach FDTD i FDFD. Przedstawione techniki pozwalaja w tatwy sposéb
zwielokrotniaé i zagniezdza¢ makromodele, co umozliwia znaczne zwickszenie efektywnosci
i rozdzielczosci schematéw réznicowych.

Ostatni rozdzial zawiera testy numeryczne, ktore obrazuja sposoby generacji i uzycia
makromodeli w rzeczywistych strukturach mikrofalowych. Zawarte przyktady pozwalaja
zweryfikowaé stosowalnos¢ przedstawionej w rozprawie techniki, zwtaszcza w kontekscie jej
uzytecznosci w analizie ztozonych trojwymiarowych struktur elektromagnetycznych.

Rozprawe konczy podsumowanie i dodatek przedstawiajacy dwa algorytmy redukcji
rzedu modelu wykorzystujace projekcje.
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Wprowadzenie do metody rdéznic
skonczonych

Algorytmy rozwazane w niniejszej rozprawie doczekaly sie bogatej literatury, tym niemniej
konieczne jest przypomnienie podstawowych zaleznosci w celu tatwiejszego zrozumienia
prezentowanych w niniejszej rozprawie technik przyspieszania metod FDTD i FDTD za
pomoca technik redukcji rzedu modelu (ang. Model Order Reduction (MOR)) zwtaszcza pod
katem ich wzajemnych relacji i powigzan. Istotne jest to przede wszystkim dla uzyskania
duzej ogdlnosci i przejrzystosci prezentowanych algorytméw oraz zapewnienia ich zgodnosci
z innymi metodami pozwalajacymi na zwiekszenie doktadnosci i przyspieszenie schematow
FDTD i FDFD.

2.1 Dyskretyzacja rownan Maxwella w przestrzeni jed-
nowymiarowej

Rozwazmy obszar (nieograniczony lub ograniczony) wypelniony bezstratnym izotropowym
o$rodkiem o parametrach p i €. Pole elektromagnetyczne w takiej przestrzeni moze zostac
opisane réwnaniami Mazwella o nastepujacej postaci:

0

E = —u—H
VX Hor

. o -

H = &¢—FE 2.1
V x 5at (2.1)

Powyzsze zaleznosci opisuja problem elektromagnetyczny wykorzystujac wszystkie sktado-
we pol, a wiec w przestrzeni trojwymiarowe;.

Zmaczne uproszczenie uzyskuje sie zaktadajac, ze pola E , H sg jednorodne w kierunkach
x 1 y. Dzigki temu zagadnienie (2.1) moze zostaé¢ opisane w dziedzinie jednowymiarowej, a
rownania Mazxwella mozna przeksztatci¢ do postaci wykorzystujacej jedna sktadows pola

14
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Ex(1)  Hy(1.5) Ex(2) Hy(2.5) Ex(K-1) Hy(K-0.5) E (K) Hy(K+0.5)

® L L %Z
z=0 z=0.% ZA z=1A z=(K-2n z=(K-1.5p z=(K-1pn z=(K-0.5n
k=1 k=1.5 k=2 k=2.5 k=K-1 k=K-0.5 k=K k=K+0.5

Rysunek 2.1: Punkty przestrzeni dyskretnej tworzace jednowymiarowa siatke Yee.
Kropki reprezentuja pozycje probek pél elektrycznych (skltadowa E.,), podczas gdy
krzyzyki pozycje prébek pél magnetycznych (sktadowa Hy).

elektrycznego i magnetycznego:

0
—aHy = eoaTaEx

0 0

5.0 = —hopng H, (2.2)

Zredukowanie tréjwymiarowego problemu elektromagnetycznego (2.1) do zagadnienia
jednowymiarowego (2.2) znakomicie upraszcza rozwazania dotyczace metod FDTD i FDFD,
a zwlaszcza ulatwia ich zrozumienie na etapie budowania siatki Yee i dyskretyzacji pol przy
jej wykorzystaniu.

2.1.1 Siatka Yee dla przypadku jednowymiarowego

Zapisanie réwnan réznicowych dla problemu opisanego réwnaniami (2.2) wymaga dyskre-
tyzacji sktadowych pél E, i H, na siatce. Siatka definiuje zbiér punktéw, w ktorych okresla
sie wartosci p6l w metodach réznicowych. W najprostszym przypadku odlegtosé pomie-
dzy probkami pola elektrycznego oraz pomiedzy probkami pola magnetycznego jest stata
i wynosi A. Od wartosci zmiennej A, ktora jest krokiem dyskretyzacji przestrzeni, zalezy
doktadno$¢ uzyskanego rozwigzania. Przyjmuje sie, ze graniczna warto$¢ A, przy ktorej
wyniki analizy moga by¢ przydatne, okreslona jest zaleznoscia [79]:
A

A < 10 (2.3)
gdzie A to minimalna rozwazana dtugos¢ fali w analizowanej strukturze. W praktyce wia-
rygodne rezultaty otrzymuje sie dla krokéw dyskretyzacji powyzej 2—% [79,101].

W analizie pdl elektromagnetycznych najwygodniej jest postugiwaé sie siatka Yee [79,
91]. Najwazniejszym zatozeniem poczynionym przez Yee w 1966 roku [91], ktore przyczynito
sie¢ do ogromnego sukcesu metody réznic skoniczonych w elektrodynamice obliczeniowej jest
przesuniecie wzgledem siebie weztéw siatki okreslajacych pozycje probek pdl elektrycznych
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(tzw. siatka pola E) oraz magnetycznych (tzw. siatka pola H) o odlegtosé 2 (patrz rys. 2.1).
Pozwala to przyblizy¢ pochodne przestrzenne za pomoca tzw. réznic centralnych [79], co
znaczaco zwieksza doktadnos$é metod roznicowych w stosunku do sformutowania, w ktérym
siatka pola E (in. siatka gldwna problemu) i siatka pola H (in. siatka dualna problemu) nie
sa przesuniete [79].

Pozycja kazdej z probek pdl w siatce Yee jest Scisle zwiazana z pozycja przestrzenng
odpowiedniej probki pola w przestrzeni ciggtej. Probka pola elektrycznego o indeksie k, dla
k € N zmieniajacego si¢ od 1 do K reprezentuje probke pola elektrycznego potozong w
punkcie zj. Poniewaz, zgodnie z rys. 2.1, prébka E,(1) potozona w pierwszym wezle siatki
glownej reprezentuje probke pola elektrycznego potozonag w punkcie z; = 0 przestrzeni
ciagtej, prawdziwa jest nastepujaca zaleznos¢ wiazaca indeks probki z jej przestrzennym
potozeniem:

2= (k—1)A (2.4)

Podobnie otrzymuje sie pozycje probek pola magnetycznego zwiazanych z siatkq dualng. W
tym przypadku indeksy réwne k + 0.5 uwzgledniaja przesuniecie pomiedzy siatkami (patrz
rys. 2.1), wiec pozycja przestrzenna probki H,(k + 0.5) wynosi:

Zk+0.5 — (k — O5)A (25)

2.1.2 Dyskretyzacja rownan Maxwella na jednowymiarowej siat-
ce Yee

Problem elektromagnetyczny w jednowymiarowej przestrzeni cigglej opisany jest rownania-
mi Mazwella o postaci (2.2). Jego zdyskretyzowanym odpowiednikiem jest zestaw réwnan
roznicowych przedstawiajacy zaleznosci miedzy probkami pola EiH dla dyskretnej prze-
strzeni obliczeniowej Q zdefiniowanej przez dwie siatki (podstawowq i dualng) tworzace
siatke Yee.

Przyblizenie pochodnych przestrzennych wystepujacych w (2.2) za pomoca rézZnic cen-
tralnych [79] prowadzi do dyskretnego odpowiednika jednowymiarowych réwnan Mazwella
(2.2) zapisanego przy pomocy prébek sktadowych pél:

Hy(k+05) — Hy(k—05) 9
_ < = s (k)5 Balh) (2.6)
Bkt 1) = Betk) k4052 Hy(k + 05) (2.7)

A

ot

gdzie indeks k € (1, K), a .(k) i p-(k + 0.5) sa zdyskretyzowanymi wartosciami wzgled-
nej przenikalnosci elektrycznej i magnetycznej. Warto zwréci¢ uwage na charakter ope-
racji przeprowadzanych w powyzszych rownaniach, ktéry w peli zgodny jest z fizyczng
interpretacja réownan Mazwella — zgodnie z réwnaniem (2.6) pochodna czasowa probek
pola elektrycznego w wezle k aproksymowana jest przy wykorzystaniu réznic centralnych
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pochodng przestrzenng pola magnetycznego uzyskana z probek znajdujacych sie po obu
stronach punktu &, tj. £ — 0.5 1 k + 0.5. Podobna interpretacje posiada réwnanie (2.7).

W celu uzyskania rozwiazania réwnan réznicowych (2.6) i (2.7), konieczne jest od-
powiednie zakonczenie przestrzeni dyskretnej, czyli zapewnienie takich warunkow na jej
brzegach (poprzez okreslenie wartosci odpowiednich prébek pdl), aby problem dyskretny
rownowazny byt oryginalnemu problemowi ciggltemu. Jesli np. przestrzen ciagta ograniczo-
na jest Scianka elektryczng bedaca nieskonczenie rozlegta ptaszczyznag przecinajaca os z w
punktach z; = 0 oraz zx = (K — 1)A, prébki pola elektrycznego E,(1) i E,(K) przyjma
stata wartosé 0, zas zakresy zmiennosci indekséw w réwnaniach (2.6) i (2.7) przyjma warto-
$ci odpowiednio k = 2..(K —1) w réwnaniu (2.7) i £ = 1..K w réwnaniu (2.6). Probka pola
H,(K+0.5) nie bedzie wiec uwzgledniana w zdyskretyzowanych réwnaniach Mazwella. Inne
warunki brzegowe, a zwlaszcza warunek wolnej przestrzeni poza weztami skrajnymi siatki
Yee moga by¢ réwniez wlaczone do dyskretnych réwnan Mazwella [21,49,56,79], choé¢ zwy-
kle dokonuje sie tego juz po sformutowaniu rownan réznicowych w dziedzinie czestotliwosci
lub czasu.

2.2 Sformutowanie metody réznic skonczonych w dzie-
dzinie czasu i czestotliwosci

Dyskretyzacja przestrzeni ciggtej prowadzi do zamiany rownan Mazwella na uktad réwnan
rozniczkowych pierwszego stopnia wzgledem czasu. Mozna ten uktad uwazaé za zestaw
rownan ze zmiennymi stanu odpowiadajacymi probkom sktadowych pola E i H. Liczba
zmiennych stanu réwna jest zatem proporcjonalna do sumy liczby weztow siatki podstawowej
i dualnej. Zgodnie z [79] nalezy uwzgledni¢ co najmniej 10 weztéw na dtugosé fali, wiec w
praktyce mamy do czynienia z rownaniami stanu o bardzo duzej liczbie zmiennych.

Niezbedne jest takie postawienie problemu réznicowego, aby mozliwe byto jego nume-
ryczne rozwiazanie. Uzyskuje sie je poprzez sformutowanie réwnan (2.6) i (2.7) dla probek
pol w stanie przejSciowym lub ustalonym. W rezultacie otrzymuje si¢ metode réznic skon-
czonych w dziedzinie czasu (ang. Finite Difference Time Domain (FDTD)) oraz metode
réznic skonczonych w dziedzinie czestotliwosci (ang. Finite Difference Frequency Domain
(FDFD)).

2.2.1 Sformulowanie metody réznic skonczonych w dziedzinie cza-
su — klasyczny iteracyjny algorytm FDTD

Metoda FDTD jest najpopularniejszym sformutowaniem metody roznic skonczonych. Po-
stawienie problemu réznicowego w dziedzinie czasu prowadzi do zagadnienia relaksacyjne-
go. Rozwigzanie otrzymywane jest w wyniku pobudzenia struktury impulsem, a nastepnie
wykonaniu kolejnych iteracji, ktére trwaja do czasu osiggniecia stanu ustalonego. Koszt
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obliczenia jednej iteracji jest proporcjonalny do liczby zmiennych stanu. W rezultacie ana-
liza przeprowadzona przy wykorzystaniu metody FDTD umozliwia znalezienie rozwigzania
nawet dla bardzo duzych probleméw zawierajacych miliony zmiennych stanu.

Dyskretyzacja osi czasu

Przeksztalcenie réwnan (2.6) i (2.7) do postaci zagadnienia relaksacyjnego wymaga zdyskre-
tyzowania osi czasu z krokiem A; (patrz rys. 2.2). Podobnie jak w przypadku dyskretyzacji
przestrzeni, zdyskretyzowane probki pol E, i H, beda przesunigte wzgledem siebie w czasie
0 %. Zwiazane jest to z mozliwoscia zastosowania roznic centralnych w celu aproksymacji
pochodnej czasowej w réwnaniach réznicowych (2.6), (2.7).

Po dyskretyzacji osi czasu probki pola elektrycznego beda istniaty wytacznie w chwilach
czasowych 7 € N, a wiec probka E7(k) jest zdyskretyzowana wartodcia sktadowej E,
w pozycji przestrzennej okreslonej indeksem k, w czasie okreslanym indeksem 7, ktory
zwigzany jest z krokiem dyskretyzacji osi czasu za pomocy relacji:

t = TAt (28)

Analogicznie, dla prébek pola H istniejacych jedynie w chwilach 7+ 0.5 (7 € N) probka
H*05(k+0.5) oznacza zdyskretyzowana wartos¢ H, w wezle k+0.5 w chwili 74-0.5, przy

15 1.5 1.5 15
Hy~ (1.5) Hy (2.5) Hy" (K-0.5) Hy ~ (K+0.5)
t=1.5A; — X X X X
Ex (1) Ex () Ex (K-1) Ex (K)
t= At — [ ] [ ] [ ] [ ]
0.5 0.5 ot 0.5 0.5
Hy  (1.5) Hy (2.5) Hy  (K-0.5) Hy ~ (K+0.5)
t=0.5A — X X X X
Ex (1) EX (2) Ex (K-1) Ex (K) ,
t=0 — @ @ L -
z=0 z=0.2 zZA z=15 z=(K-2n z=(K-1.5n z=(K-1pn z=(K-0.5n

Rysunek 2.2: Graficzne przedstawienie dyskretyzacji przestrzeni i czasu w analizie
FDTD dla przypadku jednowymiarowego probki £, i H, istnieja naprzemiennie w
chwilach czasu 71 7+ 0.5.
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czym t i 7 taczy nastepujacy zwiazek:

t=(74+0.5) A, (2.9)

Konstrukcja iteracyjnego schematu FDTD

Przeprowadzenie dyskretyzacji osi czasu z krokiem A, pozwala zapisa¢ rownania algorytmu
FDTD dla zdyskretyzowanej przestrzeni jednowymiarowej. Stosujac réznice centralne do
(2.6) i (2.7) otrzymuje sie nastepujace zaleznosci:

Hpt(k 4 0.5) — Hy**5(k — 0.5) . E;t (k) — E7 (k)
A B

ET(k+1)—EL(k H95(k +0.5) — HT7%°(k + 0.5
e D =B g T 08) < H 09
t

(2.10)

(2.11)

Przeksztatcajac (2.10) i (2.11) do postaci umozliwiajacej otrzymanie probek Hy 0% (k 4
0.5) oraz E7(k) na podstawie prébek w chwilach poprzednich mozna tatwo otrzymac ite-
racyjne réwnania algorytmu FDTD. Schemat pozwalajacy na cykliczne obliczanie probek
pola elektromagnetycznego w kolejnych chwilach czasu przyjmie wiec forme otwarta (ang.
explicit):

A

[H7 P02k +0.5) — H7*%(k — 0.5)] (2.13)

74+0.5 _ 7—0.5
HI*5(k+05) = HI"5(k+0.5) -

A
eoer(k)A

(E7(k+1) — EI(k)] (2.12)
E;H (k) = E(k) -

Zgodnie z powyzszymi roOwnaniami, na podstawie probek pola elektrycznego istniejacych
we wszystkich weztach siatki podstawowej w chwili czasu 7 i probek pola magnetycznego ze
wszystkich weztéw siatki dualne; w chwili czasu 7 — 0.5 uzyskuje sie wartosci probek pola
H w biezacej chwili czasu, tj. 7 + 0.5. Podobnie, probki ET1(k) wylicza sie na podstawie
probek Ht9%(k £ 0.5) oraz EJ(k) dla k zmieniajacego sie po wszystkich weztach siatki
Yee, w ktorych istnieja probki pol EiH.

Aby algorytm iteracyjny FDTD mogt by¢ uzyty w analizie problemu elektromagnetycz-
nego, réwnania (2.12) i (2.13) musza by¢ uzupeione o dodatkowe elementy:

e warunki brzegowe okreslajace sposob zakonczenia zdyskretyzowanej przestrzeni obli-
czeniowej,

e sposob odwzorowania parametrow materiatowych przestrzeni ciaglej w dyskretne;j
siatce Yee,

e pobudzenie,

e algorytm ekstrakcji wynikéw analizy na podstawie przeprowadzonych iteracji.
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Pierwsze dwa elementy sprawiaja, ze algorytm iteracyjny FDTD uzyty do opisu dynamicz-
nego procesu ksztattowania sie pol elektromagnetycznych w przestrzeni dyskretnej bedzie
wiernie modelowal przestrzen ciagla i rozktady pol w niej wystepujace, zas dwa ostatnie
umozliwiajg przeprowadzenie analizy metoda FDTD w taki sposéb, aby mozliwe byto uzy-
skanie pozadanych informacji ilosciowych, takich jak czestotliwosci rezonansowe, rozktady
pol czy tez parametry macierzy rozproszenia. Wskazowki umozliwiajace poprawng imple-
mentacje w pelni funkcjonalnego algorytmu FDTD mozna znalezé w ksiazce Taflove’a [79]
oraz w licznych publikacjach naukowych [21,23,28-30, 56,65, 86, 90].

Stabilnos¢ algorytmu FDTD

Jednym z kluczowych zagadnien metody FDTD jest zagadnienie stabilnosci schematu ite-
racyjnego danego réwnaniami (2.12) i (2.13). Algorytm FDTD jest stabilny, jezeli dla kaz-
dego ograniczonego pobudzenia wartosci wszystkich probek pol beda ograniczone dla kazdej
chwili czasu.

Doktadna analiza réwnan FDTD przeprowadzona w [79] dla przestrzeni obliczeniowej o
parametrach materialowych pg, €9 pozwala stwierdzi¢, ze jednowymiarowy algorytm FDTD
jest stabilny, gdy krok dyskretyzacji osi czasu spetnia nastepujace zaleznosci:

Ay

A
A, <= lubinaczej S= CT <1 (2.14)
C

gdzie c jest predkoscia fali elektromagnetycznej w prozni, parametr S nazywany jest liczbg
Couranta, za$ réwnanie (2.14) warunkiem Couranta.

Posta¢ warunkéw (2.14) zwiazana jest Scisle z fizyczna interpretacja dynamicznych pro-
cesOW czasowych modelowanych za pomoca algorytmu iteracyjnego opartego na dyskretyza-
cji przestrzeni i czasu. Poniewaz ¢ = ——— jest predkoscig grupowa fali elektromagnetycznej

V/H0EO
rozchodzacej sie w prézni, réwnanie (2.14) zapisane w formie:

A>C‘At

oznacza, ze warunek Couranta zapewnia taki krok czasowy, dla ktorego droga jaka prze-
bedzie fala elektromagnetyczna w czasie A; nie bedzie dhuzsza od odlegosci pomiedzy sa-
siednimi weztami. W przypadku, gdy A, przyjmuje warto$¢ graniczna % po czasie 4\, fala
elektromagnetyczna przebedzie droge rowng A.

Zgodnie z powyzsza interpretacja, gdy analizowana przestrzen wypelniona jest osrod-
kiem innym niz préznia, zamiast ¢ w rownaniu (2.14) nalezy podstawi¢ maksymalna pred-
kos¢ grupowa w analizowanym osrodku. W ogolnosci warunek Couranta przyjmie wiec
nastepujaca postaél:
lub S=wv L <1 (2.15)

v maz /A
max

Ay <

"W przypadku schematéw FDTD wykorzystujacych dwu- i tréjwymiarowe siatki Yee zapewnienie sta-
bilno$ci wymagaé bedzie dalszego zmniejszenia wartosei A;.
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W praktyce do algorytmu FDTD wprowadza sie modyfikacje majace na celu zwiekszenie
jego doktadnosci lub efektywnosci. Kazda modyfikacja algorytmu FDTD powinna zacho-
wac jego stabilno$¢. Badanie stabilnosci zmodyfikowanych algorytméw jest trudne i dlatego
czesto dowdd teoretyczny zastepowany jest testem numerycznym. Nalezy podkresli¢, ze do-
wodzenie stabilnosci algorytméw zmodyfikowanych moze by¢ znacznie uproszczone, jezeli
wykorzysta sie operatorowa reprezentacje schematu [55]. To podejscie zostanie wykorzy-
stane w dalszej czesci pracy.

Podzial iteracyjnych schematéow réznicowych na stabilne i niestabilne zwykle stanowi
jednoczesnie podzial na metody przydatne, czyli takie, ktére umozliwiajg uzyskanie roz-
wigzania, i na nieprzydatne. Badanie stabilnosci modyfikacji algorytmu FDTD jest wiec
czestym testem, ktory zwykle polega na przeprowadzeniu dtugiego ciggu iteracji schematu
FDTD [43,80,81]. Istnieje jednak pewna klasa modyfikacji prowadzacych do niestabilnego
algorytmu FDTD, w ktorych stabilnosé tracona jest dopiero po stosunkowo dtugim okresie
czasu (np. po tysigcach czy setkach tysiecy iteracji). Umozliwia to uzyskanie rozwiazania,
pomimo, ze w koncu pojawia sie niestabilnos¢ powodujaca nieskonczony wzrost wartosci
probek pola. Efekt ten nazywany jest niestabilno$cig dlugookresowq (ang. long time insta-
bility), zas$ algorytmy, w ktérych on wystepuje [39,43,45,58], sa czesto uzywane, zwlaszcza
dla struktur o niskiej dobroci, mimo ze zalicza si¢ je do grupy schematow niestabilnych.
Wythimaczy¢ to mozna faktem, ze w praktyce straty energii sygnalu spowodowane np.
promieniowaniem lub absorpcjg kompensuja efekt dlugookresowej niestabilnosci.

2.2.2 Sformulowanie metody réznic skonczonych w dziedzinie cze-
stotliwosci — algorytm FDFD

Alternatywna, w stosunku do FDTD, metoda rozwigzania zagadnienia réznicowego polega
na sformutowaniu réwnan (2.6) oraz (2.7) w dziedzinie czestotliwosci. Zakladajac harmo-
niczng zmiennos¢ pol EiH , rtbwnania Mazwella opisujace problem jednowymiarowy (2.16)
zapisa¢ mozna w nastepujacej postaci:

0
—EHy = ju)ﬁogrEx
0 .
@Ex = —jwpop-H, (2.16)

Stad, powyzsze réwnania zdyskretyzowane na siatce Yee przyjma posta¢ rownan réznico-
wych (siatkowych) (2.6), (2.7), w ktérych pochodna czasowa zostanie zastapiona czynni-
kiem jw:

_H,(k+0.5) — H,(k —0.5) = jweos,(k)E.(k) (2.17)

E.(k+1)— E.(k)
A

= —jwpop,(k+0.5)H,(k + 0.5) (2.18)
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gdzie, podobnie jak w zaleznosciach (2.6) i (2.7), k okresla wezet siatki i w ogblnosci zmienia
sig? w zakresie od 1 do K. Wymnazajac zaleznosci (2.17) i (2.18) obustronnie przez A i
zapisujac je dla wszystkich weztow siatki otrzymuje sie nastepujace uktady réwnan:

—[H,(1+05) —Hy(1-0.5)] = jwAee,(1)Eu(1)
—[H,(2+0.5) — Hy(2—05)] = jwAcoe,(2)E4(2)

—[H,(k +0.5) — H,(k — 0.5)] _ jweoe, (k) E, (k)

— [H,(K +0.5) — Hy(K — 0.5)] _ jwAeoe,(K)Ey(K) (2.19)

(B, (k+1) — By (k)] _ —jw Aoy (k + 0.5)Hy(k + 0.5)
LK) — EA(K ~ 1) = —jwdpon(K — 05)H,(K —0.5)
Ex(K+1) — E,(K)] = —jwluop (K +0.5)H,(K+05)  (2.20)

Wystepujace w powyzszych réwnaniach wyréznione ttustym drukiem probki pél H,(1—-0.5)
oraz F,.(K + 1) reprezentuja zdyskretyzowane pola odpowiednio z pozycji —% i K-A a
wiec nie wystepujace w oryginalnym problemie (patrz rys. 2.3). Ich obecno$¢ w powyzszych
rownanich ukazuje potrzebe sformutowania warunkéw brzegowych, ktérych obecno$é jest
niezbedna do wyliczenia pozostalych probek poél siatki Yee.

2Mozliwa zmiennoéé indeksu k determinowana jest istnieniem odpowiednich prébek pél, co widoczne
jest na rys. 2.1.

k k
warune Hy(0.5) warune

brzegowy brzegowaX (K+1)
\ Z
® L ® o
z=-0.A z=0 z=0.% zZ=A z=1.% z=(K-1pn z=(K-0.5n z=KA
k=1 k=1.5 k=2 k=2.5 k=K k=K+0.5

Rysunek 2.3: Dyskretyzacja przestrzeni dla problemu FDFD uwzgledniajaca wa-
runki brzegowe na krancach siatki.
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Aby zestaw réwanan (2.19), (2.20) mozna bylo rozwiaza¢ w dziedzinie czestotliwosci,
zdefiniowane zostana dyskretne wektory pol e i h bedace wektorami, ktéorych elementy
na pozycjach 1...K zawieraja odpowiednio: prébki pél elektrycznych z weztow od 1 do
K siatki podstawowej oraz probki pol magnetycznych z weztow od 1.5 do K + 0.5 siatki
dualnej. Wykorzystujac tak sformutowane wektory probek pél réwnania (2.19) i (2.20)
mozna zapisa¢ nastepujaco:

[H 05 [P0 0 0T g ]
0 11 e e H,(2.5)
-1 0 0 : = (2.21)
0 5 o | | Hy (K —0.5)
U 0 1 1] L Hy(K+05) ]
(1) 0 0 0 11 ma)
0 (2 0 0 E.(2)
JwlAeg : : : :
0 0 e(K—1) 0 Ey(K —1)
00 0 e (K) | L BelE) |
§ 0 ] [ —1 1 0 0 1r Ex(].) ]
0 0 : E.(2)
+1 0 0 : = (2.22)
0 3 . E (K —1)
| E(E+1) | | 0 o0 1|l Ex) ]
[ /LT(1+O5) O 0 O Tr Hy(15) T
0 10(2 + 0.5) 0 0 H,(2.5)
—jwApo : . ’ : :
0 0 (K = 0.5) 0 H,(K —0.5)
0 0 0 (K +0.5) | L Hy(BE+0.5) ]

Wprowadzajac dyskretne macierze rotacji R, Ry, dyskretne macierze materiatowe Dy,
D,, oraz wektory hy, i e, zawierajace warunki brzegowe w postaci probek H,(0.5) i E,(K+1)
powyzsze réwnania zapisa¢ mozna jako:

hb + RHh = ijEe (223)
e, +Rge = —jwD,h (2.24)
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gdzie:
1 0 0 0]
-1 1 :
Ry = —| 0 (2.25)
L 0 0 -1 1|
-1 1 0 0 1
0 .
Ry = | 0 0 (2.26)
: t.o—1 1
L 0 0O 0 -1
[ (1 +0.5) 0 0 i
0 11r(2 4 0.5) 0
DH A/,L() : ' : (227)
0 0 fir(K — 0.5) 0
I 0 0 0 (K 40.5) |
[e.(1) 0 0 0 ]
0 (2 0 0
D. Agg " : (2.28)
0 0 e(K —1) 0
L 0 0 0 er(K) |
[ H,(15) ] [ E(1) ]
H,(2.5) E.(2)
h = : e= : (2.29)
H,(K —0.5) E.(K —1)
| Hy(K +0.5) | | EL(K) |
[ H,(0.5) ] [ 0 |
0 0
h, = : e, = : (2.30)
0 0
0] | EL(K+1) |
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Dyskretne operatory rotacji Rg oraz Ry = RL sa odpowiednikami operatora rotacji dla
réwnan Mazwella w przestrzeni ciggtej (2.1). Macierze materiatowe D, oraz D,, zawieraja
sprobkowane wzdtuz osi z wartosci parametrow osrodka wypelniajacego przestrzen ciagla.
Wraz z wektorami e, i h, zapewniajacymi warunki brzegowe dla problemu dyskretnego
opisanego zalezno$ciami (2.24) oraz (2.23), operatory Ry i Ry oraz macierze D, i D,
umozliwiajg rozwigzanie réwnan Mazwella zapisanych na siatce Yee — tzw. dyskretnych lub
statkowych rownan Mazwella.

Aby rozwigzaé¢ zdefiniowany w dziedzinie czestotliwosci dla przestrzeni €2 problem dys-
kretny, opisany zaleznosciami (2.23) oraz (2.24), nalezy okresli¢ wartosci wektoréw ey i hy,
tak, aby zdefiniowane w oparciu o nie dyskretne réwnania Mazxwella jak najlepiej odwzoro-
wywaly odpowiadajacy im problem ciggly. Warunek brzegowy mozna sformutowaé biorac
pod uwage zachowanie sie pola na brzegu dziedziny obliczeniowej (np. Scianki elektryczne,
magnetyczne) lub warunek wypromieniowania modelujacy otwarta przestrzen.

Poszukiwanie czestotliwosci rezonansowych i rozktadow pol

Jedno z mozliwych sformulowan rownan FDFD zaktada, ze rozwazana struktura nie jest
pobudzana sygnatem zewnetrznym. Rozwiazanie problemu okresla drgania swobodne syste-
mu. Zatézmy, ze w przestrzeni ciagtej znajduja sie idealne $cianki magnetyczna i elektryczna
bedace plaszczyznami ustawionymi odpowiednio w z = —% iz= KA (rys. 24). W ten
sposob utworzony zostal jednowymiarowy rezonator, ktorego jeden koniec jest zwarty, a
drugi rozwarty. Uwzglednienie obecnosci obu $cianek w dyskretnych réownaniach Mazwella
sprowadza sie do wyzerowania probek H,(0.5) i E,(K + 1) w zaleznosciach (2.21) oraz

(2.22), co pozwala zapisa¢ je w nastepujacej postaci:

Ryh = jwD.e (2.31)
Rpge = —jwD,h (2.32)
L J  J  J o ‘
z=-0.5 z=0 z=0. Z=A z=1.% z=(K-1n z=(K-0.5n z=KaA
k=1 k=15 k=2 k=2.5 k=K k=K+0.5

Rysunek 2.4: Siatka Yee problemu jednowymiarowego zakonczonego $cianka ma-
gnetycznag i elektryczna (opis w tekscie).
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Przeprowadzajac proste przeksztatcenia algebraiczne i zapisujac powyzsze rownania w po-
staci systemu pierwszego rzedu® uzyskuje sie nastepujaca zaleznoéé macierzows:

0 D 'R e | e
~-D;'Rgy 0 H] [h] - l h] (2.33)
w

Powyzszy uktad rownan tworzy problem wtasny o ogélnej postaci:

Ax = \x (2.34)

gdzie A = jw jest wartos$cig wlasng, a x = {eT hT}T odpowiadajacym jej wektorem wta-
snym. Rozwiazaniem problemu wlasnego jest zbiér wartosci i wektoréw whasnych (A, x;),
gdzie indeks ¢ oznacza i-te rozwiazanie, speliajacych zalezno$¢ (2.34), przy czym liczba
mozliwych rozwigzan réwna jest liczbie zmiennych stanu zagadnienia wlasnego (2.33), a
wiec rozmiarowi macierzy A. Pary (\;,x;) otrzymaé mozna rozwiazujac problem wtasny
(2.34) metoda bezposrednia, ktéra jest doktadna i pozwala otrzymaé wszystkie wartosci i
wektory wtlasne, lecz niepraktyczna ze wzgledu na wysoki koszt numeryczny, poréwnywal-
ny z kosztem odwracania macierzy A. Poniewaz w metodzie réznic skonczonych problemy
opisane sg zwykle duza liczbg zmiennych, znacznie czedciej stosuje sie algorytmy iteracyj-
ne [2,18,52,72] pozwalajace uzyskaé kilka wybranych wartosci i wektoréw wlasnych przy
duzo nizszym koszcie numerycznym.

W przypadku rozwazanego rezonatora opisanego réwnaniami (2.33) pary (A, X;) re-
prezentuja pulsacje rezonansowe w; wraz z odpowiadajacymi im rozktadami poél EiHw
postaci wektoréw e; oraz h;. Poniewaz koszt numeryczny rozwiazania problemu (2.34) ro-
$nie wraz ze wzrostem rozmiaru macierzy A, znacznie czeScie] uzywa sie réwnan (2.31),
(2.32) prowadzacych do postaci systemu drugiego rzedu:

De 'RyD,'Rp - e = w’e (2.35)

W powyzszym problemie whasnym liczba zmiennych stanu, ktérymi w (2.35) sa probki pola
H., jest dwukrotnie mniejsza niz w problemie (2.33), gdzie zmiennymi stanu sa probki pél
EiH W konsekwencji rozmiar macierzy A jest dwukrotnie mniejszy, niz w przypadku
zapisania réwnan (2.31) i (2.32) jako system pierwszego rzedu, co znacznie obniza koszt
numeryczny zwiazany z otrzymaniem par rozwigzan (w?, e;). Warto przy tym zaznaczy¢,
ze wektor h;, ktory jest niezbedny dla kompletnosci rozwigzania, zwigzany z rozktadem
probek pola elektrycznego e;, mozna tatwo uzyskaé przeksztatcajac (2.32) do nastepujacej
zaleznosci: )

h; = —ij;lRE -e (2.36)

3Systemem pierwszego rzedu okrela sie uktad réwnan réznicowych, w ktérym zmienna (w tym przy-
padku czestotliwo$é) wystepuje w pierwszej potedze.
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Problem deterministyczny

Alternatywne sformutowanie metody FDFD uzyskuje sie dla stanu ustalonego z wymuszo-
nym pobudzeniem.

Zalézmy, ze w przestrzeni obliczeniowej €2, ktoérej siatka Yee przedstawiona zostala
na rys. 2.1, znajduje si¢ nieskonczenie rozlegta Scianka magnetyczna przecinajaca os z w
punkcie z = —%, a struktura zostata pobudzona falg ptaska w ptaszczyznie z = KA co
mozna zapisa¢ ustalajac ja jako okreslong wartos¢, np. 1. Dyskretne rownania Maxwella
zapisane w dziedzinie czestotliwosci dla tak zdefiniowanej struktury przyjmuja forme dang
rownaniami (2.23) oraz (2.24), w ktorej H,(0.5) = 0, za§ E,(K + 1) = 1. W rezultacie
rownania te mozna zapisa¢ jako:

Ryh = jwD.e (2.37)
e, +Rpge = —jwD,h (2.38)

gdzie wektor e, zawierajacy probke pola elektrycznego reprezentujacego pole E w ptasz-
czyznie z = KA przyjmuje forme:

0
0

0
1

Podobnie jak w przypadku zagadnienia wlasnego, z zaleznosci (2.37) oraz (2.38) mozna
utworzy¢ zarowno system pierwszego, jak i drugiego rzedu, przy czym problem drugiego
rzedu zapisany jest za pomoca mniejszej liczby zmiennych. Proste podstawienia pozwalaja
z réwnan (2.37) i (2.38) sformutowaé system drugiego rzedu o postaci:

1
<—,—REDglRH - iju> h=e, (2.40)
Jjw
ktorego rozwiazanie dla okreslonej czestotliwosci f (w = 27w f), np. metoda eliminacji Gaus-
sa, pozwoli uzyska¢ probki pola H, a z nich prébki pola elektrycznego za pomocsg zaleznosci
(2.37) przeksztalconej do postaci:

e= ,iDglRHh (2.41)
Jjw

Rozwiazanie uktadu réwnan (2.40) przy wykorzystaniu zaleznosci (2.37) pozwala otrzy-
mac probki pol EiHw kazdym z weztéw siatki Yee. Probki te, zawarte w wektorach e oraz
h, wyznaczaja rozktad pola elektromagnetycznego spetniajacego zatozone warunki brzego-
we na okreslonej czestotliwosci, ktory w najogolniejszym przypadku jest suma fal padajacej
i odbitej. Wykorzystujac wektory e i h mozna tatwo wyznaczy¢ interesujace z techniczne-
go punktu widzenia parametry iloSciowe analizowanej struktury, takie jak wspotczynniki

odbicia w dowolnym przekroju czy tez macierze rozproszenia fragmentu struktury [23].
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2.3 Zwigzki pomiedzy metoda réznic skonczonych sfor-

mulowang w dziedzinie czestotliwosci i czasu

Cho¢ na pierwszy rzut oka sformutowania FDTD (2.12), (2.13) i FDFD (2.35), (2.40)
znacznie si¢ réznia, wystepuja pomiedzy nimi silne zwiazki i zaleznosci. Ich wspdolnym mia-
nownikiem jest, przeprowadzana w obu przypadkach, dyskretyzacja réwnan Mazwella na
siatce Yee (2.6), (2.7). W efekcie tej dyskretyzacji powstanie ujednolicony zapis schematu
réznicowego stanowigcy punkt wyjscia do metody FDFD oraz schematu FDTD zapisane-
go za pomoca macierzy. Dzigki takiemu zabiegowi mozliwe jest tatwe dodawanie do obu
sformutowan algorytmu réznicowego F'D takich elementow, ktére powiekszaja ich funkcjo-
nalnosc¢ i efektywnosé.

2.3.1 Klasyczna i macierzowa implementacja schematu FDTD

Najpopularniejsza implementacja metody FDTD [49,79] operuje bezposrednio na probkach
pola EiH (patrz zaleznosci (2.12) i (2.13)) zapisanych w postaci wektoréw. W przypadku
réwnan dla problemu jednowymiarowego przedstawionego na rys. 2.4, wektory te sktadaja
sie z probek pdél w punktach siatki Yee w konkretnej chwili czasu, co mozna zapisa¢ w
postaci podobnej do (2.29) jako:

[ 0 ] FEZ(1)
H;+0'5(1.5) E;(Q)
7+0.5 - .
K05 — 0 _ Hy™2(2.5) e =1 ¢ | = : (2.42)
td h7+0.5 td 0 ET(K . 1) :
HT+O3(K — 0.5) ET(K)
i H;+0'5(K +0.5) | I 0 |

Roéznice pomiedzy wektorami h7 %5 i h™0® sprowadzaja sie do uwzglednienia prébki
eazy td Ja SIe

H,(0.5), ktéra dla wszystkich chwil czasu 7 + 0.5 przyjmuje wartos¢ 0, za$ pomiedzy ej,

i e” do uwzglednienia E,(K + 1) réwnej zero dla wszystkich 7. Dzieki temu zabiegowi w

analizie F'DTD uwzglednione zostang warunki brzegowe, ktore w powyzszym przypadku

stanowi idealna Scianka magnetyczna i elektryczna umieszczone na brzegach dziedziny.
Alternatywna posta¢ réwnan (2.12) i (2.13) przyjmuje forme:

hjf%%°2: K+1) = h;*?2: K+1)—d, .*[ej;(2: K+1)—ej,(1: K)] (2.43)
el (1K) = e(1:K)—de.x hif*2: K+1)—h/*%(1: K)| (244)

gdzie operator . oznacza operacje mnozenia element po elemencie, a e]; '1: K ) jest

wektorem utworzonym z elementéw od 1 do K wektora ej; . Wykorzystane w réwnaniach

(2.43), (2.44) wektory d. i d,, zawieraja parametry materialowe oraz kroki dyskretyzacji
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A, A; przestrzeni €2 i zdefiniowane sg nastepujaco:

py t(1.5) SH(1)
A py t(2.5) A | (2

% foA : d- g0 : (2.45)
p; (K +0.5) & (K)

Algorytm FDTD zapisany za pomoca wektoréow ey i hyy sprowadza sie do operacji odej-
mowania i mnozenia element po elemencie wektoréw wystepujacych w réwnaniach (2.43) i
(2.44). Taka postaé¢ algorytmu w dalszej czesci pracy nazywaé bedziemy postacia klasyczna
lub jawna.

Schemat FDTD mozna zapisa¢ réwniez wykorzystujac zdefiniowane wczesniej macie-
rzowe operatory roznicowe: dyskretne operatory rotacji Rg, Ry oraz dyskretne macierze
materiatowe D., D,. Zapisujac zaleznodci (2.43) i (2.44) za pomoca macierzy D, i D,
otrzymuje sie:

hif%°2: K+1) = hi;”2:K+1)—AD," [e[;(2: K+ 1) —e],(1: K)] (2.46)
elf'(1: K) = ep(1:K)—ADI' [hif*%(2: K +1) — hi;*(1: K)| (247)

Dodatkowo, poniewaz zachodzg zwiazki:

e, (2: K+1)—e(1: K) = Rge’
hi%°(1: K)—hjf*°(2: K+1) = Ryh™%? (2.48)

iteracyjne rownania FDTD sprowadzaja si¢ do postaci:

hT+0.5: hT—O.5 _AtDlleEeT (249)
e'= & +AD'Ryh™™? (2.50)

Efektem przeksztalcen réwnan réznicowych algorytmu FDTD jest ich zapis, ktory wyko-
rzystuje operatory réznicowe zdefiniowane dla problemu czestotliwosciowego (2.25)-(2.28).
Oznacza to, ze schemat otwarty FDTD opisany zaleznosciami (2.12) oraz (2.13) wykorzy-
stuje operatory réznicowe, cho¢ w niejawnej postaci. Takg forme algorytmu FDTD nazywac
bedziemy w dalszej czeSci macierzowg lub operatorows.

2.3.2 Ujednolicony operatorowy zapis schematéow réznicowych

Zaleznosci (2.49) i (2.50) stanowiace sformulowanie macierzowe (operatorowe) algorytmu
FDTD wyprowadzone ze sformutowania otwartego (patrz (2.12) oraz (2.13)) maja postaé
zblizona do réwnan opisujacych to samo zagadnienie w dziedzinie czestotliwosci (2.31),
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(2.32). Prowadzi to do $cistych zaleznosci pomiedzy schematami réznicowymi w dziedzinie
czestotliwosci i czasu. Zapisujac zdyskretyzowane réwnania Mazwella jako:

Ryh = DE%e: D.é (2.51)
Rpe = —Du%h:—Duh (2.52)

uzyskuje sie réwnania stanowiace punkt wyjsciowy metod FDTD i FDFD. Przejscie do
dziedziny czestotliwosci, w ktorej zaktada sie harmoniczng zmiennos$é pol, realizowane jest
przy wykorzystaniu wtasnosci:

%e = jwe %h = jwh (2.53)
W wyniku podstawienia powyzszych zaleznosci okreslajacych pochodng czastkowa probek
példo (2.51) oraz (2.52), natychmiast uzyskuje sie réwnania algorytmu FDFD (patrz (2.31)
i(2.32)).

Z drugiej strony, przeprowadzajac dyskretyzacje osi czasu z krokiem A; i wprowadzajac
wektory prébek pdl istniejacych w kolejnych chwilach, pochodna czasowa w (2.51), (2.52)
mozna aproksymowacé za pomoca roznic centralnych przyjmujacych w tym przypadku na-
stepujaca forme:

o eT+1 —e7 o hT+0.5 _ hT—0.5

ot A, ot A, (2.54)

Wykorzystujac powyzsze rownania bez wigkszego ktopotu uzyskuje sie odpowiednik réwnan
(2.51) oraz (2.52) zapisany w dziedzinie czasu, ktory moze zostaé tatwo przeksztatcony do
postaci danej réwnaniami (2.49) i (2.50). Podstawiajac (2.54) do (2.51) oraz (2.52) uzyskuje

sie:

T+l _ T
Ryh+5 = D& "% (2.55)
Ay
h7+0.5 _ h770.5
Rpe” = -D, X (2.56)
t

Warto zauwazy¢, ze tak jak klasyczny iteracyjny schemat FDTD ma sw0j macierzowy
odpowiednik, réwnania FDFD (np. (2.31) i (2.32)) mozna zapisa¢ w jawnej postaci, w
ktorej zwiazki miedzy probkami sa suma wazong sasiadujacych elementéow wektorow pol.

Symetryzacja w problemach réznicowych

Zdyskretyzowane réwnania Mazwella o postaci danej zaleznosciami (2.51) i (2.52) moga
by¢ zapisane zaréwno w dziedzinie czasu, jak i czestotliwosci. Przydanym przeksztatce-
niem poprawiajacym efektywnos¢ analizy metodami roznicowymi jest symetryzacja, ktora



Rozdziat 2 Wprowadzenie do metody réznic skonczonych 31

pozwala przeksztalci¢ (2.51) oraz (2.52) do symetrycznej postaci postaci wykorzystujacej
mniejsza liczbe operatorow macierzowych.
Rozwazmy znormalizowane wektory zawierajace probki pol E'i H o postaci:

1

& = Dle (2.57)
h — Dih (2.58)

Podstawiajac do (2.51), (2.52) wyznaczone z powyzszych réwnan wektory e oraz h uzyskuje
sie nastepujace zaleznosci:

M o=

_1.
RHDH2h —

(¢l

D (2.59)
D

=

(2.60)

Tl

o v

RgD:%e =

_1 _1
Wymnazajac (2.59) oraz (2.60) lewostronnie przez odpowiednio D. 2 oraz D, ? otrzymuje

sie zsymetryzowang posta¢ dyskretnych réwnan Mazwella:

- 9
Ryh = - (2.61)
. 9 -
Rpe = —-h (2.62)

gdzie Ry = DE_%RHD;% iRy = f{ED;%RED;% sq zsymetryzowanymi dyskretnymi ope-
ratorams rotacyi.

Symetryczna postaé siatkowych réownan Mazwella zapisana jest wylacznie za pomoca
macierzy R i Ry oraz znormalizowanych wektoréw & i h. W efekcie przeksztatcenie (2.61),
(2.62) do problemu numerycznego sformutowanego w dziedzinie czestotliwosci lub czasu
wymagac bedzie mniejszej liczby operacji numerycznych Co wiecej, elementy wektorow e i
h reprezentujace znormalizowane wartosci probek pol Eid beda miaty wartosci podobnego
rzedu.

Sformutowanie uwzgledniajace straty materialowe

W praktycznych zagadnieniach elektrodynamiki obliczeniowej, obok takich parametrow ma-
terialowych jak przenikalnosé elektryczna i magnetyczna, bardzo czesto pojawiaja sie straty
reprezentowane przez przewodnos¢ elektryczna o. Dyskretne rownania Mazxwella przyjma
wtedy postac:

9,
h = D 2.
Ry 8te+ o€ (2.63)
0
Rze = -D,—h (2.64)

"ot
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gdzie macierz przewodnosci elektrycznej D, zawiera sprobkowane w weztach siatki Yee
wartosci o wraz z krokiem dyskretyzacji przestrzeni A.

O ile sformutowanie w dziedzinie czestoliwosci wykorzystujace powyzsze réwnania nie
nastrecza trudnosci, to przejscie do dziedziny czasu wymaga odpowiedniej starannosci.
Przeprowadzajac dyskretyzacje osi czasu z krokiem A, dla zaleznosci (2.63), (2.64) otrzy-
muje sie:

T+1 AT T+1 T
Ryhs — p & —¢ . p & F¢ (2.65)
Ay 2
h7+0.5 _ h770.5
Rge” = —D, X (2.66)
t

Wyrazenie D,e z (2.63) po przejéciu do dziedziny czasu (2.65) zapisane zostato za
pomoca sredniej wartosci probek pol. Jest to zwiazane z koniecznoscig postugiwania si¢ we
wszystkich sktadnikach tg sama chwila czasu, ktéra jak tatwo zauwazy¢ wynosi 7+ 0.5. Dla
zachowania synchronizmu czasowego ostatni sktadnik w (2.65) powinien wynosi¢:

e7'+1 + e’

Do' 740.5 — Do'
© 2

Iteracyjny schemat FDTD dla przypadku stratnego przedstawia si¢ wiec nastepujaco:

D. D.\'/D. D D. D\
1 _ (Pe Do = _ % )e"4+ [ =4+=2) RyhT? 2.
o (At+2> (At 2>e+<At+2) ; (2.67)

W07 = W05 AD'Rpye’ (2.68)

2.3.3 Wlasnosci klasycznych i macierzowych schematow réznico-
wych

Zaleznodci istniejace pomiedzy algorytmami FDTD i FDFD pozwalajg na zamienne stoso-
wanie ich jawnych (klasycznych) i macierzowych (operatorowych) sformutowan bez utraty
doktadnodci czy ogdlnosci analizy. Zaréwno jawne jak i macierzowe sformutowanie algoryt-
mow roznicowych charakteryzuja sie jednak okreslonymi wtasnosciami, ktore utatwiaja opis
mechanizmow wystepujacych w metodach FDTD i FDFD oraz efektywng implementacje
schematéw roznicowych w postaci programéw komputerowych.

Zlozonosé obliczeniowa

Jednym z wazniejszych parametréw praktycznych metod numerycznych jest szybkos¢ z jaka
uzyskuje sie rozwigzanie. Z tego punktu widzenia réznice pomiedzy schematami klasycznym
1 macierzowym sg znaczne.

W schemacie otwartym opisanym réwnaniami (2.43) i (2.44) w kazdej iteracji przepro-
wadzanych jest 4K operacji dodawania (odejmowania) i 2K mnozen. W sformutowaniu
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macierzowym zas kazda iteracja wymaga w przyblizeniu 4K i 6K operacji odpowiednio
dodawania i mnozenia. Zwiekszona liczba mnozen zwigzana jest z zamiang operacji odej-
mowania dwoch wektoréw na mnozenie macierz razy wektor (2.48).

Réznice te oznaczaja, ze jawny schemat FDTD jest bardziej efektywny numerycznie,
niz jego macierzowy odpowiednik, przy czym przewaga ta dodatkowo wzrasta w przypadku
algorytmow dwu- i trojwymiarowych. 7 tego wzgledu w komercyjnych i naukowych imple-
mentacjach FDTD przewaza sformutowanie jawne. 7 drugiej strony, zapis macierzowy jest
bardziej uniwersalny i umozliwia pogtebiong analize teoretyczng. Nalezy podkresli¢, ze niz-
sza efektywnos¢ zapisu operatorowego nie jest przeszkoda, bo kazdy schemat macierzowy
mozna zamieni¢ na schemat jawny.

Stabilnos$¢ algorytmu FDTD w ujeciu operatorowym

Uzyteczno$¢ zapisu macierzowego i jego przewage nad sformutowaniem klasycznym w anali-
zie teoretycznej pokazana zostanie na przyktadzie badania stabilnosci schematu otwartego.
Zagadnienie stabilnosci sformutowania iteracyjnego FDTD, oméwione w czedci 2.2.1 niniej-
szej pracy, opisuje zasade dobierania odpowiedniego kroku czasowego w oparciu o krok
dyskretyzacji siatki (2.43) oraz parametry materialowe analizowanej struktury. Podejscie
takie, cho¢ pozwala okresli¢ maksymalny krok A;, nie umozliwia okreslenia maksymalne-
go kroku w przypadku ztozonych modyfikacji algorytmu FDTD. W tej sytuacji stabilnos¢
schematu bardzo czesto potwierdza sie drogg eksperymentu numerycznego, czego nie mozna
uznac¢ za w petni satysfakcjonujacy dowod.

Wspomniane powyzej ograniczenia mozna tatwo pokonaé¢ wykorzystujac sformutowanie
operatorowe metody FDTD oraz teorie stabilnosci schematéw FDTD przedstawiona w [55].
Zgodnie z nia, iteracyjny algorytm FDTD jest stabilny, jezeli operator L systemu drugiego
rzedu, ktéry uzyskuje sie z réwnan roznicowych tworzacych sformutowanie operatorowe
schematu FDTD, o postaci:

32
Lh+ —h=0 2.69
+ 5 (2.69)
jest symetryczny i dodatnio pétokreslony, a krok A; spelnia zaleznosé [55]:
2
A < (2.70)
|IL|]

Aby uzyskaé¢ réwnanie o postaci (2.69) nalezy zaleznosci (2.51) oraz (2.52) przeksztaltcié
do problemu réznicowego drugiego rzedu. Wykorzystujac proste podstawienia uzyskuje sie
nastepujace rownanie:

82
RyD.'Ryh + D, 5zh =0 (2.71)
1. _1
Podstawiajac h = D, 2h oraz wymnazajac réwnanie (2.71) lewostronnie przez D, ? otrzy-



Rozdziat 2 Wprowadzenie do metody réznic skonczonych 34

muje sie: -
_1 _1 . ~
D,.’RpgD.'RyD, 2 h + @h =0 (2.72)

L

Analizujac operator L, kicéry w przypadlku macierzowego sformutowania FDTD bez
modyfikacji wynosi L = D, 2RgD-'RyzD,, 2, natychmiast potwierdzi¢ mozna stabilnosé
algorytmu FDTD, jako, ze symetria i dodatnia pélokres’lonloéé L zalgvvarallqtowana1 jest, gdy
Rpr = R}, [55,81]. W takim przypadku bowiem L = (D, 2RgD: ?)(D,2RgD: ?)T. Z al-
gebry liniowej [52] wiadomo, ze iloczyn dwdch macierzy, z ktérych jedna jest transpozycja
drugiej, jest macierzg symetryczng o nieujemnych wartosciach wtasnych.

W klasycznym algorytmie FDTD warunek ograniczajacy krok dyskretyzacji osi czasu
A; w oparciu o norme operatora L moze by¢ stosowany zamiennie z warunkiem Couranta
(2.14). Jednak w rzeczywistosci warunek (2.70) jest duzo bardziej ogélny, gdyz umozliwia
dodatkowo obliczenie A; zapewniajacego stabilnos¢ w przypadku modyfikacji schematu
FDTD, takich jak schematy lokalne [7,15,22,25,66,70,79] czy techniki prezentowane w
niniejszej pracy [31,43,60,81].

Mozliwos$ci zwiekszania efektywnosci schematéw réznicowych

Za operatorowym sformutowaniem metod réznicowych przemawiaja duze mozliwosci roz-
budowywania i ulepszania technik poprawiajacych ich funkcjonalnosé i efektywnosé. Dzie-
ki wlasnosciom macierzowych algorytméw FDTD i FDFD mozliwa jest pelna kontrola
nad stabilnoscia algorytmu, a w przypadku, gdy dana modyfikacja réwnan réznicowych
powoduje lokalng niestabilno$¢ — wymuszenie stabilnos$ci poprzez zapewnienie symetrii w
operatorze L w réwnaniu (2.71). Proces symetryzacji moze odbywaé sie zaréwno poprzez
zmiany w modyfikacji réwnan réznicowych powodujacej niestabilne dziatanie algorytmu,
jak i poprzez przeprowadzenie symetryzacji wymuszonej, tj. wykonaniu dziatania:

_L+L”
2

L (2.73)
Metoda ta z powodzeniem moze by¢ zastosowana podczas ulepszania zaréwno schematow
lokalnych [66,67] jak i lokalnego zmieniania gestoéci lub uktadu wspohrzednych siatki Yee!
60, 78].

Inne mozliwosci zwiekszenia efektywnosci analizy wiaza sie z macierzowymi przeksztal-
ceniami, takimi jak projekcja ortonormalna. Najprostsze jej zastosowanie pozwala za po-
moca podstawowych przeksztalcen algebraicznych na tatwa implementacje metod réznico-
wych [83], swobodne usuwanie probek pdl, ktére nie biora udzialu w obliczeniech, czy tez
laczenie ze soba réznych siatek Yee w jednej analizie (patrz rozdziat 3).

4Zwykle, z powodu wysokich kosztéw numerycznych, nie przeprowadza sie symetryzacji catego problemu
réznicowego, lecz jedynie tego fragmentu macierzy L, ktéry zawiera modyfikacje powodujaca niestabilnosé.
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Zaawansowane techniki projekcji ortonormalnej wykorzystuja czastkowe rozwigzania
probleméw réznicowych w dziedzinie czestotliwosci (np. rozklady pol) w celu znacznego
zmniejszenia liczby zmiennych w schematach FDTD i FDFD [39,42, 54,86, 87]. Techni-
ki te stanowig rowniez jedno z gléwnych narzedzi wykorzystanych w niniejszej rozprawie
doktorskiej.

2.4 Dwu- i trojwymiarowe algorytmy réznicowe

Jednowymiarowa analiza metodami FDTD i FDFD, cho¢ wygodna na etapie prezentacji
metod réznicowych, posiada ograniczong stosowalnosé¢ w praktycznych zagadnieniach elek-
trodynamiki obliczeniowej. Powodem tego jest koniecznos¢ zatozenia okreslonej zmiennosci
pol w dwdbch kierunkach, co znacznie ogranicza mozliwosci analizy struktur. Z tego wzgledu
najczesciej uzywane sa dwu- i trojwymiarowe algorytmy roznicowe.

Zapisujac rownania Mazwella dla ciaglej przestrzeni obliczeniowej (2.1) z rozbiciem na
sktadowe pol otrzymujemy nastepujace zaleznosci:

OE. 0E, _  0H,
oy 0z Mo
ok, O0E., oH,
0=  or Mo
oFE, O0F, OH,
et = — 2.74
or 0y Kot (2.74)
OH, O0H, gﬁEx
Jy 0z ot
OH, 0H. _ - 0E,
0z oxr ot
0H, 0H, oF,
_ = 2.75
or oy ot (2.75)
Dla wygody powyzsze rownania podaje si¢ czesto w uporzadkowanej postaci macierzowe;j:
o 0 :
—% s 0 E. | H,
o 0 :
-2 2 9 H. E,
Y 2 .

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, siatkowe rownania Maxwella uzyskuje
sie w wyniku przestrzennej dyskretyzacji réwnan (2.76) i (2.77) z krokiem A w kazdym
z kierunkéw®. 7 uwagi na ograniczenie bledéw wynikajacych z przyblizenia pochodnych

>Oczywiécie mozliwe jest takze uzycie innego kroku dyskretyzacji w kazdym kierunku
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Rysunek 2.5: Pojedyncza komorka siatki Yee. Miejsca prébkowania kazdej ze skla-
dowych pdl elektrycznych oznaczono czarnymi, zas p6l magnetycznych czerwonymi
kropkami. Po prawej stronie to samo oczko siatki Yee zawierajace prébki sktado-
wych pdl reprezentowane za pomoca wektoréw.

czastkowych roznicami centralnymi takze i w tym przypadku dyskretyzacja odbywa sie w
punktach przestrzeni tworzacych siatke Yee.

2.4.1 Tréjwymiarowa siatka Yee

Pojedyncze oczko siatki Yee w przestrzeni trojwymiarowej przedstawiono na rys. 2.5. Na
srodku kazdej z krawedzi probkowana jest warto$¢ sktadowej pola elektrycznego, ktora jest
wspoétliniowa z dang krawedzig. W punktach lezgcych na srodku scian szescianu dyskretyzo-
wane sg pola magnetyczne, przy czym probki H,, H, i H, pobierane sg na tych $ciankach,
ktore sa rownolegte do plaszczyzn odpowiednio x = 0, y = 0i 2z = 0. W celu lepsze-
go zilustrowania wzajemnego utozenia pél na rys. 2.5 przedstawiono takze to samo oczko
siatki Yee, w ktorym sprobkowane sktadowe wektoréw poél reprezentowane sg za pomoca
wektorow.

Widoczne na rys. 2.5 sprobkowane sktadowe pol EiH tworza linie siatki Yee — siatke
podstawowq oraz siatke dualng. Wezty obu siatek sa przesuniete wzgledem siebie o % w
kazdym z kierunkéw. Zbudowana z weztow pola elektrycznego i magnetycznego siatka Yee

zostata przedstawiona na rys. 2.6.

Numeracja wezlow siatki Yee

Odpowiednia numeracja weztéw siatki i sprobkowanych sktadowych pél jest waznym, z
punktu widzenia konstrukcji operatoréow dyskretnych, elementem roznic skonczonych. Istot-
ne sg réwniez pozniejsze wiasnosci tak skonstruowanych macierzy i dlatego wygodnie jest



Rozdziat 2 Wprowadzenie do metody réznic skonczonych 37

siatka dualna

Rysunek 2.6: Siatka Yee dla przypadku tréjwymiarowego. Wezty siatki pola elek-
trycznego (siatka podstawowa) i magnetycznego (siatka dualna) przesuniete sa
wzgledem siebie 0 A/2 w kazdym z kierunkéw.

przyjaé oznaczenie wezléw wprowadzone w [83].

Wezty siatki podstawowej © dualnej okreslone sg jednoznacznie za pomoca indeksu troj-
elementowego (7, j, k) lub indeksu liniowego n. Indeksy numeruja kolejne wezty siatki w
kierunkach z, y i z, a wiec wezel siatki podstawowej i siatki dualnej o indeksie (1, j, k) jest
jednoczesnie punktem o wspéhrzednych odpowiednio (x;, yj, 2x) 1 (z; + %, y; + %, 2 + %),
przy czym zachodzg zaleznosci:

=(i-1A  yj =(-1DA =(k—1)A (2.78)

T =
’ k=1..K

i=1...1 j=1..J

Alternatywnym okresleniem pozycji wezta jest indeks liniowy n, ktéry zwigzany jest z
jego indeksami (i, j, k) poprzez réwnanie:

n=i+ G-I+ k-1)1J (2.79)

Poniewaz maksymalne wartosci indeksow wynosza I, J oraz K, numer wezta zmienia sie
w zakresie od 1 do N = IJK, gdzie N jest liczba weztéw siatki podstawowej oraz siatki
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dualnej. Przyktadowe okreslenie indekséw trojelementowego i liniowego przedstawiono na

rys. 2.7.

N

N

<\ AR A
SR
"'Hﬁ%édiﬁmimawh y
KA A
= 4 /

[N\

4 |

A

(4,3,5)
n=4+(3-1)-5+(5-1)-5-5=114
\
|
|
|

i

&l

N

I~

)

Rysunek 2.7: Okreslanie indeksu trojelementowego i liniowego w siatce Yee, w ktérej
catkowita liczba wezléw wynosi N = 125 (I =5, J =5, K = 5). Na indeks liniowy
o indeksie (4,3,5) sklada si¢ suma: i wezléw w kierunku osi z (4), (j—1) - I
weztéw w kierunku osi y (2 -5 = 10) oraz (k — 1) - IJ weztéw w kierunku osi
z (4-25 = 100). Pozycja punktu w przestrzeni odpowiadajaca wezlowi 125 siatki
podstawowej to (3A,2A,4A), a punktu odpowiadajacego weztowi 125 siatki dualnej

to (BA+ 2,2A + 5, 4A +

2)-

Wzajemne ulozenie probek pdl na siatce Yee

Wzajemne utozenie sktadowych pdl dla pojedynczego wezta siatki Yee widoczne jest na rys.
2.8. Wektory pola elektrycznego przypisane do wezta n siatki podstawowej (E,(n),

EZ/(”’))

E.(n)) maja w nim swoj poczatek i sa skierowane w kierunku wzrastajacych indekséw (i, j
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x (i.],K)

(i.j.k)

Rysunek 2.8: Rozmieszczenie sprébkowanych sktadowych pdl na siatce Yee zwig-
zanych z weztem n siatki podstawowej i dualnej. Wektory reprezentujace probki
E.(n), Ey(n), E.(n) "wychodza” z wezta n siatki podstawowej, podczas gdy wek-
tory prébek Hy(n), Hy(n), H.(n) "wchodza” do wezla n siatki dualnej.

oraz k). W te samg strone skierowane sg probki H,(n), H,(n) i H,(n) pola magnetycznego,
dla ktorych wezet n siatki dualnej stanowi ich koniec, a same wektory przecinaja pod katem
prostym plaszczyzny styczne do wektorow E,(n), E,(n) oraz E,(n).

Poniewaz wzajemne utozenie probek sktadowych pdl i weztéw siatki podstawowej i du-
alnej jest jednoznaczne, kazda z probek H,(n), Hy(n) i H,(n) zwiazana jest réwniez z
weztem n siatki podstawowej (patrz rys. 2.8). Z tego wzgledu do zdefiniowania konkret-
nej probki sktadowej pola elektrycznego lub magnetycznego uzy¢ mozna wytacznie weztow
statki podstawowey.

Interpretacja fizyczna prébek pol w siatce Yee

Siatka Yee wprowadzona oryginalnie w 1966 roku stanowita poczatkowo zbior punktow
(patrz rys. 2.5), w ktorych dyskretyzowaé nalezy sktadowe pol EiH wystepujace w row-
naniach Mazwella (2.74), (2.75). Jednak juz w 1977 roku opublikowana zostata imple-
mentacja metod réznicowych bazujaca na sformutowaniu catkowym réwnan Mazwella [83].
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X . H,(n)=H,(ijk)
Ey () =Ey (k)

EX (n) = EX(I’J’k) )
V- a n+l
n+1 Y
I Ex (n+l) = E4(i,j+1,k)
Ey(n+1) = Ey(i+1,k)
n+|+1

Rysunek 2.9: Fragment komérki Yee zawierajacy wezty siatki glownej oraz miejsca
prébkowania sktadowych pol, tu zobrazowanych w postaci wektordw.

Prezentowane w niniejszej pracy techniki wykorzystuja zaréwno rézniczkows, jak i catkows
interpretacje schematow réznicowych.

Przedstawiony na rys. 2.9 fragment komorki Yee zawiera zarowno wezty siatki glownej
jak i miejsca probkowania sa sktadowych pdl (patrz rys. 2.5). Biorac pod uwage miejsca,
w ktorych nalezy dyskretyzowaé sktadowe pola elektrycznego, przeprowadzona zostanie
przyktadowa dyskretyzacja jednej z zaleznosci(2.74). Wykorzystujac réwnanie o postaci:

OH, O0FE, O0FE,

ot T o oy (280)

i stosujac do niego rdznice centralne [79] otrzymamy nastepujace réwnanie réznicowe:

- VOH.(i, g, k) E,(i+1,5,k) = Ey(i,j, k) Eu(i,j+1,k) — Ei(i, 4, k)

gdzie p, (i, j, k) jest zdyskretyzowana wartoscia przenikalnosci magnetycznej probki H, (i, j, k).
Podobnie jak w przypadku problemu jednowymiarowego, pochodna czasowa probki po-
la magnetycznego w punkcie srodkowym zwigzana jest z pochodnymi przestrzennymi pola
elektrycznego. Przyblizenie pochodnych przestrzennych odbywa sie za pomoca réznic cen-
tralnych wykorzystujacych sktadowe pola elektrycznego sprobkowane w punktach lezacych
pomiedzy weztami siatki podstawowej (patrz rys. 2.9).
Alternatywna, interpretacja schematéw réznicowych bazuje na catkowej formie réwna-

nia (2.80):
—//Suagzds _ %g.df: (2.82)

Jezeli S bedzie powierzchnia, ktora na rys. 2.9 ograniczona jest weztami n, n + 1, n + I,
n + I + 1 siatki podstawowej, to powyzsza zaleznos¢ mozna zapisa¢ przy uzyciu probek
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sktadowych pél jako:

OH.(i,7,k)

A2 (i, 7. k
(1,7, k) B

=E,(i+1,5,k)A —E,(i,5,k)A — E (1,7 + 1, k) A+ E. (1,7, k)A
(2.83)

Interpretacja catkowa schematow réznicowych uzywana jest w metodzie nazywanej tech-
nikq calek skoriczonych (ang. FIT - Finite Integration Technique) wprowadzonej i promo-
wanej przez grupe Weilanda [60,80,81,83]. Jak latwo jednak zauwazy¢, po podzieleniu obu
stron przez A%, otrzymane réwnanie réznicowe jest identyczne z (2.81), a wiec FIT jest
tozsama z tradycyjna metoda roéznic skonczonych.

Roéznice w interpretacji probek sktadowych pol EiH wigza sie bezposrednio z postacia
réwnan (2.80), (2.82) stanowiacych punkt wyjsciowy dyskretyzacji. Z jednej strony dys-
kretyzacja postaci roézniczkowej operuje na probkach pol i parametréw materialowych w
punktach, a z drugiej podczas dyskretyzacji postaci catkowej zaktada sie, ze wczedniejsze
probki sg srednimi wartosciami p6l pomiedzy weztami na drodze A (pola elektryczne) lub
$rednimi strumieniami przechodzacymi przez powierzchnie A? (pola magnetyczne). Ten
swoisty interpretacyjny dualizm nie powoduje réznic w wynikowym sformutowaniu rézni-
cowych, ktore w obu przypadkach sprowadza si¢ do identycznego wyrazenia. Umozliwia on
natomiast przeprowadzenie modyfikacji algorytmoéw réznicowych, ktore w prosty sposéb
poprawiaja efektywnosé i doktadnosé algorytméw FDTD i FDFD [31,66,67,79]. Do naj-
bardziej znanych naleza tzw. schematy lokalne pozwalajace na okreslenie takich wartosci
zdyskretyzowanych parametréw materiatowych, ktére uwzgledniaja nie tylko wartosé¢ pa-
rametru w punkcie probkowania, ale takze jej zmiany w najblizszym sasiedztwie [7,26,67].

W kontekscie schematow lokalnych warto wspomnie¢ o interpretacji catkowej rownan
réznicowych wprowadzonej przez Przybyszewskiego [67], ktorej podstawa jest réwnosé:

f(z)dz = w (2.84)

Lo
LJa 0z

Wynika z niej, ze zalezno$¢ uzywana w roznicach skonczonych jako przyblizenie pochodne;j
(prawa strona réwnania (2.84)), jest rtéwna w rzeczywistosci $redniej, po drodze L pomiedzy
dwoma punktami A i B, wartosci pochodnej funkcji f(z) (lewa strona (2.84)). Wartosé lewej
strony nie zalezy od drogi, po ktorej nastepuje catkowanie. Wtasno$¢ ta mozna wykorzystac
np. do poprawy doktadnosci analizy poprzez taczenie rozwigzan analitycznych z siatka
Yee [66].

2.4.2 Tréjwymiarowy schemat réznicowy

Zdyskretyzowane na siatce Yee probki pol EiH wykorzystuje sie [83] do utworzenia zdy-
skretyzowanych réwnan Mazwella o postaci (2.51), (2.52). Zapisujac réwnania réznicowe
dla wszystkich probek sktadowych pél z wezta n (patrz rys. 2.8) w formie, ktéra dla prébek
pél z rys. 2.9 przyjmuje postaé (2.81), otrzymuje sie nastepujacy zestaw réwnan odpowia-
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dajacy (2.74) oraz (2.75):
A (1,5, k) Ho (0,5, k) = E(iyj + 1, k) = E.(i, j, k) — By(i, 5,k + 1) + Ey(i, j, k)
_A,u/y(zajak>Hy(27]7k) = Ex(27j7k+1)_Ex(zajak)_Ez(z—i_lajak) (Z ja )
_A/‘LZ(Z7.]7 k)HZ(Zuju k) - Ey(l—i_laja k)_Ey(Z7.]7 k)_Ex(Zaj+17k) Ea:(%.]? k)
(2.85)
Aea)(l7.]7k)Ex(Zajak) = Hz(zajak)_Hz(Zaj_17k)_Hy(l7.]7k)+Hy(Zaj7k_]—)
Agy(iajuk)E.y(iujak) = Hx(lujak)_Hx(zajuk_1)_Hz(laj7k)+Hz(Z_17]7k)
ASZ(i,j,k)Ez(i,j,k) = Hy(zajak)_Hy(z_17]7k)_Hx(zajak>+Hx(Z7]_1ak)
(2.86)
Tworzac wektory probek pél dla kazdej ze sktadowych jako:
[HALLY) ] () (1) ] [ H() ]
H,(2,1,1 H,(2 H,(2 H.(2
b | LD | LR me ||
H,(I,J, K) H,(N) | H,(N) H.(N)
(2.87)
E.(1,1,1) E.(1) T FE,(1) E.(1)
E.(2,1,1) E.(2) E,(2) E.(2)
€z = : - : €y = : €: = :
E.(I,J K) E.(N) | | E,(N) E.(N)
(2.88)

réwnania (2.85) i

(2.86) mozna zapisa¢ dla wszystkich weztéw siatki Yee. W rezultacie

otrzymuje sie dyskretne (siatkowe) réwnania Mazwella o nastepujacej postaci:

gdzie macierze D,.;, Dy,

0 -R. R,][e] [Dye 0 0 ] 5 [hs
R. 0 —R,|le | = —| 0 Dy 0 |=|h, (2.89)
R, R, O e, | . 0 0 D,. h,
0 R —R!'71[h,] (Do 0 0 ] 5[e

-RT 0 R || h | = 0 Doy 0 |—|e (2.90)
RI -RI 0 h, | | 0 0 D.. e,

D,.., D..,, D..,, D... zawierajace parametry materiatowe dla

odpowiednich dyskretnych probek pél. Macierze R,, R, i R, stanowig dyskretny odpo-
wiednik pochodnych czgstkowych odpowiednio w kierunkach x, y i z. Analizujac réwnania
(2.85)-(2.88) dyskretne operatory pochodnych R, R, i R, bedace macierzami N x N zapisa¢
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mozna okreslajac wartosci ich niezerowych elementéw:

—1; b=a
R, =R,(a,b) = { 1 ob—a+1 (2.91)
—1; b=a
R, =R,(a,b) = { 1o b—at] (2.92)
—1; b=a
R,=R.(a,b) = { 1 b—at 1] (2.93)
Dla przyktadu macierz R, wyglada¢ bedzie nastepujaco:
[—1 1 0 0 7
0 . . S
R.=| 0o . . . 0 (2.94)
: oo =1
. 0 -~ 0 0 -1 ]|

Zapisujac réwnania (2.89) oraz (2.90) w postaci danej zaleznosciami (2.51),(2.52) beda-
cymi dyskretnym odpowiednikiem réwnan Maxwella uzyskuje sie zwarty operatorowy opis
przestrzeni zdyskretyzowanej na tréjwymiarowej siatce Yee. Warto przy tym zaznaczyc¢,
ze dzieki odpowiedniej numeracji weztéw siatki, podobnie jak poprzednio (patrz réwnania
(2.23)-(2.26)), dyskretne operatory rotacji pol E i H zwigzane s zaleinoscig Ry = RY.

Rozwigzanie problemu trojwymiarowego uzyskuje si¢ w identyczny sposob, jak w przy-
padku algorytmoéw jednowymiarowych. Po wtaczeniu warunkow brzegowych do zaleznosci
(2.89), (2.90) mozna wiec uzy¢ albo algorytmu FDFD rozwiazujac problem wlasny lub
deterministyczny, albo iteracyjnego schematu FDTD w postaci macierzowej lub jawnej.
Warto przy tym pamietaé, ze cho¢ wyniki uzyskanie przy wykorzystaniu obu sformutowan
algorytmu FDTD sa identyczne, schemat z jawnym zapisem operacji rozniczkowania jest
bardziej efektywny numerycznie, a przez to czeéciej stosowany®.

2.4.3 Dwuwymiarowy algorytm réznicowy

Cho¢ sformutowanie problemu zdyskretyzowanego na tréjwymiarowej siatce Yee jest naj-
bardziej ogoélne, jego najwieksza wada jest znaczny wzrost ztozonosci obliczeniowe] przy
zwiekszaniu rozmiaréw analizowanego problemu. Zaktadajac siatke Yee o 50 weztach w
kazdym z kierunkéw otrzymujemy problem réznicowy zawierajacy 50° = 125000 zmien-
nych dla kazdej sktadowej pola E i H — w sumie 750000 zmiennych stanu. Z tego powodu,
jezeli jest to tylko mozliwe, uzywa sie dwuwymiarowych algorytmow FDTD i FDFD, a
wiec opisanych na dwuwymiarowej siatce Yee [61,95].

6Dokladna implementacje jawnego schematu FDTD mozna znalezé w [79).
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Przy zatozeniu jednorodnosci pél w kierunku osi z pochodne p6l % w réwnaniach (2.76)
i (2.77) sa rowne zeru. Otrzymane w efekcie rownania Mazwella maja postaé:

0 0 &5 1[E] o [ He
0 0 -2 ||E | = —po | Hy (2.95)
a -
o 0 F H, 5 [ E:
0 0 -2 ||H, | = e=|E, (2.96)
: v ot
& & o LA E.
Y x -

W uzyskanych powyzej zaleznosciach wydzieli¢ mozna 2 klasy rozwigzan — mody TFE i
TM. Aby ustrzec sie przed nieprecyzyjnymi odwotaniami, stosowane dalej nazewnictwo
zwigzane bedzie z wyréznionym kierunkiem z, w ktorym zatozona jest jednorodnos$é pol.
Rozwiazania bedace modami T'E (a doktadniej T'E*) opisane sa wiec czescia rownan (2.95)
i (2.96) zwiazana ze sktadowymi pdl E, , £, i H, o nastepujacej postaci:

a@“g] _ —;%[Hz] (2.97)
&l 2[E] e

Analogicznie, réwnania Mazwella dla modu T'M opisanego sktadowymi H,, H,, E, przyj-
muja forme:

Al Al
(-2 %Hgﬂ _ 5%[@} (2.100)

Siatka Yee dla probleméw dwuwymiarowych opisanych réwnaniami (2.97) oraz (2.98)
ma posta¢ widoczng na rys. 2.10, a dyskretyzacja réwnan Mazwella moze zosta¢ przeprowa-
dzona w identyczny sposéb jak dla problemu tréjwymiarowego. Alternatywnie, dyskretne
réwnania Mazwella mozna otrzymaé poprzez modyfikacje zaleznosci (2.89) oraz (2.90) w
ten sam sposéb, jakim z réwnan (2.76), (2.77) uzyskano (2.97) oraz (2.98). Zaktadajac, ze
dyskretny operator pochodnej R, = 0 oraz dokonujac prostych przeksztatcen algebraicz-
nych dyskretne réwnania Mazwella dla modéw TE mozna zapisa¢ jako:

R, Rxw?] :_{DW}%[hZ} (2.101)

Y

[_R%ﬂ ] = lDS:x D(::y ] % l Ey] (2.102)
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x (n+1) = Ex(i,j+1)

Ey(n+1) = Ey(i+1,)

Rysunek 2.10: Siatka Yee dla dwuwymiarowego problemu elektromagnetycznego,
ktorego rozwiazaniem sa mody T FE, zawierajaca N = 12 wezléw siatki podstawowej
(I =4, J = 3). Poniewaz dla wszystkich weztéw k = 1, indeks liniowy wezla (3,2)
wynosi 7 (i+(j —1)I =4+1-3).

Hx(n) = Hy (i)
Ez(n) = Ez(ij)

Hy(n) = Hm‘\

Ez(n+1) = E2(i+1})
Rysunek 2.11: Siatka Yee dla dwuwymiarowego problemu elektromagnetycznego
opisujacego mody TM zawierajaca N = 12 wezléw siatki podstawowej ( I = 4,
J = 3). Poniewaz dla wszystkich weztéw k = 1, numer wezla o indeksach (3,2)
wynosi 7 (i+(j —1)I =4+1-3).

E; (n+) = E,(i,j+1)
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Podobnie, dyskretyzacja rownan Mazwella opisujacych mody T'M na siatce Yee przed-
stawionej na rys. 2.11 prowadzi do zaleznosci:

el = e ale] o ew
[RI _Rg}[ﬁz] ~ [p.]0]e] (2.10)

Uzyskane powyzej dyskretne réwnania Mazwella umozliwiaja analize problemow elek-
tromagnetycznych, w ktorych pola sg jednorodne wzdtuz osi z. Na podobnej zasadzie otrzy-
muje sie problemy réznicowe, gdy zostanie okreslona zmienno$¢ funkcyjna w okreslonym
kierunku [67]. Dwuwymiarowe dyskretne réwnania Mazwella, choé¢ maja ograniczona sto-
sowalno$¢ pozwalajg analizowaé¢ czasami takze struktury trojwymiarowe przy stosunko-
wo niskim koszcie numerycznym i sg chetnie uzywane w analizie np. krysztaléw fotonicz-
nych [16,61,68,82,95].



Rozdziat 3

Wydzielanie podprzestrzeni

Przedstawiona we wstepie istota koncepcji makromodelu w odniesieniu do metod obliczenio-
wych elektrodynamiki polega na wydzieleniu fragmentu przestrzeni obliczeniowej, zagesz-
czeniu siatki i redukcji liczby zmiennych w siatkowych rownaniach Mazwella opisujacych
wtasnosci falowe wybranej podprzestrzeni. Aby utworzy¢ makromodel niezbedne jest wiec
opracowanie technik sprawnego wydzielania i taczenia podprzestrzeni opisanych siatkami
o réznej gestosci.

W niniejszym rozdziale przedstawiona zostanie metodologia tworzenia operatoréw roz-
nicowych dla przestrzeni obliczeniowej, w ktorej wydzielona zostanie pewna podprzestrzen.
W najprostszym przypadku (patrz rys. 3.1) sprowadza sie to do przestrzeni obliczeniowej
), w ktorej wyodrebniona zostanie podprzestrzen Q.

Bardziej ztozone przypadki przedstawione zostaty na rys. 3.2. Dopuszczajg one mozli-
wos¢ zageszczenia siatki pokrywajacej podprzestrzen Q, wydzielenie wiekszej liczby pod-
przestrzeni w (), oraz ich hierarchiczne zagniezdzanie. Dowolne wydzielanie podprzestrzeni

~ B
:
Q

Rysunek 3.1: W przestrzeni obliczeniowej €2 okreslona zostaje podprzestrzen O (po
lewej), ktora nastepnie zostaje usunieta z 2. W procesie tym z {2 utworzone zostaja

podprzestrzenie i Q\Q (po prawej).

47
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O

Rysunek 3.2: Ztozony przypadek wydzielania podprzestrzeni. W Q wydzielono pod-
przestrzenie Ql 02 Q3 ktorych siatka zostanie zageszczona. Dodatkowo, w 02

wydzielona zostala podprzestrzen zagniezdzona Q.

w przestrzeni obliczniowej stanowi punkt wyjscia dla opisywanych w niniejszej rozprawie
technik redukcji rzedu modelu stosowanych w metodach réznicowych elektrodynamiki ob-
liczeniowe;j.

3.1 Przypadek podstawowy: wydzielenie pojedyncze-
go obszaru bez zagniezdzenia

Zdyskretyzowane rownania Maxwella dla przestrzeni obliczeniowej €2 wypelnionej izotropo-
wym materialem bezstratnym mozna zapisa¢ w dziedzinie Laplace’a (s = jw) jako:

REe = —SDMh
Ryh = sD.e (3.1)

gdzie wektory e i h zawieraja sprobkowane wartosci sktadowych pol EiH bedacych zmien-
nymi stanu réwnania (3.1), macierze Rp, Ry(= REL) sa zdyskretyzowanymi operatorami
rotacji, a macierze materiatowe D, D, zawierajg zdyskretyzowane wartosci parametrow
materiatowych i € przestrzeni obliczeniowe]j przy zadanym kroku dyskretyzacji siatki Yee.
Liczba zmiennych stanu dla poél E, H , oznaczana za pomocg zmiennych N, i Np, réwna
jest dhugosciom wektoréw e i h.

Proces wydzielania podprzestrzeni z przestrzeni opisywanej rownaniem (3.1) mozna
podzieli¢ na cztery fazy:

e okreslenie fragmentu przestrzeni, ktéry ma zosta¢ wydzielony i usuniecie zmiennych
opisujacych wydzielona podprzestrzen z réwnan (3.1),
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e zbudowanie operatorow dyskretnych dla wydzielonej podprzestrzeni,

e okredlenie macierzy sprzegajacych probki pola zmodyfikowanej przestrzeni oblicze-
niowej z probkami wydzielonej podprzestrzeni,

e stworzenie operatora globalnego dla zmodyfikowanej przestrzeni obliczeniowej wraz z
wydzielong podprzestrzenia.

3.1.1 Konstrukcja operatoréw dyskretnych dla zmniejszonej prze-
strzeni obliczeniowej

Po okresleniu obszaru lub objetosci w przestrzeni obliczeniowej, ktéra stanowi¢ bedzie od-
dzielny podobszar, z réwnan (3.1) nalezy usunaé¢ wszystkie zmienne zwiazane z polami
lezacymi wewnatrz wydzielonej podprzestrzeni. Wiaze si¢ to z usunieciem odpowiednich
wierszy wektora e, czego mozna dokona¢ np. metoda projekeji [87] uzywajac odpowiednio
skonstruowanej bazy ortonormalnej. Przyktadowo, chcac usuna¢ pierwszy element w wek-
torze e nalezy skonstruowaé odpowiednia macierz rzutowania (projekcji) Pg zbudowana
przy uzyciu macierzy jednostkowej o wymiarze N, (dtugos$¢ wektora e zawierajacego probki
wszystkich sktadowych pola E przestrzeni obliczeniowej ). Poniewaz kazda i-ta kolumna
macierzy jednostkowej skojarzona jest z odpowiednia pozycja w wektorze e w celu usuniecia
pierwszego elementu wektora e, nalezy usunaé¢ pierwsza kolumne macierzy jednostkowej, a
nastepnie dokona¢ projekcji ortonormalnej z wykorzystaniem otrzymanej macierzy Pg:

e =PL-e (3.2)

otrzymujac w ten sposoéb nowy Wektor e’ o dtugosci N, — 1.

Zdyskretyzowane wartosci pola E lezace wewnatrz obszaru Q zwigzane sg z odpowied-
nimi pozycjami w wektorze e. Rozszerzenie powyzszej procedury tak, aby w réwnaniu (3.1)
mozna byto pozby¢ sie wszystkich zdyskretyzowanych wartosci E lezacych wewnatrz wy-
dzielonego podobszaru, wymaga usuniecia z macierzy jednostkowej P g tych kolumn, ktére
odpowiadaja zdyskretyzowanym wartosciom pola elektrycznego znajdujacym sie wewnatrz
Q. W identyczny sposob konstruowana jest macierz projekcji Py, ktéra umozliwia usu-
niecie z wektora h pozycji odpowiadajacych probkom pola magnetycznego znajdujacym
sie wewnatrz wydzielanego podobszaru. Macierze Pp i Py umozliwiajg tatwe usuniecie
wydzielonej podprzestrzeni ze zdyskretyzowanych réwnan Mazwella dla Q2 (3.1) poprzez
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projekcje ortonormalng wektoréw i macierzy wystepujacych w réwnaniu (3.1):

R, = P, -Rp-Pg
R),, = PL-Ry-Py
D. = P.L-D.-Pg
D, = P,-D,-Py
¢ = PL.e

h = PL-h (3.3)

Zdyskretyzowane rownania Mazwella dla zmodyfikowanej przestrzeni obliczeniowej Q\Q,
tj. przestrzeni obliczeniowej () z usunieta podprzestrzenia €2, przyjma wiec postac:

Rpe = —sD) I
Rh = sD.Le (3.4)

przy czym zmniejszona liczba zmienych dla pola elektrycznego i magnetycznego po projek-
cji wynosi odpowiednio N/ i N;. Warto zaznaczy¢, ze usuniecie zmiennych z réwnan (3.1)
oznacza wyzerowanie tychze zmiennych, a wiec zatozenie dodatkowych warunkoéow brzego-
wych w nowopowstalym uktadzie réwnan (3.4).

Ze wzgledoéw praktycznych, zwiazanych z wizualizacja rozwiazan lub potrzeba odnale-
zienia konkretnych probek pél w przestrzeni obliczeniowej, wprowadza sie przeksztatcenie
odwrotne umozliwiajace uzyskanie wektoréw pol e i h znajac ich zrzutowane odpowiedni-
ki. Poniewaz macierze P i Py sa ortonormalne, dokonaé tego mozna za pomocg projekcji
odwrotnej:

e = Pp-é
h = Py I (3.5)

przy czym usuniete w trakcie projekcji elementy wektorow e i h beda réwne zeru.

3.1.2 Konstrukcja operatoréw dla wydzielonej podprzestrzeni

Usuniecie fragmentu przestrzeni obliczeniowej z operatoréw {2 wymaga skonstruowania do-
datkowego uktadu rownan dla wydzielonej podprzestrzeni. Zdyskretyzowane rownania Ma-
zwella dla Q, zapisane przy pomocy operatorow (3.1), maja nastepujaca postac:

ﬁEé = —Sﬁufl
Ryh = sD.é (3.6)

gdzie wektory e i h _o diugosciach odpowiednio N, i N, zawlieraja sprobkowane wartosci
sktadowych pol EiH znajdujacych sie wewnatrz Q. Podobnie jak poprzednio macierze RE,
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ﬁH(: ﬁ}fj), ﬁu i D. sa odpowiednio zdyskretyzowanymi operatorami rotacji i macierzami
materiatlowymi, w tym przypadku dzialajacymi w podprzestrzeni obliczeniowe] Q.

Poniewaz réwnania opisujace zachowanie sie pol wewnatrz zmodyfikowanej przestrzeni
obliczeniowej O\Q (3.4) zawieraja zdyskretyzowane pola E i H lezace na granicy pomiedzy
Qi (z rownai (3.1) usuniete zostaly jedynie pola lezace wewnatrz Q) rownania dla
podprzestrzeni Q (3.6) powmny dotyczy¢ wytacznie probek pol Zawartych wewnatrz O tak,
aby wektory e, h oraz e, h w sumie zawieraly zdyskretyzowane pola Eif calej przestrzeni
obliczeniowej (2.

3.1.3 Konstrukcja macierzy sprzezen

Cho¢ réwnania (3.4) 1 (3.6) dla Q\Q i O wykorzystuja wszystkie zmienne stanu wystepujace
w oryginalnych réwnaniach dla przestrzeni obliczeniowej Q (3.1), to rozwiagzujac osobno
uklad réwnan ztozony z (3.4) i (3.6) nie uzyska sie prawidtowego rozwiazania dla przestrzeni
obliczeniowej €. Powodem tego jest brak warunkéw brzegowych zapewniajacych ciaglosé
p6l pomiedzy obydwiema poddziedzinami.

Aby rozwiazanie réwnan (3.4) i (3.6) pozwolito uzyskaé¢ prawidtowy wynik w przestrzeni
obliczeniowej €1, nalezy je ,sklei¢” poprzez zapewnienie odpowiednich warunkéw brzego-
wych dla obu poddziedzin. Przy zaltozeniu, ze granica pomiedzy Q\Q iQ przebiega wzdtuz
linii siatki pola E (patrz rys. 3.3), probki pola elektrycznego z Q\Q (e) stanowigce waru-
nek brzegowy dla O leza na granicy Q\Qfﬁ i stanowia pobudzenie podprzestrzeni Q, zas
probki pola magnetycznego lezace wewnatrz Q, tuz przy granicy, stanowia jej odpowied?.

Rysunek 3.3: Przestrzen obliczeniowa ) pokryta siatka Yee (przypadek 2D, pola-

ryzacja TE), w ktérej wydzielona zostala podprzestrzen (). Strzalkami oznaczono
probki sktadowych pola elektrycznego (E, i Ey), za$ kropkami prébki sktadowej
pola magnetycznego H,.
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Réwnanie (3.4) uwzgledniajace warunki brzegowe bedzie miato nastepujaca postaé:

pe = —sD,h’
h, + R;h' = sDle (3.7)

gdzie wektor h;, zawiera wstawione z odpowiednim znakiem sprobkowane wartosci pola H
uzyskane w oparciu o wektor h z podobszaru ) (odpowied?). Modyfikacja uwzgledniajaca
warunki brzegowe dla réwnan (3.6) przeprowadzana jest w podobny sposéb:

éb—i-/R\Eé = —Sﬁufl
Ryh = sD.é (3.8)

gdzie e, zawiera wstawione z odpowiednim znakiem sprobkowane pola elektryczne uzyskane
z wektora €' (pobudzenie).

Wprowadzone w réwnaniach (3.7) i (3.8) wektory h, i €, zapewniaja odpowiednie wa-
runki brzegowe pomiedzy dziedzinami Q\Q i Q. Aby uzyskaé¢ forme wygodng do implemen-
tacji nalezy dodatkowo okresli¢ operatory pozwalajace na tatwe obliczenie po6l brzegowych
w oparciu o zdyskretyzowane wartosci pol z przestrzeni Q\Q i Q. Niezbedne przeksztatce-
nia mozna zapisa¢ w wygodnej do implementacji formie macierzowej przy wykorzystaniu
macierzy sprzeqgajgcych S;iSy jako:

éb:EEIELE-elnge' hb:BHIHfJHB:SHH (39)

gdzie Lg, Ly sa macierzami wybierajgcyms probki z odpowiednich pozycji w wektorach
e i h Ip i Iy sa macierzami interpolujgcymi pozwalajacymi na przeliczenie probek w
przypadku réznych krokéw dyskretyzacji siatki w Q\Q S’ 1 81 Q, zas$ By, By (macierze
brzegowe) ustawiaja uzyskane prébki na odpowiednich pozyqaeh w wektorach €, i h, z
odpowiednim znakiem.

Zapisanie macierzy sprzegajacych za pomoca operatoréw sktadowych (3.9) odpowia-
da trzem fazom konstrukeji macierzy sprzezen polegajacym na utworzeniu trzech kolejnych
macierzy sktadowych: wybierajacych (Lg, L 1), interpolujacych (Ig, Iy) i brzegowych (B 1o
By ). Poniewaz budowa kazdej z macierzy sktadowych jest stosunkowo prosta, dzigki podzia-
towi na fazy macierz sprzezen otrzymywana jest w tatwy sposéb poprzez ztozenie macierzy
wybierajacych, interpolujacych i brzegowych. Zabieg ten umozliwia szybks implementa-
cje prezentowanego algorytmu, ktora w przypadku tworzenia wylacznie macierzy sprzezen
znacznie by si¢ skomplikowala.

Konstrukcja macierzy wybierajacych

Macierze wybierajace (Lg, L i) maja na celu wybranie z wektoréw probek pol (e, h) tych
wartosci, ktore biorg bezposredni udzial w sprzezeniu obszarow Q\Q i Q.

Zgodnie z poczynionym zalozeniem (granica pomiedzy dziedzinami przebiega zgodnie
z liniami siatki pola elektrycznego) macierz L wybiera z dziedziny Q\Q te probki pola E ,
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ktore beda pobudzeniem podprzestrzeni Q, a wiec lezace na granicy pomiedzy Q\Q i Q.
Liczba kolumn macierzy Ly zwigzana jest z liczba probek pol elektrycznych po projekcji i
wynosi N!, za$ liczba wierszy zwiazana jest z liczba probek pél pobudzajacych, co sprowa-
dza sie najczesciej do liczby probek pola E lezacych na granicy pomiedzy poddziedzinami
stycznych do Q.

Najprostszy sposéb konstrukeji macierzy L wymaga okrelenia w wektorze € pozycji
probek pobudzajacych, a nastepnie usuniecia z macierzy jednostkowej o wymiarze N. x N
wierszy, ktore nie odpowiadaja tymze pozycjom.

Analogicznie, macierz Ly wybiera z dziedziny Q odpowiednie probki wektora ﬁ, ktore
stanowi¢ beda odpowiedz Q. Prébki te muszg by¢ wybrane w taki sposob, aby mozliwe byto
wyliczenie przy ich wykorzystaniu probek poél elektrycznych w Q\Q stanowigcych warunki
brzegowe (pobudzenie) dla poddziedziny Q. W przypadku, gdy siatki obu poddziedzin maja
te same parametry, odpowiedzig sg probki sktadowych stycznych pola H lezace tuz przy
granicy. Gdy siatki roznia si¢ np. gestoscig lub innymi parametrami, wybor odpowiednich
pol zalezy od metody wyliczania probek pol dla Q\Q w oparciu o probki h znajdujace sie
przy granicy.

Konstrukcja macierzy Ly przebiega w swej najprostsze]j formie identycznie jak w przy-
padku macierzy Lg — z macierzy jednostkowej o wymiarach Nj, x N;, usuwane sg wszystkie
wiersze, ktore nie odpowiadaja pozycjom odpowiedzi w wektorze h.

Macierze interpolujace

Macierze interpolujgce pozwalajg na przeliczenie probek pél pomiedzy siatkami wystepu-
jacymi w Q\Q i Q. Nazwa s,macierze interpolujgce” okresla umownie macierze Ip oraz Iy,
cho¢ zdarza si¢, iz w wyniku dziatania macierzy na wektor nie zachodzi interpolacja w
dostownym tego stowa znaczeniu!.

Gdy siatki poddziedzin Q\Q i Q maja jednakowe parametry, Iz i Iy sa macierzami
jednostkowymi i moga zosta¢ pominiete w réwnaniu (3.9). W pozostatych przypadkach
konstrukcja macierzy zwiazana jest z okreslonym algorytmem sprzegania p6l pomiedzy
siatkami o roznych parametrach. Liczba kolumn macierzy Ig réwna jest liczbie pol po-
budzajacych, a wierszy liczbie pol, ktore w Q potrzebne sa do zapewnienia warunkow
brzegowych na granicy pomiedzy podprzestrzeniami. Podobnie w przypadku Iy — liczba
kolumn réwna sie liczbie odpowiedzi z Q, zas$ wierszy liczbie probek pola H , ktore stanowic
beda warunki brzegowe dla Q\Q na granicy pomiedzy poddziedzinami Q\Q i Q. Proces
interpolacji pomiedzy siatkami o r6znej gestosci i tworzenia macierzy interpolacyjnych ma
kluczowe znaczenie dla doktadnosci i stabilnosci algorytmu. Z tego powodu opisany zostanie
w osobnym rozdziale (rozdzial 4).

'Przyjecie takiego nazewnictwa umozliwia w precyzyjny i zwarty sposéb opisaé algorytm, pomimo ze
w przypadku przeliczania pdl z siatki gestszej do rzadszej formalnie nie powinno sie¢ méwi¢ o interpolacji
lecz np. o restrykeji pdl [5].
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Tworzenie macierzy brzegowych

Macierze By i By nazywane macierzami brzegowymsi stanowia ostatni element sktadowy
macierzy sprzezen. Pozwalaja one na dotaczenie wyliczonych operatorami IgxLg oraz 1 wLpy
probek pdl stanowiacych warunki brzegowe obu poddziedzin do réwnan (3.7), (3.8) w po-
staci wektoréw €, i hy,. W wyniku dzialania B g 1 By probki te wstawiane sg do wektorow
€, i hy, na odpowiednich pozycjach i z odpowiednim znakiem.

Konstrukcja macierzy brzegowych przeprowadzana jest przy wykorzystaniu zdyskrety-
zowanych operatoréw rotacji dla poddziedzin Q\Q i Q. W celu utworzenia ma(nerzy Bp,
nalezy w pierwszej kolejnosci skonstruowac¢ dyskretny operator rotacji dla pola Ez pod-
przestrzeni uwzgledniajacy takze probki pola elektrycznego lezace na brzegu dziedziny Q
(a wiec te, ktore nie sa uwzglednione w réwnaniu (3.6)). Nastepnie, z powstalej macierzy
usuni¢te musza zosta¢ wszystkie kolumny oprocz tych, ktére odpowiadaja probkom pola
Ez poddziedziny O lezacym na granicy pomiedzy Q\Q i Qi bedacym do niej stycznymi.
Ostatnim etapem jest usuniecie wierszy otrzymanej macierzy, odpowiadajacych prébkom
pola H nie wystepujacym w wektorze h réwnania (3.6), otrzymujac ostatecznie Bp.

Sposéb tworzenia macierzy By jest naturalnym rozwinigciem przedstawionych powyzej
dziatan zastosowanych tym razem do zdyskretyzowanego operatora rotacji pola H poddzie-
dziny Q\Q ktory uwzglednia probki pola H styczne do granicy pomiedzy poddziedzinami
lezace juz w Q. Probki te stanowig warunki brzegowe dla Q\Q stad kolumny im odpowia-
dajace pozostaja w macierzy, zas reszta kolumn zostaje usunieta. Po ograniczeniu liczby
wierszy powstalej macierzy do N, poprzez pozostawienie jedynie tych, ktére odpowiadaja
probkom istniejacym w e/, uzyskuje sie macierz By 2

3.1.4 Operator globalny przestrzeni obliczeniowej z wydzielong
podprzestrzeniag

Poniewaz macierze sprzezen wigza probki pol EiH lezace przy granicy zapewniajac wa-
runki brzegowe w réwnaniach (3.7) i (3.8), mozliwe jest zapisanie operatora globalnego,
ktorego rozwiazanie bedzie identyczne z rozwiazaniem uktadu (3.1). Zapisujac réwnania
(3.7) i (3.8) z uwzglednieniem macierzy sprzezen (3.9) otrzymuje sie nastepujacy uklad
réwnan:

we = —sD,h’
Syh+Ryh = sD.¢
§Ee’ + EE‘@ = —Sﬁuﬁ
Ryh = sD.é (3.10)

2W ocenie autora implementacja macierzy brzegowych jest najbardziej wrazliwym punktem tworzenia
macierzy sprzezen, powinna wiec byé¢ przeprowadzona z duza starannoécia.
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ktory tatwo mozna zapisa¢ w postaci macierzowej jako:

eI o
Rl s ][E] o

Operator globalny zapisany za pomoca réwnan (3.11) i (3.12) reprezentuje zdyskretyzowane
rownania Maxwella w przestrzeni obliczeniowej €2 i pozwala uzyska¢ wyniki identyczne z
rozwiazaniem (3.1). Wyszczegdlnione w nim operatory poddziedziny Qi Q\Q sa ,sklejone”
poprzez macierze SriSy przeksztalcajace probki pol zawarte w wektorach €’ i h. Postaé
operatorow globalnych jest zgodna ze standardowa postacia zdyskretyzowanych réwnan
Mazwella (3.1).

3.2 Wydzielanie wielu obszaré6w podprzestrzeni ob-
liczeniowej z uwzglednieniem zagniezdzenia pod-
przestrzeni

Jedng z gléwnych zalet metody wydzielania podprzestrzeni w przestrzeni obliczeniowej
przedstawionej w (3.1) jest mozliwos$¢ jej naturalnego rozwiniecia na przypadki bardziej
ztozone. W praktyce niejednokrotnie istnieje potrzeba wydzielenia wielu podobszaréow w
jednej przestrzeni obliczeniowej, a takze mozliwosé hierarchicznego ich zagniezdzania (patrz
rys. 3.2).

3.2.1 Zagniezdzanie wydzielanych podprzestrzeni

Zagniezdzanie wydzielanych podprzestrzeni wigze sie z kilkukrotnym zastosowaniem pro-
cesu wydzielania podprzestrzeni w przestrzeni obliczeniowej. Zal6ézmy, ze w przestrzeni
obliczeniowej 2 wydzielona ma zosta¢ podprzestrzen Q, a w tej podprzestrzen Q, tak jak
przedstawione to zostalo na rys. 3.4. Jak latwo przewidzie¢, problem budowy operatora
globalnego z wydzielonymi poddziedzinami QiQ sprowadzi si¢ do konstrukeji zdyskretyzo-
wanych réwnan Mazwella dla trzech poddziedzin: Q\Q, Q\Q i Q, a nastepnie powigzania pol
brzegowych na granicach pomiedzy nimi za pomoca odpowiednich macierzy sprzegajgcych.
Poniewaz odpowiednie réwnania dla Q\Q, czyli przestrzeni obliczeniowej () z wydzielong
podprzestrzeniag Q, przedstawione zostaly wczesniej (3.4), ponizsze rozwazania ograniczo-
ne zostang jedynie do konstrukeji operatoréw i rownan dla zagniezdzonych podprzestrzeni

(Q\Q i Q) oraz globalnego operatora tak podzielonej przestrzeni obliczeniowe;.
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Rysunek 3.4: Okreslenie w przestrzeni obliczeniowej Q) poddziedzin Qi Q oraz
rozbicie problemu na poddziedziny Q\Q, Q\Q i Q.
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Operatory i r6wnania dla zagniezdzonych podprzestrzeni

Podobnie jak w przypadku pojedynczego wydzielenia podprzestrzeni, proces hierarchicz-
nego zagniezdzania rozpoczyna sie od wykorzystania réwnan dla podprzestrzeni 2 (3.8)
uwzgledniajacych warunki brzegowe dostarczone w wektorze €,. Wydzielenie w dyskretnych

operatorach poddziedziny Q podprzestrzeni Q przeprowadzane metoda projekcji wymaga,
podobnie jak w przypadku pojedynczego wydzielenia, utworzenia macierzy Pg i Py elimi-
nujacych z wektoréw € i h te probki pol, ktore leza wewnatrz Q. Projekcja zastosowana do
macierzy i wektoréw wystepujacych w (3.6) zapisana moze zostaé¢ nastepujaco:

D. = PL.D..- Py

D, = P;;-D,-Py

¢ = PL.e

h = PL.h (3.13)

Wydzielenie poddziedziny przektadajace sie¢ m.in. na usuniecie wierszy w wektorach €, i
h spowoduje réwniez nieznaczna modyfikacje macierzy sprzegajocych Sg i Sy, co mozna
przedstawi¢ za pomoca nastepujacych projekcji:

Sy =PLSe ' =SuPy (3.14)
Rownania dla podprzestrzeni Q\Q, tj. podprzestrzen obliczeniowej Q2 usunieta podprze-
strzenia Q mozna wiec zapisaé jako:
& +Rje = —sD,b'

h,+Rh' = sD'& (3.15)
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gdzie wektor h, dodany do drugiego uktadu rownan dostarcza powyzszym rownaniom wa-
runkéw brzegowych na granicy pomiedzy dziedzinami Q\Q i Q otrzymanych z probek pol
H znajdujacych sie wewnatrz poddziedziny Q Liczba zmiennych w wektorach i macierzach
rownan (3.15) zostata zmniejszona w wyniku projekcji z N,, N, (réwnania (3.8)) do N’
Ny N/

Do uzyskania pelnego opisu zachowania sie pél w przestrzeni obliczeniowej (2 podzie-
lonej na trzy poddziedziny niezbedne jest zapisanie ostatniego zestawu zdyskretyzowanych

rownan Mazwella stusznego w przestrzeni obliczeniowej €

éb—l-/R\Eé = —Sﬁuﬁ
Ryh = sD.é (3.16)

w ktorych wektor e zawiera warunki brzegowe dla poddziedziny 52 obliczone z prébek
pola E podprzestrzeni Q\Q lezacych na granicy pomiedzy Q\Q a Qi stycznych do niej.
Zgodnie z przyjetym schematem oznaczen liczba zmiennych opisujacych pole elektryczne i

magnetyczne wynosi odpowiednio N, e i N, h-

Operator globalny dla przestrzeni obliczeniowej z zagniezdzonymi podprze-
strzeniami

Opis zachowania sie poél elektromagnetycznych w przestrzeni obliczeniowej podzielonej na
trzy podprzestrzenie za pomocg operatora globalnego wymaga skorzystania ze zdyskrety-
zowanych rownan Mazwella sformutowanych dla kazdej podprzestrzeni. Dodatkowo, w celu
zachowania ciagtosci pol, nalezy zapewni¢ odpowiednie warunki brzegowe na granicach
O\Q-O\Q oraz O\Q-Q, ktére reprezentowane sa przez wektory &, hy, & i hy, wystepujace
w réwnaniach (3.7), (3. 15) i (3.16). Podobnie jak w przypadku wektoréw @, i h;, opisanych
réwnaniami (3.9), wektory € € i h,, okresla sie¢ w oparciu o probki sktadowych stycznych pél

EiH lezace na granicy Q\Q—Q lub w jej bezposrednim poblizu. Wektory e, i h, wyznaczy¢

mozna wiec z € oraz h przy wykorzystaniu macierzy sprzegajgcych §E i §H jako:
8 — Bulpls & — Sp& by — Bylyly - h—Suh (3.17)

gdzie poszczegbdlne macierze sktadowe okreslane sa w sposéb podany w podrozdziale 3.1.3
niniejszej pracy.

ASforAInulowanie zdyskretyzowanych rownan Mazwella opisujacych poddziedziny Q\Q,
O\Q i Q za pomoca réwnan (3.7), (3.15), (3.16) umozliwia skonstruowanie operatora glo-
balnego dziatajacego w podzielonej przestrzeni obliczeniowej €. Uwzgledniajac dodatkowo
(3.9) oraz zaleznosci (3.14) i (3.17) zapewniajace ciagto$¢ pél na granicach pomiedzy pod-
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dziedzinami mozna zapisa¢ operator globalny w uniwersalnej macierzowej postaci:

R, 0 o D, 0 b
S, Ry 0 lé'] ==s| | D, 0O h' (3.18)
0 Se Rg e 0 D, h
R, S, 0 h' D’ 0 e
é/

R, S h' _ D 0
0 H QH N 5 0 £ = l
0 Ry h 0 D.

Powyzszy sposob budowania operatoréw w przypadku zagniezdzenia wydzielanych pod-
przestrzeni moze zostac¢ tatwo uogolniony i zalgorytmizowany w postaci rekursywnie wy-
konywanej procedury. Podczas implementacji nalezy zwréoci¢ uwage na kolejno$é¢ dziatan,
ktora jest zdeterminowana przez sposéb budowania operatora globalnego — budowanie ope-
rator6w i macierzy projekcji rozpoczyna sie od bazowej przestrzeni obliczeniowej (tu Q\Q),
za$ samo skladanie operatora globalnego nastepowa¢ musi od podprzestrzeni najbardzie]

] (3.19)

@)

zagniezdzonej (w tym przypadku Q)

3.2.2 Wydzielanie wielu podprzestrzeni

W praktycznych zastosowaniach niejednokrotnie istnieje potrzeba wydzielenia w przestrzeni
obliczeniowej () wiecej niz jednej poddziedziny. Dzieki ogdlnosci prezentowanej metody
mozliwe jest to poprzez nieznaczng jedynie modyfikacje algorytmu wydzielania pojedynczej
podprzestrzeni.

Zat6ézmy, iz w przestrzeni obliczeniowej 2 wydzielone zostaly podprzestrzenie Ol 02
(patrz rys. 3.5). Zgodnie z wezesniejszymi ustaleniami z réwnar (3.1) opisujacych zachowa-
nie sie p6l w petnej dziedzinie €2 usuniete muszg by¢ wszystkie zmienne lezace wewnatrz QO

-

~2
Q > 0\0 &

Rysunek 3.5: Przestrzen obliczeniowa {2 z okreslonymi granicami poddziedzin Qi
0?2 oraz jej rozbicie na poddziedziny Q\Q, Q! i Q2.
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i 02, Dokonujgc projekeji ortogonalnej otrzymamy réwnania o postaci (3.4) opisujace pola
wewnatrz Q\Q 3. Poniewaz w tym przypadku istnieja dwie wydzielone podprzestrzenie,
zdyskretyzowane rownania Mazwella beda miaty postac:

p€ = —sD,h’
h, + hi + Rjyh' = sDle (3.20)
gdzie wektory h; i hi dostarczaja niezbednych warunkéw brzegowych przestrzeni Q\Q

wykorzystujac zdyskretyzowane probki pol magnetycznych z Ol 02
Dla poddziedzin Q' i Q2 otrzymuje sie dwa zestawy rownan Mazwella:

el +RLe! = —SDiﬁl
RLh' = sD'& (3.21)
62 + R2e? = —sﬁiﬁQ
R3h?> = sD%? (3.22)

gdzie indeks 1 i 2 odpowiada operatorom i probkom pola odpowiednio z Qi QQ, a wektory
e} i €7 obliczone z prébek pola elektrycznego z Q\Q dostarczaja odpowiednich warunkéw
brzegowych dla Q1 i Q2.

Poprzez wektory brzegowe wystepujace w (3.20-3.22) nastepuje ,sklejenie” wydzielo-
nych poddziedzin z przestrzenia obliczeniowa Q\Q Wymaga to znalezienia zaleznosci po-
miedzy wektorami brzegowymi, a odpowiednimi prébkami pol wystepujacymi w dziedzinach
O\Q, Q''i 02, za pomoca macierzy sprzezeni (patrz 3.1.3) w nastepujacy sposob:

h) =Shh' h2=S%2h* @& =Ske @& =S¢ (3.23)
Zapisanie réwnan (3.20), (3.21), (3.22) i (3.23) w zwartej formie umozliwia utworzenie

operatora globalnego operujacego w calej przestrzeni obliczeniowej €2 z wydzielonymi pod-
przestrzeniami Q' i OQ2:

R, 0 0 e ‘D, 0 0 b’
SL RL 0 & | ——s| 0 D, 0 h! (3.24)
S2 0 R%||é@ L0 0 D2 | | h?
v Sk Su [ YW (DL 0 0 e
0 R 0 h!|=s| 0 D! o0 ||é (3.25)
0 0 R%L||h 0 0 D2J|¢@

Powyzsza postac operatora globalnego moze by¢ uzyta rowniez w przypadkach, gdy cata
przestrzen obliczeniowa ) podzielona jest na podprzestrzenie, tj. gdy Q\Q = 0.

3Dla tego przykladu Q = Q! |J Q2
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Rysunek 3.6: Przestrzen obliczeniowa () podzielona na dwie poddziedziny O
2, ktére catkowicie ja wypelniaja. Probki pola z Q wystepuja jedynie na granicy
pomiedzy podprzestrzeniami. Strzatkami oznaczono probki sktadowych pola E| za$
kropkami prébki sktadowej H, pola magnetycznego.

Podzial calej przestrzeni obliczeniowej na podprzestrzenie

Podzial calej przestrzeni obliczeniowej na podprzestrzenie jest szczegdlnym przypadkiem
wydzielania wielu podprzestrzeni w €2 i umozliwia pokrycie makromodelami calej przestrze-
ni obliczeniowe;].

Zatézmy, ze dziedzine ) dzielimy na poddziedziny Qi O? w taki sposob, ze pokry-
waja one cala przestrzen obliczeniowa (patrz rys. 3.6). Poniewaz Q\Q = 0, po projekcji
wyjsciowych dyskretnych réwnan Mazwella (3.20) jedynymi zmiennymi, ktére nie zostana
usuniete beda probki pola elektrycznego lezace na granicy pomiedzy Qri0%i jednoczesnie
styczne do niej. Po projekcji uktad réwnan (3.20) zredukuje sie wiec do:

h; +h; = sDle (3.26)
Uwzgledniajac zdyskretyzowane réwnania Mazwella (3.21) i (3.22) dla poddziedzin Q' i 02
oraz zaleznosci (3.23) zapewniajace ciaglo$¢ pél na granicy pomiedzy dziedzinami otrzy-
mujemy zmodyfikowany, w stosunku do (3.24) i (3.25), operator globalny dla € z dwoma
poddziedzinami catkowicie go wypelniajacymi:

SL RL o0 ]| % D, o ][Q

> { __ — |2 3.27
lS% 0 RL|| % Lo D)W (3:27)
Sllq SJQLI DIE 0 0 e

—~ Al —~
Ry 0 l EQ ] =s| 0 DI 0O e! (3.28)
0 R% 0 0 D? e’
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Jak latwo zauwazy¢ powyzsza postaé jest inna, niz (3.11) i (3.12). Oznacza to, ze choé
podzial catej przestrzeni obliczeniowej na dwie poddziedziny utozsamia¢ mozna z wydzie-
leniem jednej poddziedziny w €, to jedynie réwnania (3.27) i (3.28) umozliwia p6Zniejsze
pokrycie 2 w catosci dwoma i wiecej makromodelami.



Rozdziat 4

Metody sprzegania podprzestrzeni
pokrytych siatkami o réznej gestosci

Sprzeganie pol pomiedzy poddziedzinami, w ktérych wykorzystuje sie rézne kroki dyskre-
tyzacji przestrzeni, jest jednym z kluczowych zagadnien analizy pol elektromagnetycznych
metodami réznicowymi. W szczegdélnosci problem ten dotyczy wykorzystania technik re-
dukcji rzedu modelu. Prawidtowo przeprowadzona interpolacja i sprzezenie pol dla siatek
Yee réznej gestosci umozliwia uzyskanie wynikéw o zwiekszonej doktadnosci, przy wykorzy-
staniu lokalnie zageszczonych podprzestrzeni. Ponadto dzigki zagniezdzaniu podprzestrzeni
mozna uzyska¢ bardzo wysokie wspotezynniki zageszezenia (rzedu tysiecy w dwoch wymia-
rach i kilkudziesieciu w trzech wymiarach).

Metody sprzegania pél z réznych poddziedzin sa podstawowym zagadnieniem techniki
lokalnego zageszczania siatki Yee (ang. subgridding), ktéra stuzy poprawianiu doktadnosci
klasycznych schematéw réznicowych. Jakosé tych metod mozna okresli¢ badajac poziom
odbi¢ fali elektromagnetycznej od granicy pomiedzy poddziedzinami o réznych gestosciach
siatki. Techniki sprzegania p6l wykorzystujace interpolacje liniowa [8,10,31,80,81] charak-
teryzuja sie stosunkowo wysokimi poziomami odbi¢ (od —20dB do —40dB) juz dla wspo6t-
czynnika zageszczenia siatki w lokalnej poddziedzinie » = 2 lub r = 3. Interpolacja na
granicy Q\Q- za pomocy funkeji gladkich [58] charakteryzuje sic niskimi odbiciami, lecz
jej zapis dla dowolnego wspotczynnika zageszczenia w postaci macierzy nie jest mozliwy.
Interpolacja ta nie moze by¢ wiec stosowana razem z technikami redukcji rzedu modelu.

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang trzy algorytmy wykorzystujace interpo-
lacje liniowa pozwalajace na sprzezenie pomiedzy poddziedzinami. Pierwszy z nich gwaran-
tuje stabilnos¢ algorytmu réznicowego, drugi charakteryzuje sie bardzo niskimi odbiciami
od granicy Q\Q—Q, a trzeci jest potaczeniem dwoch poprzednich. Kazdy z algorytmow
przedstawiony zostal najpierw w dwuwymiarowym algorytmie réznicowym o polaryzacji
TE i TM, co utatwia jego implementacje dla przypadku analizy trojwymiarowe;.

62



Rozdziat 4  Metody sprzegania podprzestrzeni pokrytych siatkami o réznej gestosci 63

4.1 Stabilny algorytm interpolacji na granicy pomie-
dzy podprzestrzeniami

Pierwszy stabilny algorytm interpolacji liniowej, pomiedzy polami przy granicy siatek o
réznych krokach dyskretyzacji przestrzeni, zostal zaproponowany przez grupe Weilanda [81]
i jest obecnie jednym z najbardziej popularnych algorytméw wykorzystywanych w metodzie
roznic skonczonych. Do jego niewatpliwych zalet nalezy prostota implementacji stanowiaca
czesto kluczowy aspekt podczas tworzenia algorytmu réznicowego.

Najwieksza zaleta subgriddingu opartego na interpolacji liniowej jest to, ze przy zacho-
waniu odpowiednich warunkéw odnosnie kroku czasowego, iteracyjny schemat réznicowy
zawierajacy lokalnie zageszczong siatke Yee jest stabilny [31,60,81]. Dla tego przypadku
stabilnosé schematu moze zosta¢ matematycznie udowodniona [43, 60, 81].

4.1.1 Stabilno$¢ schematéw iteracyjnych wykorzystujacych wy-
odrebnione podprzestrzenie

Warunki dla jakich iteracyjne schematy réznicowe wykorzystujace wydzielone poddziedzi-
ny sg stabilne mozna tatwo uzyska¢ wykorzystujac zapis operatorowy algorytméw réznico-
wych. Schematy wykorzystujace wydzielenie podprzestrzeni Q) w przestrzeni obliczeniowej
Q) opisane za pomoca operatoréw globalnych o postaci (3.11) oraz (3.12), sa stabilne jezeli
macierze sprzegajgce spelniaja nastepujacy warunek [43,45]:

Sp =84 (4.1)
Mozna udowodnié¢, ze warunek stabilnosci mozna uogélnic¢ do:
Sp=a-8% (4.2)

gdzie « jest dowolng liczba rzeczywista.

Na podstawie warunku (4.2) mozna uzyskaé¢ wytyczne do konstrukeji stabilnych algoryt-
méw iteracyjnych wykorzystujacych sprzezenia podprzestrzeni obliczeniowych. Analizujgc
réwnanie (4.2), korzystajac z zaleznosci (3.9) mozna tatwo zauwazy¢, ze proces sprzegania
podprzestrzeni wigze si¢ z nastepujacymi dziataniami:

e wybranie probek pola elektrycznego z podprzestrzeni Q\Q, ktore biorg udziat w sprze-
zeniu z podprzestrzenia 2 (macierz Lg),

e interpolacja probek pola w Qna podstawie wybranych probek pola Ez podprzestrzeni
O\Q (macierz Ig),

e wyznaczenie probek pola Hw podprzestrzeni Q, ktore zostang pobudzane za pomoca
wyznaczonych w poprzednim kroku probek pola elektrycznego (macierz Bp)
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Rysunek 4.1: Graficzna ilustracja sprzegania poddziedzin Q\(AZ i Q) za pomoca ma-

cierzy SpiSy dla wspotczynnika zageszczenia r = 1 w dwuwymiarowym proble-
mie réznicowym (polaryzacja TM ). Kolorem jasnoszarym zaznaczono probki pola

z poddziedziny Q\ﬁ

e wybranie probek pola magnetycznego z Q, ktore uzyte zostang do wyznaczenia wa-
runkéw brzegowych dla poddziedziny Q\2 (macierz Ly ),

e wyznaczenie wartoéci probek pola magnetycznego w Q\Q (macierz 1),

e okreslenie wptywu wyznaczonych w poprzednim kroku prébek pola magnetycznego
na probki pola E podprzestrzeni Q\Q (macierz By).

Wszystkie przedstawione powyzej dziatania uwzglednione sa w macierzach sprzegajg-
cych. Aby okresli¢ zaleznosci pomiedzy budowa macierzy Sk iSu, a stabilnoscig iteracyj-
nego algorytmu réznicowego, przeanalizowane zostana dwa przypadki — wydzielenie pod-
przestrzeni bez zageszczenia oraz wydzielenie podprzestrzeni z zageszczeniem.

Wydzielenie podprzestrzeni bez zageszczenia

Jezeli wydzielona poddziedzina nie jest zageszczana w stosunku do przestrzeni obliczeniowe;j
), macierze interpolujgce sa macierzami jednostkowymi. Wybranie odpowiednich pél za
pomoca macierzy Lg i Ly oraz pobudzenie poprzez B e, By prowadzi zatem do macierzy Sg
i Sy zbudowanych z 1 i —1 umieszczonych na odpowiednich pozycjach. Graficzna ilustracja
dziatania macierzy sprzegajgcych przedstawiona zostata na rys. 4.1. Zgodnie z postacia
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macierzy S g, probka pola elektrycznego przestrzeni Q\Q E.(3) jest uzywana (ze znakiem
ujemnym) do obliczenia probki H,(1) poddziedziny 2. Podobnie probka E.(4) bedzie uzyta
do obliczenia H,(2). Odpowiednie réwnania z (3.11) zwigzane z probkami H,(1) i H,(2)
majg postac:

—

~E.(3)+ E.
~E,(4) + E,

Analogicznie, z macierzy Sy (patrz rys. 4.1) wynika, ze probki H,(1)i H,(2) poddziedzi-
ny {2 wykorzystywane sg (ze znakiem ujemnym) do wyznaczenia probek pol podprzestrzeni
O\Q — odpowiednio E,(3) i E,(4), a odpowiednie réwnania z (3.12) maja postac:

Hp — H,(2) + H,(3) — Hy(1) = se.(3)A- E,(3)

Hp — Hy(3) + Hy(4) — T,(2) = se.()A- E.(4) (4.4)

W przypadku braku zageszczenia, wydzielenie podprzestrzeni Q i budowa operatora
globalnego sa rownowazne permutacji oryginalnych operatorow przestrzeni obliczeniowej €.
Oznacza to, ze wynikowy schemat iteracyjny bedzie stabilny. Warto jednak przy tej okazji
zaznaczy¢, ze spelnienie warunku stabilnosci (4.1), ktéry potwierdza stabilnosé algorytmu
roznicowego, zwigzane jest Sci¢le ze sposobem konstrukeji macierzy sprzezen, na co naj-
wiekszy wplyw ma odpowiednia numeracja probek pol i weztéw siatki. Jezeli macierzom
Sy i Sy nie nada sie odpowiedniej struktury, to oczywiscie wynikowy algorytm FDTD
pozostanie stabilny, ale nie bedzie spetniony warunek (4.1), a co za tym idzie, faktu stabil-
nosci nie da sie w prosty sposéb potwierdzi¢, o ile nie zostanie podana odpowiednia macierz
permutacji.

Istnieje jednak alternatywne podejscie, ktore wynika z warunku (4.1), ale mozna je
zastosowa¢ gdy nie jest znana permutacja kolumn prowadzaca do tej zaleznosci. Nieze-
rowe elementy macierzy Sp i Sy mozna uwazaé za wspdlezynniki sprzeZenia (oznaczane
dalej jako ¢) pomiedzy prébkami pél E, H podprzestrzeni Q\Q oraz Q. Probki E.(3) i
E.(4) poddziedziny Q\@\ sprzegaja si¢ wige, ze wspolczynnikiem sprzezenia ¢ = —1, od-
powiednio z prébkami H,(1) i H,(2) podprzestrzeni Q, co wynika z formy macierzy Sy
(patrz rys. 4.1). Analogicznie, probki H, (1) i H,(2) sprzegaja sie z probkami E.(3) i E,(4)
(¢ = —1). W ogdlnosci, bazujac na réwnaniu (4.2), mozna stwierdzi¢, ze schemat iteracyjny
stworzony w oparciu o operatory globalne dane réwnaniami (3.11) i (3.12) bedzie stabilny,
jezeli wspotczynniki sprzezenia pomiedzy probkami pol E podprzestrzeni Q\Q, a probkami
pol H podprzestrzeni Q sg takie same co do znaku i przeskalowane a-krotnie. Ta zasa-
da wzajemnodci, ktéra stanowi naturalny element schematu réznicowego (jest spelniona
dla standardowego schematu FDTD), zostala wykorzystana do implementacji stabilnego
subgriddingu w [31]. W [31] znalez¢ mozna réwniez doktadnie opisana zasade wzajemnosci,
ktora uzasadniona zostata za pomoca schematow zastepczych zawierajacych m. in. zyrator.
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Rysunek 4.2: Graficzna ilustracja sprzegania poddziedzin Q\(AZ i Q) za pomoca ma-

cierzy SpiSy dla wspotczynnika zageszczenia r = 3 w dwuwymiarowym proble-
mie réznicowym (polaryzacja TM). Kolorem jasnoszarym zaznaczono probki pola

z poddziedziny Q\ﬁ

Wydzielenie podprzestrzeni z zageszczeniem

Zageszczenie siatki Yee w podprzestrzeni wydzielonej z ) oznacza, ze macierze interpolujg-
ce nie beda macierzami jednostkowymi, a liczba probek zwigzanych z procesem sprzegania
operatorow Q\Q i Q bedzie r6zna w kazdej z poddziedzin. Dla tego przypadku, wyko-
rzystanie przedstawionej powyzej zasady wzajemno$ci umozliwi weryfikacje czy okreslony
sposob sprzegania operatorow podprzestrzeni nie zaburzy stabilnosci wynikowego schematu
iteracyjnego.

Przedstawiony na rys. 4.2 fragment dwuwymiarowej siatki Yee, w okolicy rogu wydzielo-
nej podprzestrzeni Q, stanowi ilustacje zasady wzajemnosci dla r = 3. Widoczne na rysunku
probki pola elektrycznego podprzestrzeni Q\Q sprzegaja sie z probkami pola magnetycz-
nego podprzestrzeni Q ze wspotczynnikami sprzezenia :I:%, :I:%, :I:% (sposéb wyznaczania
wspotczynnikow sprzezenia przedyskutowany zostanie w dalszej czesci rozdziatu). 7 takimi
samymi wspotczynnikami wystepuja sprzezenia odwrotne, tj. od probek pola H 7z Q do
probek pola Ez Q\Q Oznacza to, ze spelniony bedzie warunek dany zaleznoscia (4.2) dla
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a = 1. Warto przy tym zaznaczy¢, ze zasada wzajemnosci jest warunkiem wystarczajacym,
a wiec odstepstwa od niej, nie muszg prowadzi¢ do niestabilnosci w iteracyjnych schematach
roznicowych.

4.1.2 Interpolacja liniowa w dwuwymiarowym algorytmie rézni-
cowym

Laczenie pol na granicy poddziedzin pokrytych siatkami o réznej gestosci, przy wyko-
rzystaniu interpolacji liniowej, mozna przedstawi¢ w prosty sposob dla dwuwymiarowych
algorytmow réznicowych. Warto przy tym zaznaczy¢, ze jednoznaczne okreslenie sposobu
przeprowadzania wyliczen poél lezacych na granicy pomiedzy siatkami dyskretnymi dla po-
laryzacji TE i TM w dwéch wymiarach umozliwia zwykle implementacje tegoz algorytmu
w trojwymiarowych schematach réznicowych.

Dwuwymiarowy schemat ré6znicowy - polaryzacja TE

Dyskretne réwnania Mazwella dla polaryzacji TE maja posta¢ dana réwnaniami (2.101),
(2.102). Przyktadowa dwuwymiarowa siatka Yee, dla tej klasy zagadnieri, przedstawiona
zostata na rys. 2.10, gdzie probki sktadowych pola elektrycznego leza w ptaszczyznie XOY,
zas probki H, skierowane sg prostopadle do plaszczyzny siatki.

Wydzielenie podprzestrzeni Q2 (), a nastepnie r-krotne zageszczenie Q wymaga okresle-
nia w macierzach sprzegajgcych Sk iSy (patrz zalezno$¢ (3.9)) macierzy interpolujgcych,
ktére dla r # 1 nie beda macierzami jednostkowymi. Rozwazmy siatke Yee na granicy
pomiedzy podprzestrzeniami Q\Q iQ przedstawiona na rys. 4.3.
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Rysunek 4.3: Przypadek lokalnego zageszczenia dwuwymiarowej siatki Yee (r = 3)
dla polaryzacji TFE.
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Rysunek 4.4: Graficzna ilustracja interpolacji pola elektrycznego na granicy pomie-
dzy poddziedzinami.

Wyznaczanie macierzy Sp.  Macierz S g Opisuje zwigzek pomiedzy probkami pola E
w podprzestrzeni Q\Q a probkami pola H w poddziedzinie Q. Poniewaz w poddziedzinie
Q probki pola elektrycznego lezace na granicy nie sa obliczane, musza by¢ wyznaczone z
istniejacych na granicy Q\Q O probek pola elektrycznego z Q\Q ktore po interpolacji sa
warunkiem brzegowym dla obszaru Q. Przyjmujac interpretacje catkowa pdl widocznych
na rys. 4.4 mozna zapisa¢ nastepujace rownanie:

/415.&2: YEodl+ 3E~afl+/4ﬁ-cfz (4.5)
ktore z kolei pozwala utworzy¢ zaleznos¢ wiazaca probki pola elektrycznego:
E.(1)-A=E,(1)-A+E,(2)- A+ E,(3)-A (4.6)

Na podstawie powyzszych relacji uzyskuje sie [80] sposéb wyznaczania probek pola E
jako:

~

E,(1)-A = %Ex(l) A B, (2)-A=ZE,(1)-A  E,3)-A= %Ex(l) A (4.7)

lub inaczej:
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Rysunek 4.5: Graficzna ilustracja interpolacji pola magnetycznego na granicy po-
miedzy poddziedzinami.

N

Wyznaczanie macierzy Sy. Macierz Sy okresla zwiazek probek pola H wewnatrz za-
geszezonej podprzestrzeni z probkami pola elektrycznego poddziedziny €2 na granicy Q\Q—
Q). Poniewaz w podprzestrzem Q\Q nie WystquJQ probkl pola magnetycznego pozwalajace
na obliczenie probek E lezacych na granicy Q\Q Q (patrz rys. 4.3), musza by¢ one otrzy-
mane 7z proébek poddziedziny Q. W stabilnym schemacie, opartym o interpolacje liniows,
wykorzystywane sa do tego probki pola magnetycznego lezace tuz przy granicy Q\Q—Q
widoczne na rys. 4.5.

Podobnie jak w przypadku pola elektrycznego, wykorzystanie interpretacji catkowej pro-
wadzi do réwnania pozwalajacego obliczy¢ pole magnetyczne H.,(2), ktore stanowi warunek
brzegowy podprzestrzeni Q\Q, jako:

—

H.(2)- (A) +

—~

Uzywajac jedynie probek pol uzyskuje sie:

YH.0)+ 2E.2) + 2E.3) (4.10)

H,(2) =
2) 3 3 3

W przypadku innych wspotezynnikéw zageszczenia siatki » w obliczeniach uzywane
bedzie r probek pdl siatki podprzestrzeni Q, a wspOtezynniki w zaleznosei (4.10) réwne beda
%. Tak dziatajacy algorytm interpolacji pél pomiedzy poddziedzinami pozwala stworzy¢
macierze sprzezen, ktore spetniaja warunek stabilnosci (4.2) ze wspo6tezynnikiem o = %
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Rysunek 4.6: Sprzezenia pomiedzy prébkami pola E i H na granicy Q\Qfﬁ dla
stabilnej polaryzacji TE.

Zwigzek z zasadq wzajemnosct. Rozwazmy przedstawiona na rys. 4.6 wzajemnag re-
lacje pomiedzy pobudzeniem E,(1), a probkami H, (1), H, (2) oraz H, (3), z ktorych uzyski-
wana jest odpowied?Z H,(2). Prébka H, (1) obliczana jest przy wykorzystaniu probki E,(1)
(patrz rys. 4.4). Zwiazek pomiedzy E,(1) = E, (1) i H, (1) tworzy sie poprzez relacje (4.8),
a wiec wspotczynnik sprzezenia wynosi 1. Podobne zaleznosci wystepuja réwniez pomiedzy
E,(1) a H,(2) oraz H.(3).

Z drugiej strony probka E,(1) obliczana jest za pomoca odpowiedzi H, (2) otrzymywanej
z relacji (4.10). Oznacza to, ze sprzezenia pomiedzy probkami H. (1), H.(2), H.(3) a E,(1)
WYNOSZg .

Poniewaz wspdlczynniki sprzezenia pomiedzy FE,(1) a prébkami ff\z(l), f{\Z(Q), H\Z(B)
wynosza 1, a sprzezenia odwrotne % (patrz rys. 4.6), speliona jest zasada wzajemnosci, a
wynikowy algorytm FDTD bedzie stabilny.

Dwuwymiarowy schemat ré6znicowy - polaryzacja TM

Dla polaryzacji TM dyskretne rownania Maxwella na dwuwymiarowej siatce Yee, pokazanej
na rys. 2.11, majg posta¢ (2.103), (2.104). Przejscie pomiedzy poddziedzinami Q\Q i Q,
ktore przedstavvlono na rys. 4.7, odbywa¢ sie bedzie réwniez przy wykorzystaniu probek
pola Ez Q\Q i probek HzQ W tym przypadku jednak, ze wzgledu na fakt, iz mterpolaqa
nie bedzie przebiega¢ wzdluz lini pola elektrycznego, do uzyskania probek pola E w Q
zastosowana zostanie interpolacja liniowa [31,80].

Analizujac przedstawiony na rys. 4.8 fragment dwuwymiarowej siatki Yee w okolicy
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O\O

T granica Q\Q— O

Rysunek 4.7: Lokalne zageszczenie dwuwymiarowej siatki Yee (r = 3) dla polary-
zacji TM.

granicy Q\Qfﬁ tatwo zauwazy¢, ze stosujac interpolacje liniowa, przy uwzglednieniu in-
terpretacji catkowej probek pdl, uzyskuje si¢ nastepujacy algorytm wyznaczania probek
brzegowych dla poddziedziny 2:

2

E.(1) = gEz(l)Jr%Ez(Q)

B.(2) = SB(1)+2E(2)

.(3) = E.(2)

B.(4) = §E2(2)+%Ez(3)

B.(5) = 1B.2)+ .09 (4.11)

Powyzsze relacje wykorzystane sa do utworzenia macierzy Sk, przy czym przyktadowe
wspolczynniki sprze¢zenia np. pomiedzy probka £, (2) a piecioma prébkami pola Hz pod-
przestrzeni ) (H (1)- H, (5)) wynoszg kolejno: —z, —2, =2, —2 —2 (patrz rys. 4.8).

Aby utworzy¢ macierz Sy nalezy znalezé¢ zwiazek pomiedzy probkaml poddziedziny Q
z ktorych tworzona jest odpowiedz, a probkami pola E w podprzestrzeni Q\Q polozony—

mi na granicy Q\Q Q, stanowigcymi pobudzenie. Rozwazmy sytuacje przedstawiona na
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T granica Q\ﬁ—ﬁ

Rysunek 4.8: Fragment siatki Yee w okolicy granicy pomiedzy poddziedzinami ilu-
strujacy interpolacje prébek pola E. Dodatkowo zaznaczone zostaty wartosci wspdi-
czynnikéw sprzezenia pomiedzy pobudzeniem E.(2) a probkami H,(1)-H,(5).

E-(1) ¢

FO)

OO

Hx(2)

E»(2) /

Ez(3) o
B granica QO-08

Rysunek 4.9: Ilustracja wyznaczania probek pola magnetycznego na granicy po-
miedzy poddziedzinami dla polaryzacji T'M. Dodatkowo przedstawiono wartosci

wspélezynnikow sprzezenia pomiedzy probkami I?[x(l)fﬁx(@ a pobudzeniem E,(2).
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Rysunek 4.10: Wyznaczanie pola magnetycznego na rogu wydzielonej poddziedziny
dla polaryzacji T'M.

rys. 4.9. Skladowg . (2) oblicza sie Wykorzystujqc probke H,(2), ktorg trzeba wyznaczy¢
wewnatrz siatki Q. Brzegowe probki pola H stanowiace odpowiedZ skierowane sg wzdtuz
granicy pomiedzy Q\Q a (), tak jak to pokazano na rys. 4.9. Z rysunku wynika, ze probka
H,(2) bedaca jedna z probek brzegowych podprzestrzeni O\Q, moze zosta¢ wyznaczona
na przyklad jako suma pol H,(2), H,(3) i H,(4). Takie wyliczenie probki H,(2), cho¢ for-
malnie poprawne, prowadzi¢ bedzie do naruszenia zasady wzajemnosci, gdyz probki H,(1)
i H,(5) nie beda sie sprzegaé z probka F,(2), choé ta sprzega sie z nimi (patrz rys. 4.8).
Aby odzwierciedli¢ te relacje i w konsekwencji uzyska¢ stabilno$¢ wynikowego algorytmu
roznicowego, probki pola magnetycznego wyznaczane sa za pomocg zaleznosci:

1~ 2~ 3~ 2~ 1~

9 9 9 9 9

W przypadku rogéw podprzestrzeni Q, sposob uzyskiwania elementéw macierzy Sy ule-

ga nieznacznej modyfikacji, co przedstawiono na rys. 4.10. Istotne jest wyznaczenie probki
pola E.(1). Cho¢ istniejace probki pola magnetycznego H, (1) oraz H,(1) wraz z innymi
préobkami podprzestrzeni Q\Q pozwalaja obliczy¢ narozne probki pola elektrycznego, zacho-
wanie stabilnosci wynikowego algorytmu FDTD wymaga uwzglednienia probek odpowiedzi
podprzestrzeni Q. Oznacza to, ze probki H.(1) i H! ,(1) wyznaczone za pomoca zaleznosci:

H(1) = %E@) + gﬁxu)
(1) = ST,(2) + 27,1

(4.13)

sa nastepnie uzywane do obliczania naroznej probki E, (1) poprzez dodanie ich odpowiednio
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do probek H,(1) i H,(1). W efekcie z (3.12) uzyskuje si¢ nastepujace réwnanie zwigzane z
probka narozna F.(1):

Hyp — (Hy(1) + Hy (1)) — Hyp + (Hy(1) + H, (1)) = se.(1)A - E.(1) (4.14)

W przypadku zageszczenia wiekszego, niz trzykrotne, odpowiednie wspotczynniki w
rownaniu (4.11) wynosza: L, 2.2, za$ w zaleznosciach (4.12) oraz (4.13): &, 2.5 W
rezultacie macierze sprzezen beda wiec dla kazdego r spelniaty warunek (4.2) ze wspét-
czynnikiem o = 1 (patrz rys. 4.8 i 4.9), dzieki czemu wynikowy schemat FDTD bedzie

;
stabilny.

4.1.3 Interpolacja liniowa w trojwymiarowym algorytmie rézni-
cowym

Analiza algorytmu interpolacji liniowej dla przypadku dwuwymiarowego problemu rozni-
cowego o polaryzacjach TE oraz T'M pozwala na stworzenie algorytmu operujacego na
tréjwymiarowej siatce Yee. Przypadek tréjwymiarowej przestrzeni obliczeniowej €2, w kto-
rej wydzielona zostata przestrzen Q, przedstawiono na rys. 4.11. Oznaczone szarym kolorem
plaszczyzny stanowigce granice pomiedzy poddziedzinami Q\Q i 0 pokrywaja sie z weztami
pola elektrycznego przestrzeni obliczeniowej €2.

Lezace na granicy pola elektryczne stanowia pobudzenie podprzestrzeni Q (patrz rys.

P

o)

O\Q

Rysunek 4.11: Wtaczona do podprzestrzeni Q\(AZ podprzestrzen Q dla wspotezyn-
nika zageszczenia r = 3. Linie ciagle pokrywaja sie z probkami pola elektrycznego,

podczas gdy linie przerywane z prébkami pola H.
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Rysunek 4.12: Wyznaczanie macierzy Sg. Probki podprzestrzeni Q\Q, ktore stano-

wia pobudzenie poddziedziny Q. Szara plaszczyzna stanowi granice Q\ﬁfﬁ, ktora
zawiera pola pobudzajace.
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Rysunek 4.13: Rysunek pomocniczy dla okredlenia macierzy Spy. Wyznaczone z
probek podprzestrzeni O probki pola magnetycznego bedace odpowiedzig poddzie-
dziny Q ktore razem z probkaml nalezacymi do Q\Q pozwalaja wyliczy¢ probki
pola E lezace na granicy Q\Q Q.

4.12). Ich wybranie z wektora e za pomoca macierzy L, a nastepnie interpolacja (mac1erz
Ir) pozwoli, poprzez macierz B B, zapewni¢ warunki brzegowe dla podprzestrzeni Q\Q
W podobny sposob okresla sie prébki pola magnetycznego stanowiace odpowied? pod-
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Rysunek 4.14: Interpolacja probek pola elektrycznego podprzestrzeni Q przy uzy-

ciu dwéch sasiednich prébek z poddziedziny Q\Q. Po prawej stronie ukazany jest
przestrzenny zasieg prébek interpolowanych przy uzyciu E,(2).

przestrzeni Q (patrz rys. 4. 13). Wybranie probek pola H z ptaszczyzny znajdujacej sie
najblizej granicy Q\Q O przy uzyciu macierzy Ly, pozwala wyznaczy¢ z nich (ma01erz Iy)
widoczne na rys. 4.13 probki stanowiace warunki brzegowe poddziedziny Q\Q, ktore zo-
stang nastepnie sprzezone z probkami pola elektrycznego z podprzestrzeni Q\Q za pomocy
macierzy By.

Macierz Sg. Zgodnie z metodologia przedstawiona w [31], w trakcie interpolacji w prze-
strzeni trojwymiarowej probki pol elektrycznych sg interpolowane liniowo w kierunku po-
przecznym (patrz rys. 4.8), za$ w kierunku wzdtuznym nie zmieniaja sie (patrz rys. 4.4). W
rezultacie otrzymuje si¢ schemat interpolacji, w ktérym pomiedzy kazdymi dwoma prob-
kami pola elektrycznego podprzestrzeni Q\Q (patrz rys. 4.14) prébki podprzestrzeni Q
uzyskiwane sg w nastepujacy sposob':

B.(1) = B(5) = Bu9) = 3E.(2) = 5F.(2)
B.(2) = B.(6) = E.(10) — % @E 2) + ;Ez(i%)) _ %Ez(z) 4 %EZ(S)
B()= B =B(1) = 3 (55.0)+350) = 55.2) + SE.()
B(4)=E(8)=F(12) = JB.(3)= () (4.15)

'Przy zastosowaniu interpretacji calkowej mozna kazde réwnanie przemnozyé przez 3, podobnie jak w
zaleznodci (4.8).
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Rysunek 4.15: Wyznaczanle prébek pola magnetycznego podprzestrzem Q\Q 7 pro-

bek poddziedziny O znajdujacych sie tuz przy granicy Q\Q QOw plaszczyznie do

niej réwnolegtej.

Dla sktadowej E,(3) (patrz rys. 4.12) interpolacja przebiega¢ bedzie analogicznie, z tym

ze kierunkiem interpolacji liniowej bedzie w tym

Macierz Sy.

wypadku oS z.

Podobnie, zgodnie z metodologia podana w podrozdziale 4.1.2, mozna wy-

znaczy¢ probki pola magnetycznego stanowigce warunki brzegowe podprzestrzeni Q\Q,
ktore uzyskuje sie na podstawie probek z poddziedziny Q (patrz rys. 4.15). Prébka brze-
gowa H(2) tworzona jest z sumy 15 probek poddziedziny €, znajdujacych sie tuz przy
granicy Q\Q—Q, zas dobor odpowiednich wspoétczynnikéow wagi wynika z przedstawionej w
podrozdziale 4.1.1 zasady wzajemnosci. W rezultacie otrzymujemy nastepujace zaleznosci
pozwalajace wyznaczy¢ probki H,(2) oraz H,(1):

H.(2) = %'(H\z(l)+ﬁz(2)+ﬁz(3))+g
g (FL(10)+ (1) + BO2)) +
b2 (L) + ) + T.09))

—

H.(4) + H.(5) + H.(6))

(
é (H.(13) + H.(14) + H.(15))
(4.16)
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Rysunek 4.16: Wyznaczanie prébek pola magnetycznego podprzestrzeni Q\Q W na-
rozniku wydzielonej poddziedziny. Cienka przerywana linia wyznacza linie probek
pola magnetycznego.

...................

—

(1) = o (B + (6) + B() + - - (F(2) + B(7) + H.(12)
+ g (Ho(4) + Hy(9) + Ho(14)) + % - (Ha(5) + Ho(10) + Ho(15))
T g (Ho(3) + Ha(8) + H,(13)) (4.17)

Tak jak dla przypadku dwuwymiarowego o polaryzacji T'M, w przypadku rogow wydzie-
lonej poddziedziny sposoéb wyznaczania pol magnetycznych ulega nieznacznej modyfikacji
(patrz rys. 4.16). Przyktadowa prébka H,(1) wyznaczana jest za pomoca nastepujacej za-
leznosci:

1 /= — —~ 2~ — —~
Ho(1) = 5 (Ho) + H3) + Ha(5) + 5 (Ho(2) + Hao(4) + Ho(6)) - (4.18)
Przy czym nalezy pamietac, ze wieksze wartosci sprzezen wystepuja zawsze od strony na-
roznika granicy Q\Q—Q Uzyskana w ten sposob probka narozna, podobnie jak w przypadku
polaryzacji T'M, jest uwzgledniana podczas wyznaczania naroznej probki pola elektrycznego
z probek pola H podprzestrzeni Q\Q

Dla innych wartosci r wspotezynniki w réwnaniach (4.15)—(4.18) wynosza =, %...%5, za$
opisana wczesniej zasada wzajemno$ci spelniona jest réwniez w implementacji stabilnego
schematu interpolacyjnego dla tréjwymiarowych algorytmoéw réznicowych. Uzyskane dzigki
temu schematowi macierze interpolujgce prowadza do macierzy S;iS u, ktore spetniac¢ be-
da warunek (4.2) przy a = 1. Kazde sprzezenie probki pola elektrycznego z podprzestrzeni
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Q\Q z probka pola H podprzestrzeni Q zwiazane wiec bedzie z doktadnie takim samym
sprzezeniem odwrotnym.

4.2 Niskoodbiciowy algorytm interpolacji pomiedzy
podprzestrzeniami

Wada stabilnego algorytmu interpolacji wykorzystywanego do sprzezenia podprzestrzeni
Q\Q i 0 sa duze odbicia od granicy Q\Q Q. Oznacza to, ze praktyczne uzycie metody
wydzielania podprzestrzeni przynosi¢ bedzie poprawe doktadnosci tylko wtedy, gdy gestosé
siatki przestrzeni obliczeniowej () jest dostatecznie duza. W przeciwnym razie, wysokie po-
ziomy odbi¢ od granicy wydzielonej podprzestrzeni Q, ktore rosng wraz ze wzrostem wspot-
czynnika zageszczenia r, beda przyczyna znacznych niedoktadnosci i btedéw. Opracowaé
mozna jednak takie algorytmy interpolacji, ktore pomimo wykorzystania prostej interpo-
lacji liniowej pozwola osiagnaé¢ niskie wspotezynniki odbicia od granicy Q\Q O [36,45].

4.2.1 Interpolacja liniowa w dwuwymiarowym algorytmie rézni-
cowym

Uzyskanie wysokiej doktadnosci w procesie sprzegania probek pol podprzestrzeni Q\Q i
O wigze sie z odpowiednim dobraniem probek pol poddziedziny Q, z ktorych wyznaczone
zostang probki odpowiedzi bedace warunkami brzegowymi dla podprzestrzeni Q\Q Podob-
nie jak w przypadku stabilnego schematu interpolacji prébek pol, nowy sposob interpolacji
wprowadzony zostanie najpierw w algorytmach dwuwymiarowych. Opracowanie algoryt-
mu interpolacji dla probleméw dwuwymiarowych o polaryzacjach TE i TM pozwoli tatwo
przenie$¢ opisang metodologie interpolacji do trojwymiarowych algorytméw roéznicowych.

Dwuwymiarowy schemat réznicowy - polaryzacja TE

Wydzielenie podprzestrzeni Q (patrz rys. 4.3) wymaga okreslenia pobudzenia i odpowiedzi,
przy czym te ostatnig tworza probki pola magnetycznego poddziedziny O znajdujace si¢
najblizej granicy Q\Q Q). Z nich uzyskuje sie warunki brzegowe dla podprzestrzeni Q\Q
Rozwazmy alternatywny przypadek interpolacji probek pol wykorzystujac obserwacje
poczynione dla sytuacji przedstawionej na rys. 4.17. W przypadku braku zageszczenia,
probki poddziedziny Q, z ktoérych tworzona jest odpowiedZ Q, znajduja sie w odlegtosci
A/2 od granicy, a ich pozycja pokrywa sie z potozeniem prébek p6l magnetycznych frag-
mentu przestrzeni obliczeniowej €2, ktory zostal wyciety. Pokrywajace sie probki podprze-
strzeni Q\Q i O okredlane beda jako wspélpolozone (ang. collocated). W tym kontekscie
rozpatrywaé¢ mozna réwniez przedstawiony na rys. 4.18 przypadek wlaczenia podprzestrze-
ni zageszczonej trzykrotnie w stosunku do przestrzeni obliczeniowej 2. Wyznaczenie probek
odpowiedzi w oparciu o probki znajdujace sie najblizej granicy, a wiec z linii odlegtej od
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Rysunek 4.17: Wydzielenie w przestrzeni obliczeniowej {2 podprzestrzeni Q przy
braku zageszczenia.
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Rysunek 4.18: Wydzielenie w przestrzeni obliczeniowej €2 podprzestrzeni Q 7agesz-
czonej trzykrotnie.

granicy Q\@—Q oA /2, powoduje, ze uzyskiwane probki brzegowe réwniez znajduja sie w
odlegtosci A/2 od granicy pomiedzy poddziedzinami (patrz rys. 4.5 i rys. 4.18).
Aby prébki odpowiedzi stanowiace warunki brzegowe poddziedziny Q\$ bylty wspéipo-
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Rysunek 4.19: Efekt dyslokacji probki pola elektrycznego w przypadku, gdy probki
odpowiedzi tworzone sg z prébek podprzestrzeni O lezacych najblizej granicy Q\Qf

Q (a) oraz brak tego efektu gdy prébki tworzace odpowiedZ sa odlegle o A/2 od
granicy (rysunek b).

a) Ex(1) b) o Ar
A 7 A A 1 ~
Q\Q Ex(1) ® ® Q Q\Q E, (1) ® @Hz(4)
S H. (2)
. ® | ® A . © ®\/
H2(5)
I, Ho(1) s N
O\ ® ®© | ope 0 Q
- L
N Wz
k 3 Ex(3) k 3
A A
T granica Q\ﬁ—ﬁ T granica Q\ﬁ—ﬁ

Rysunek 4.20: Graficzna ilustracja interpolacji na granicy pomiedzy poddziedzina-
mi Q\Q i Q w algorytmie wykorzystujacym prébki wspdipolozone.

tozone, probki pola magnetycznego, z ktorych wyznaczane sa odpowiedzi, réwniez musza
by¢ wspolpotozone. Sytuacja taka bedzie miata miejsce, jezeli probki z podprzestrzeni Q
beda wybierane z linii oddalonej o A/2 od granicy Q\Q—Q (patrz rys. 4.18). Gdy probka
odpowiedzi potozona jest w odlegltosci A/2 od granicy Q\Q-Q, pozycja wyliczonej z jej
wykorzystaniem probki pola elektrycznego pokrywa sie z probka pobudzenia znajdujaca
sie doktadnie na granicy (rys. 4.19b). Natomiast, jezeli prébka odpowiedzi potozona bedzie
w odlegtosci A /2, pojawi sie efekt dyslokacji powodujacy btedy fazy prébki pobudzajgcej
(rys. 4.19a), przy czym bledy te beda rosty wraz z zageszczaniem siatki w podprzestrzeni
Q.

Interpolacja w algorytmie wykorzystujacym probki wspotpotozone przedstawiona zosta-
ta na rys. 4.20. Postugujac sie interpretacja przedstawiona w podrozdziale 4.1, probki poél
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elektrycznych stanowiacych pobudzenie i magnetycznych bedacych odpowiedziami wyzna-
cza sie za pomoca nastepujacych réwnan:

E.(1) = Ex(2) = Ex(3) = Ex(1) (4.19)
HL(2) = SFL(3) + S T.(5) + L F.(6) (4.20)

Relacje te wykorzystane sa do utworzenia macierzy Sk iSy.

Dwuwymiarowy schemat ré6znicowy - polaryzacja TM

Wprowadzona powyzej dla dwuwymiarowego algorytmu réznicowego z polaryzacja TF me-
toda eliminacji efektu dyslokacji w procesie interpolacji probek pol pomiedzy podprzestrze-
niami Q\Q i Q moze zosta¢ wykorzystana takze w polaryzacji T'M. Dodatkowo, mozna w
tatwy sposob uprosci¢ sposdb wyznaczania probek odpowiedzi, co utatwia implementacje
algorytmu w problemach trojwymiarowych.

Ez(1)
A . . .
Q\Q
2(2)
: @ @,(:) @: i A/Z\ granica ab-95
\ AN A
I A
Ez(3).‘§ zygmgu
Yoy y Ly
\ @ v ®v®w
e @ T '®3®,"®
B
Y

Rysunek 4.21: Poddziedzina Q wltaczona do podprzestrzenl Q\Q przy r = 3. Prébki

odpowzedzz uzyskiwane beda z probek podprzestrzeni Q odlegtych od granicy Q\Qf
QoA/2
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Rysunek 4.22: ITlustracja interpolacji pola magnetycznego na granicy pomiedzy
poddz1edzmam1 (polaryzacja TM). Wybierane prébki pol magnetycznych podprze-

strzeni () znajduja sie w odlegtosci A/2 od granicy Q\Q Q.

Rozwazmy przestrzen obliczeniows (2, w ktérej wydzielono podprzestrzen Qi wlaczono
ja jako trzykrotnie zageszczona poddziedzine (rys. 4.21). W oparciu o prébki pola elek-
trycznego bedace pobudzeniem podprzestrzeni Q (np. E.(2), E.(3), E.(4)) wyznaczane sy
probki graniczne podprzestrzeni Q. Interpolacja przebiega w ten sam sposob, jak dla sta-
bilnego algorytmu interpolacji liniowej (patrz rys. 4.8), a wiec probki pola E uzyskiwane s
za pomoca (4.11). Macierz Sy jest zatem podobna, jak dla przypadku opisanego na str. 71.

Prébki pola magnetycznego podprzestrzeni Q (H,(10), H,(11), H,(12)), z ktérych wy-
znacza sie probki brzegowe dla poddziedziny Q\Q, tu reprezentowanej przez H,(3), zostaly
wyroznione na rys. 4.22. Jak tatwo zauwazy¢ w tym przypadku probki odpowiedzi uzyski-
wane sg z r = 3 probek podprzestrzeni Q, przy czym wykorzystywana jest nastepujaca
zaleznosc: 1 1 1

H,(3) = gﬁm(m) + gH}(n) + gEg(u) (4.21)

Poréwnujac te zaleznos$é z (4.12) okreslong dla algorytmu stabilnego z dyslokacja mozna
stwierdzi¢ dwie roznice:
e wykorzystane sg probki z linii odleglej od granicy Q\Q— QoA /2, a nie o A /2,

e do wyznaczenia odpowiedzi wykorzystywane sa trzy (zamiast pieciu) prébki z pod-
przestrzeni ).

Warto przy tym zaznaczy¢, ze w tym algorytmie interpolacji narozne probk1 pol

a B
wyliczane sa wvylacznie przy uzyciu préobek podprzestrzeni Q\Q (n H, a
y 3 Wyig przy uzy p podp p. )
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Rysunek 4.23: Fragment siatki Yee w okolicy granicy pomiedzy poddziedzinami
O\Q i Q. Prébki odpowiedzi sa wspdlpotozone z probkami przestrzeni obliczeniowej
), dzieki czemu nie wystapi efekt dyslokacji.

wiec nie wyznacza sie z probek poddziedziny Q odpowiedzi sprzegajacej sie z pobudzeniams
naroznymi.

4.2.2 Interpolacja liniowa w trojwymiarowym algorytmie rézni-
cowym

Postugujac sie wprowadzona dla dwuwymiarowych zagadnien réznicowych metodologia po-
prawy doktadnosci analizy poprzez wybor odpowiednich probek pol H do wyznaczenia
odpowiedzi, mozna stworzy¢ niskoodbiciowy algorytm interpolacyjny dla problemow troj-
wymiarowych.

Rozwazmy przypadek wydzielenia podprzestrzeni QO w przestrzeni obliczeniowej €2 pre-
zentowany na rys. 4.11. Ze wzgledu na duze podobienstwo ze stabilnym algorytmem in-
terpolacji prezentowanym w podrozdziale 4.1.3, probki pobudzenia wybierane sa tak jak
to pokaznano na rys. 4.12. W identyczny sposob interpolowane sg réwniez prébki pola E
podprzestrzeni O stanowiace dla niej warunki brzegowe (4.15).

Dla wyznaczenia macierzy Sy, probki pola magnetycznego, z ktérych wyznaczane sg
probki odpowiedzi, wybierane sa z ptaszczyzny odlegtej od granicy Q\Q—Q o odlegtos¢ A/2,
co przedstawiono na rys. 4.23. Dzieki temu mozliwe bedzie wyeliminowanie efektu dyslo-
kacji i znaczne zredukowanie odbi¢ na granicy. Sposdéb wyznaczania odpowiedzi z probek



Rozdziat 4  Metody sprzegania podprzestrzeni pokrytych siatkami o réznej gestosci 85

H, (2)

A A T
Hz (9) § = ‘
A‘ H{(4)
‘ HZ(5)

Hx (1)

Rysunek 4.24: Wyznaczanie odpowiedzi z probek podprzestrzeni Q.

podprzestrzenl O przedstawiono na rys. 4.24. Jak tatwo zauwazy¢ w tym przypadku probki
pola H stanowigce warunki brzegowe poddziedziny Q\Q otrzymywane sa z dziewieciu, a
nie pietnastu, probek podprzestrzeni Q2 Uzyte przy tym beda nastepujace zaleznosci:

o~ o~

H,(1) =

H,(1) + Hy(2) + Hy(3) + Ho(4) + Hy(5) + Ha(6) + Ho(7) + Ho(8) + Ha(9)

— —~ —

(4.22)

— —

H.(1) + H,(2) + H.(3) + H.(4) + H.(5) + H.(6) + H.(7) + H.(8) + H.(9)

H.(2) =

(4.23)

Podobnie jak w przypadku problemu dwuwymiarowego o polaryzacji T'M, probki odpo-
wiedzi nie beda sprzegac¢ naroznych prébek pola E stanowigcych pobudzenie.

4.2.3 Stabilnos$¢ niskoodbiciowego schematu interpolujgcego

Aby pozby¢ sie efektu dyslokacji, konieczne jest, aby probki pola magnetycznego uzyte
do wyznaczania odpowiedzi przestrzeni Q, znajdowaly sie w odlegtosci A/2 od granicy
Q\Q—Q Oznacza to, ze nie bedzie mogta by¢ spelniona wprowadzona wczesniej zasada
wzajemnosci. Wynika to z faktu, ze pobudzenie sprzega sie z probkami lezacymi tuz przy
granicy, za$ sprzezenie odwrotne wykorzystuje probki odlegte o A/2 od granicy Q\Q—
Q). Naruszenie zasady wzajemnodci oznacza, ze zalezno$é (4.2) nie bedzie speliona, a w

2Dla r-krotnego zageszczenia (r nieparzyste) nalezy uwzglednié¢ r? prébek.
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iteracyjnym algorytmie F'DTD pojawi¢ si¢ moze tzw. p6zna niestabilnos¢, ktora co prawda
nie wyklucza praktycznego stosowania algorytmu, ale nie daje gwarancji zakonczenia kazdej
symulacji.

4.3 Stabilny algorytm interpolacji o zwiekszonej do-
ktadnosci

Opisane do tej pory algorytmy maja ograniczona stosowalno$¢. Z jednej strony do dys-
pozycji jest stabilny algorytm interpolacyjny, ktoéry, cho¢ wiarygodny z punktu widzenia
przeprowadzenia catosci obliczen, moze prowadzi¢ do wynikéw obarczonych btedami. Z
drugiej strony niskoodbiciowy schemat interpolacyjny umozliwia uzyskiwanie doktadnych
wynikow, lecz nie gwarantuje stabilnosci.

Pozadanym rozwiazaniem jest wiec opracowanie nowego algorytmu, ktory potaczy zalety
obu opisanych w tym rozdziale schematéw interpolacyjnych (tj. stabilno$é i doktadnosé).
Aby tego dokonaé¢ nalezy tak skonstruowaé macierze sprzegajgce, aby spetniona zostata
zasada wzajemnosci, a probki odpowiedzi uzyskane z probek podprzestrzeni Q byty wspot-
potozone z probkami przestrzeni obliczeniowej 2.

4.3.1 Interpolacja liniowa w dwuwymiarowym algorytmie rézni-
cowym

Cho¢ na pierwszy rzut oka stabilnosé¢ i doktadnos$é schematu interpolacyjnego zdaja sie wy-
kluczac¢, na przyktadzie dwuwymiarowego algorytmu roznicowego przedstawiona zostanie
metoda, dzieki ktorej mozna potaczy¢ te dwie cechy. W metodzie tej probki pél magne-
tycznych tworzace odpowied? wyznaczane sa w taki sposob, aby probki bedace warunka-
mi brzegowymi podprzestrzeni Q\Q byty wspdlpotozone, co jak wiadomo odpowiada za
niskie odbicia w schematach interpolacyjnych. Stabilnos¢ wynikowego algorytmu iteracyj-
nego zwiazana ze spelnieniem zasady wzajemmno$ci, zapewniona zostanie z kolei poprzez
modyfikacje sposobu pobudzania poddziedziny Q.

Dwuwymiarowy schemat ré6znicowy - polaryzacja TE

Rozwazmy dwuwymiarowy problem réznicowy o polaryzacji TFE, w ktéorym wydzielona zo-
stata podprzestrzen Q, przedstawiony na rys. 4.18. Macierz Sy tworzona jest identycznie,
jak dla algorytmu niestabilnego, w oparciu o relacje (4.20) wykorzystujaca probki z linii
odlegtej o A/2 od granicy. W takim razie skoro wyznaczanie probek odpowiedzi przeprowa-
dzane jest wedlug zaleznosci (4.20) tworzacej probki wspdipotozone, to aby spelni¢ zasade
wzajemnosci zmodyfikowany musi zostaé¢ sposob sprzegania probek pobudzenia z podprze-
strzenig Q.
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Rysunek 4.25: Probki pél w okolicy granicy pomiedzy poddziedzinami Q\Q i Q.

o\Q @ o l@ﬁz(S) A

<
gg"
A\

-

A L granica O\O—

Rysunek 4.26: Sprzezenia pomiedzy probkami w okolicy granicy Q\ﬁfﬁ

Przedstawiony na rys. 4.25 fragment przestrzeni obliczeniowej w okolicy granicy Q\Q—
Q zawiera zaréwno probki pobudzenia, jak i probki pola elektrycznego podprzestrzeni Q.
Aby zapewni¢ spelnienie zasady wzajemno$ci, probki pola elektrycznego wyznaczane sg
nastepujaco:

Bo(1) = Bo(2) = Bo(3) = Bo(4) = E,(5) = E,(6) = Eu(1) (4.24)

_Jak tatwo zauwazy¢, z powyzsze] relacji wynika, ze probki pola magnetycznego H, (1),
H.(2) i H.(3) (tzn. najblizsze granicy) nie beda pobudzane przez E,(1). Prébka E,(1)
stanowigca pobudzenie bedzie sie wice sprzegaé jedynie z probkami H.,(4), H.(5) i H.(6),
co oznacza, ze spetniona bedzie zasada wzajemnosci przedstawiona na rys. 4.26: probka
E.(1) sprzega¢ sie bedzie ze wspdlczynnikiem +1 z probkami H\Z(4)—H\z(6), a te z kolei
poprzez sprzezenie zwrotne ze wspotczynnikiem —1—% z probka E,(1). Implikuje to spelnienie
warunku (4.2) dla wpélczynnika o réwnego +
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Dwuwymiarowy schemat ré6znicowy - polaryzacja TM

Schemat stabilnej i niskoodbiciowe] interpolacji jest tatwy w implementacji dla przypadku
dwuwymiarowej analizy réznicowej z polaryzacja TE. Z prébek pola elektrycznego podprze-
strzeni Q\Q stanowiacych pobudzenie interpolowane sa probki pola E zawarte pomiedzy
granicg Q\Q—Q, a odleglym o A/2 miejscem, z ktérego wybierane sa pola magnetyczne do
utworzenia odpowiedzi. W tym kontekscie specyfika polaryzacji TE sprawia, ze w okolicy
rogow podprzestrzeni €2 nowa interpolacja nie sprawia dodatkowych probleméw, a obec-
nos¢ tylko jednej sktadowej pola magnetycznego znacznie upraszcza algorytm. Uzyskanie
tego samego efektu dla polaryzacji TM jest znacznie trudniejsze. Wiaze sie to ze specyfika
tej polaryzacji polegajaca na koniecznosci przeprowadzenia liniowej interpolacji pomiedzy
préobkami pobudzenia, jak i obecnoscia dwoch sktadowych pola magnetycznego.

Rozwazmy fragment przestrzeni obliczeniowej w okolicy granicy pomiedzy poddziedzi-
nami Q\Q iQ przedstawiony na rys. 4.27. Sposob interpolacji pozwalajacej uzyskaé¢ stabil-
nos¢ i niskie odbicia w wynikowym schemacie FDTD jest zblizony do mechanizmu opisa-
nego dla polaryzacji TE. Polega on na wyznaczeniu probek pola elektrycznego w ten sam
sposob, jak dla przypadku algorytmu niskoodbiciowego, a nastepnie przeprowadzeniu tej
procedury (czyli de facto podstawienia otrzymanych wartosci) dla wszystkich prébek pola
E znajdujacych si¢ pomiedzy granica Q\Q Qi linig, z ktorej pobierana jest odpowiedz.
Dzigki temu probki pola magnetycznego styczne do granicy Q\Q Qi lezace w odlegtosci
mniejszej niz A/2 od niej nie beda pobudzane, co jest niezbedne, aby byta spelniona zasada
W2ajemnosci.

Poniewaz implementacja algorytmu stabilnej i niskoodbiciowej interpolacji jest w tej
polaryzacji bardziej ztozona, konstrukcja macierzy sprzezen bedzie przebiega¢ dwuetapowo.
Oddzielnie przeprowadzona zostanie interpolacja na granicy Q\Q—Q lezacej w kierunku
x 1y, co wigze sie z konstrukcjg dwoch czastkowych macierzy sprzezen. Ich suma daje
kompletng macierz Sg.

Wyznaczenie sprzezen z probkami pola H podprzestrzeni () pobudzen lezacych na gra-
nicy Q\Q-Q wzdhz osi z (probki E,(14), E.(15) i E.(16) na rys. 4.27) prowadzi do naste-
pujacych zaleznosci:

.2) = B.(19)= ZE.(14) + ~E.(15)

3 3
E.(3) = E.(13) = %EZ(14)+§EZ(15)
E.(4) = E.(14) = E.(15)

(5)= E.(15)= SE.(15)+ B.(16)
E

B.(16) = 3 E.(15) + - F.(16)
(4.25)

Na podobnej zasadzie wyznacza si¢ probki pola elektrycznego interpolowane z pobudzen
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Rysunek 4.27: Prébki pdl podprzestrzeni Q\ﬁ iQw okolicy granicy pomiedzy

poddziedzinami.

wzdtuz granicy Q\Q—Q réwnolegtej do osi y:

E.(11) =

N 2 1
E.(12) = E.(14) + 3E.(20)

E.(22) = %Ez(lzl) + ;EZ(ZO)

=(32) = E.(20)

_ p 1
E.(42) = JE.(20) + 5E.(26)
_ 1 2

E.(52) = ZE.(20) + E.(26)

(4.26)
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Rysunek 4.28: Sprzezenia w okolicy prébek E,(15), E,(20) i naroznej E,(14) po-
miedzy pobudzeniami lezacymi wzdluz osi z (a) oraz wzdluz osi y (b) a prébkami

pola Hw poddziedzinie Q.
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Rysunek 4.29: Catkowite sprzezenie naroznego pobudzenia z prébkami pola magne-
tycznego poddziedziny ().

Na podstawie interpolowanych wartosci pola E obliczane sg probki sktadowych H, i H,
wewnatrz Q. Powstaja wowczas dwie macierze sprzezen, z ktorych jedna zawiera wartosci
sprzezen pomiedzy pobudzeniami wzdtuz granicy rownoleglej do osi z, a druga wzdtuz osi y.
Przyktadowe wartosci sprzezen dla probki naroznej E,(14) i probki E,(15) oraz sprzezen dla
pobudzen umieszczonych wzdtuz granicy réwnolegtej do osi y przedstawiono na rys. 4.28.
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Rysunek 4.30: Ilustracja procesu wyznaczania macierzy Sy na podstawie odpowie-
dzi z prébek pola magnetycznego poddziedziny §2.

Rozdzielenie sprzezen na rys. 4.28 jest niezbedne dla zachowania tatwej implementacji
prezentowanego algorytmu. Poniewaz jednak rézne probki pobudzenia sprzegaja sie z tymi
samymi probkami pola H podprzestrzeni Q, sumaryczne sprzezenia beda suma wplywu
poszczegdlnych probek. Warto przy tym zwrdci¢ uwage, ze wspolczynniky sprzezenia dla
naroznego pobudzenia E,(14) wykazuja pewna niekonsekwencje. Dla prébek lezacych tuz
przy granicy sprzezenie ma przeciwny znak i jest dwukrotnie wigksze, niz pozostate. Rowno-
wazy ono czes¢ nadmiaru energii, ktéra pojawia si¢ na skutek dwukrotnego uwzgledniania
kazdego z naroznych pobudzer, i jest niezbedne dla zachowania niskich pozioméw odbicia
od granicy Q\Q Q. Calkowity wptyw probki E,(14) przedstawiony zostal na rys. 4.29.

Przechodzac do wyznaczania macierzy Sy, nalezy najpierw zaznaczy¢, ze zgodnie z
zasadg wzajemnosci pojawienie sie widocznych na rys. 4.28 sprzezen powoduje koniecznosé
uwzglednienia zarowno sktadowych stycznych, jak i normalnych podprzestrzeni Q (patrz
rys. 4.30).

Podobnie jak poprzednio, interpolacja odpowiedzi przebiega dwuetapowo. Odpowiedzi
styczne do granicy Q\Q Qi lezace wzdtuz osi x uzyskiwane sg w nastepujacy sposob:

1— 2=~ 3= 2=~ 1~

(4.27)

H'(14) = gﬁx(m) + %E(B)
(4.28)
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Odpowiedzi normalne do granicy wyznaczane beda jako:

1 1 1
H,(17) = §Hy(14) + §Hy(15) + §Hy(16)
(4.29)

1 1 1
H,(14) = §Hy(ll) + §Hy(12) + §Hy(13)
(4.30)

Drugi etap wyznaczania odpowiedzi przeprowadzany jest analogicznie, z tym, ze wyko-
rzystywane sg probki pola H bedace normalnymi i stycznymi do granicy Q\Q O rownolegtlej
do osi y.

Uzyskane odpowiedzi uwzgledniane sa podczas obliczania probek pobudzenia. Latwo tu
jednak zauwazy¢, ze ze wzgledu na oddzielne traktowanie granicy Q\Q—Q wzdhuz osi x i
y probki odpowiedzi zwiazane z polami naroznymi (np. H;(14) i H,(14) z rys. 4.30) be-
da wyznaczane dwukrotnie. Z tego wzgledu w uzyskanej macierzy sprzegajgcej Sy nalezy
zmodyfikowaé sprzezenia od probek lezacych najblizej granicy, tuz przy pobudzeniach na-
roznych (np. f{\y(ll)). W efekcie uzyskuje sie macierze sprzegajgce, dla ktorych spetniona
jest zaleznosé¢ (4.2) dla a = % Ostateczne wartosci poszczegdlnych sprzezen mozna wiec
natychmiast odczytac z rys. 4.28 1 4.29, przy czym wszystkie wartosci nalezy podzieli¢ przez
r=3.

4.3.2 Interpolacja liniowa w trojwymiarowym algorytmie rézni-
cowym

Wykorzystujac znajomos¢é mechanizméw stabilnej niskoodbiciowej interpolacji w proble-
mach dwuwymiarowych, w prosty sposob mozna stworzy¢ trojwymiarows wersje tego al-
gorytmu. Zauwazy¢ mozna, ze z pol elektrycznych podprzestrzeni Q\Q stanovvlqcych pobu-
dzenie, probki pola E w poddziedzinie QOw plaszczyznie granicy Q\Q Q interpolowane sg
w taki sam sposéb we wszystkich trzech algorytmach zgodnie z zaleznoscia (4.15).

W przypadku stabilnego niskoodbiciowego schematu interpolacyjnego, po interpolacji
préobek pdél na ptaszczyznach granicy Q\Q—Q nalezy wpisa¢ uzyskane wartosci probkom
stycznym do ptaszczyzny granicznej i znajdujacym sie pomiedzy nimi, a plaszczyzna, z
ktorej wybierane sg probki pola H do wyznaczenia odpowiedzi w algorytmie interpolacji
niskoodbiciowej (patrz rys. 4. 31a) W przypadku, gdy jedna z probek pobudzenia potozona
jest na rogu podprzestrzeni Q (rys. 4.31b), pokrywajace sie z nia prébki pola E podprze-
strzeni Q (E,(4), E.(8), E.(12)) nie sa uwzgledniane w procesie interpolacji. W efekcie
przeprowadzanych dziatan otrzymuje si¢ mechanizm sprzegania prébek pol za pomoca ma-
cierzy S B, ktory, podobnie jak w przypadku dwuwymiarowego schematu o polaryzacji T'M,
powinien by¢ przeprowadzony oddzielnie dla kazdej ptaszczyzny granicy Q\Q—Q
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Rysunek 4.31: Interpolacja préobek pél elektrycznych w podprzestrzeni Q. Wyinter-
polowane prébki wstawiane sa w plaszczyznach stycznych do plaszczyzny granicy

Q\(AZ Q. Rysunek a odnosi si¢ do préobek wewngtrznych za$ rysunek b do prébek
naroznych. Dla r = 3 takie same wartosci przypisane sg probkom w plaszczyznie

granicznej Q\Q Qi plaszczyznie odleglej od granicy o A.

granica Q\ﬁ O

Wykorzystujac powyzsze, a nastepnie sumujac macierze czastkowe otrzymane dla wszyst-
kich szesciu ptaszczyzn granicznych mozna w prosty spos()b uzyska¢ macierz Sp. Wartos’ci
sprzezen z probkami stycznymi wynosi¢ beda %, g i 5, zas z probkami normalnyml 5. Po-
dobnie jak w przypadku polaryzacji TM przy pobudzeniu naroznym pojawi sie sprzgzeme
korygujace réwne %.

Probki pola magnetycznego stanowiace odpowiedZ przedstawiono na rys. 4.32. Zgodnie
z oczekiwaniami, w skltad odpowiedzi wchodzg zaréwno probki styczne jak i normalne do
plaszczyzny granicy Q\Q —Q. Probki styczne poddziedziny Q z ktorych tworzy sie odpo-
wiedZ, leza w plaszczyznie odlegtej od granicy o A/2 i sa wyznaczane z probek przedsta-
wionych na rys. 4.15, zgodnie z zaleznosciami (4.16) oraz (4.17).

Sktadowe prostopadte do granicy (H, (1), H,(2), H,(3) i H,(4) na rys. 4.32) uzyskuje

sie z prébek pol H poddziedziny Q przedstawionych na rys.4.33, wedtug nastepujacego
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Rysunek 4.32: Probki odpowiedzi w stabilnym niskoodbiciowym algorytmie inter-
polacyjnym.

rownania:

— — —~ — — — —

ar (1) = BV + Hy(2) + Hy(3) + H,(4) + H,(5) + H,(6) + H,(7) + H,(8) + H,(9)
! 9

(4.31)

Ostatnim elementem konstrukcji macierzy Sp jest modyfikacja sprzezen w poblizu na-

roznych probek pobudzenia. W ten sam sposob jak byto to przeprowadzane dla polaryzacji

TM. Uzyskane wartosci sprzezenia beda dzieki temu zabiegowi identyczne jak w macie-

7y Sp, co oznacza, ze otrzymane macierze sprzezen speliaja zalezno$é (4.1). W efekcie

algorytm FDTD wykorzystujacy tak skonstruowane macierze Sk iSy bedzie doktadny i
stabilny.
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Rysunek 4.34: Poréwnanie trzech sposobow sprzegania poddziedziny Oz Q\Q na
przyktadzie dwuwymiarowej siatki Yee.

4.4 Poréwnanie wprowadzonych metod sprzegania pod-
przestrzeni

W niniejszym podrozdziale porownane zostang wszystkie trzy schematy sprzegania pod-
przestrzeni. Schematy te najtatwiej jest przeanalizowa¢ obserwujac uzyskane w wyniku
interpolacji wspotczynniki sprzezenia pomiedzy probkami pola elektrycznego stanowiacymi
pobudzenie podprzestrzeni Q, a probkami pola H wewnatrz Q.

Rozwazmy dwuwymiarowy schemat réznicowy o polaryzacji TE i wspotezynniku za-
geszczenia r = 3, w ktorym sprzezenie pomiedzy poddziedzinami realizowane jest wedtug
jednego ze schematow przedstawionych na rys. 4.34.

Stabilny schemat interpolacji, w ktérym obecna jest dyslokacja, przedstawiony zostat na
rys. 4.34a. Prébka pobudzenia F, (1) sprzega sie z najblizszymi probkami pola magnetycz-
nego z podprzestrzeni Q (H,(1), H.(2) i H.(3)) ze wspélezynnikiem sprzezenia réwnym 1.
Sprzezenie odwrotne wynosi %, a poniewaz wystepuje pomiedzy tymi samymi probkami, z
ktérymi sprzegata sie wezesniej probka E, (1), spelniona jest zasada wzajemnosci, a wyni-
kowy schemat FDTD jest stabilny.

Wada schematu stabilnego opisanego powyzej jest obecnos¢ dyslokacji zwigzana z tym,
ze do uzyskania odpowiedzi uzywa si¢ probek nie lezacych w odleglosci A /2 od granicy Q\Q—
Q. Wykorzystanie probek H.(4), H.(5) i H.(6) w procesie sprzegania poddziedzin (patrz
rys. 4.34b) pozwala pozby¢ sie btedéw spowodowanych dyslokacja. Poprawienie doktadnosci
w taki sposob powoduje jednak, ze sprzeganie poddziedzin nie bedzie spelniato zasady
W2ajemnosci.

Alternatywnym podejsciem, pozwalajacym poprawic¢ doktadnos¢, jest interpolacja wszyst-
kich prébek pola E stycznych do granicy Q\Q Q, ktore znajduja sie w odlegtosci mniejszej
niz A/2. Taki zabieg powoduje, ze pobudzenie Ex(l) sprzega wytacznie te probki pola ma-
gnetycznego z Q, ktére uzyte sa do uzyskania odpowiedzi znajdujacej siec w odleglosci A/2
od granicy Q\Q—Q (rys. 4.34c). W ten sposéb mozna uzyskaé zaréwno niskie odbicia od
granicy pomiedzy poddziedzinami, jak i stabilno$¢ wynikowego algorytmu FDTD. Warto
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przy tym zauwazy¢, ze zastosowanie tego sposobu sprzegania poddziedzin dla polaryzacji
TM i w przypadku siatki trojwymiarowej jest bardziej ztozone (konieczno$é komplikacji
interpolacji w okolicy rogéw poddziedziny).



Rozdziatl 5

Wilaczanie makromodel:

Wprowadzenie mechanizméw pozwalajacych na konstruowanie operatoréw globalnych w
przypadku swobodnego wydzielania poddziedzin w przestrzeni obliczeniowej () umozliwia
generacje makromodeli i ich wlaczanie do operatoréow roznicowych.

Makromodel jest to bardzo zwarty i uzywajacy niewielu zmiennych opis wtasnosci elek-
tromagnetycznych poddziedziny przestrzeni obliczeniowej {2 za pomoca funkcji macierzowe;
wiazacej probki pola elektrycznego i magnetycznego na granicy poddziedziny. Zaktadajac
istnienie operatoréw globalnych sformutowanych dla przestrzeni obliczeniowej €2 z wydzie-
long poddziedzing, proces generacji makromodelu mozna podzieli¢ na trzy fazy:

e budowa funkcji przejscia okreslajacej relacje pomiedzy probkami pol na brzegu wy-
dzielonej podprzestrzeni,

e redukcja funkcji przejscia (utworzenie makromodelu),

e wtaczenie makromodelu do operatoréw globalnych problemu w miejsce operatoréw
wydzielonej wczesniej podprzestrzeni.

Redukcja funkeji przejscia w kontekscie tworzenia makromodeli oznacza drastyczne
zmniejszenie liczby zmiennych stanu wykorzystywanych w opisie elektromagnetycznych
wlasnosci wydzielonej poddziedziny. Uzyte do tego metody redukcji rzedu modelu [17-19,
57,59,76,77,96] pozwalaja na precyzyjne kontrolowanie doktadnosci modelu, ktéra definiuje
sie na podstawie zgodnosci charakterystyk czestotliwosciowych oryginalnej i zredukowane;j
funkcji przejscia w okreslonym pasmie czestotliwosci.

Niniejszy rozdzial prezentuje techniki generacji makromodeli i ich wlaczania do dyskret-
nych operatoréw roéznicowych. Rozwazane przypadki obejmuja zaréwno proste wlaczanie
pojedynczego makromodelu, jak i bardziej ztozone zwielokrotnianie i zagniezdzanie makro-
models.

97
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5.1 Tworzenie funkcji przejscia dla wyodrebnionej pod-
przestrzeni

Wyodrebnienie podprzestrzeni w dyskretnej przestrzeni obliczeniowej pozwala stworzy¢
funkcje przejscia okreslajacg zaleznosci pomiedzy polami pobudzajacymi wydzielong pod-
dziedzine, a jej elektromagnetycznag odpowiedzia. Rozwazmy zdyskretyzowane rownania
Maxwella (3.11) i (3.12) zawierajace operatory globalne, stuszne dla przypadku przestrzeni
obliczeniowej z wydzielong podprzestrzenia. Rozpisujac rownania osobno dla Q\Q i Q oraz
uwzgledniajac (3.9) otrzymujemy:

pe = —sDh'
BylyLyh+ R0 = sDle
BplpLpe + Rpé = —sD,h
Ryh = sD.é (5.1)

Na potrzeby klarownego opisu sposobu generowania funkcji przejscia podprzestrzeni
{2 wprowadzone zostana dodatkowe oznaczenia dla dyskretnych sktadowych pol, ktore sa
polami brzegowymi stycznymi do granicy pomiedzy poddziedzinami Q\2 i 2.

5.1.1 Opis wydzielonej poddziedziny za pomoca wektoréw gra-
nicznych

Niech wektory graniczne ey; i hy, o dhugosci odpowiednio p i o zawierajg te sprobkowane
pola elektryczne i magnetyczne siatki dyskretnej w Q\Q, ktorych bezposrednio uzywa sie
do wygenerowania wektoréow brzegowych €, i hy, zas e,/ i hys o dtugosci odpowiednio p i 0
niech beda ich odpowiednikami z poddziedziny (patrz rys. 5.1b i rys. 5.1¢). Dla nowych
wektoréw prawdziwe sa nastepujace zaleznosci okreslajace wektory brzegowe € i hy:

éb:ﬁEIELEe’:ﬁEIEeM:ﬁEéM (52)
———

~

Sg
hy, = ByIyLyh = ByIgzhy = Byhy, (5.3)
S
H

Korzystajac z powyzszego, w prosty sposéb mozna zinterpretowac np. wektor graniczny ey,
oraz jego zwiazki z wektorami €y, i €, co przedstawiono na rys. 5.1. Wektor ey, zawiera
zdyskretyzowane pola elektryczne na granicy Q\Q Q ktore stanowig pobudzenie dla ope-
ratoréw podprzestrzeni Q uzyskane z przestrzeni Q\Q (patrz rys. 5.1b). Zgodnie z (5.2) ey,
otrzymuje sie w wyniku wymnozenia wektora € przez macierz wybierajaca Lr o wymia-
rze p x N.. Poniewaz podprzestrzenie Q\Q i 0 moga by¢ pokryte siatka o réznej gestosci,
obliczenie wektora €, wymaga¢ bedzie interpolacji opisanej przez macierz Ig. Uzyskany w
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Rysunek 5.1: Zalezno$ci pomiedzy wektorami €', ej; oraz €y na przykladzie dwu-
wymiarowej siatki Yee (linia przerywana) pokrywajacej poddziedziny Q\) oraz )
dla przypadku trzykrotnego zmniejszenia kroku dyskretyzacji przestrzeni w Q. Za
pomoca strzalek reprezentujacych prébki pola elektrycznego zilustrowano: a) préb-
ki pola z wektora €', b) wektor graniczny ey zawierajacy wybrane probki pola €', ¢)
wektor graniczny €); zawierajacy prébki pola interpolowane z wektora granicznego
€N

wyniku operacji Igey, wektor €,, zawiera probki pol pobudzajacych zapisanych w posta-
ci pol granicznych obszaru Q (patrz rys. 5.1c¢). Analogiczne rozumowanie przeprowadzone
moze zosta¢ dla wektorow granicznych hy i hy, opisanych réwnaniem (5.3).

Zaleznosci (5.1) opisuja dyskretne operatory podprzestrzeni dla Q\Q i Q ,potaczone”
za pomocy wektoréw €, i h, zawierajacych pola brzegowe z granicy Q\Q—Q, umieszczone
na odpowiednich pozycjach i z odpowiednim znakiem. Dzigki wprowadzeniu wektorow gra-
nicznych ey, Wy, €y 1 hyy (patrz (5.2) 1 (5.3)) mozliwe jest zapisanie zaleznoéci (5.1) w
formie pozwalajacej na wyodrebnienie elektromagnetycznej funkcji przejscia obszaru Q. Po
uwzglednieniu (5.2) i (5.3) réwnania dla obszaru Q\Q przyjma postaé:

we = —sD,h’
BHhM + R}{h/ = sD;e'
hy = IyLyh (5.4)

Warunki brzegowe zapewniane sa poprzez wyodrebniony dodatkowym réwnaniem z wektora
h wektor graniczny hy. Analogicznie, wykorzystujac ey zapisa¢ mozna podobne relacje
dla obszaru 2 jako:

EEIEGM + ﬁEé = —SﬁHB
EHB = S]/jeé
ey — LEe’ (55)

Zaleznosci (5.4) 1 (5.5) zapisane przy wykorzystaniu wektoréw ey, i hy,, choé maja postaé
réwnowazna rownaniom wyjsciowym (3.11) i (3.12), zawieraja réwnania stanu pozwalajace
na wyznaczenie wektorow granicznych i utworzenie elektromagnetycznej funkcji przejscia
dla obszaru (L.

'Mozliwe jest utworzenie podobnych zaleznoéci w oparciu o wektory poddziedziny 0 (e, ﬂj\{), za-
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5.1.2 Konstrukcja elektromagnetycznej funkcji przejScia wydzie-
lonej poddziedziny

Wykorzystujac czesé z réwnan (5.4) oraz (5.5) mozna utworzy¢ relacje pomiedzy wektorami
brzegowymsi ey 1 hy, przy uzyciu wytacznie probek pola magnetycznego:

1].:{ED IRHh+ D ﬁ:—ﬁEIEeM

N g —
T c B
hy =1Ly h (5.6)
——
LT

Zabieg ten powoduje zmniejszenie o polowe liczby réownan opisujacych pola w podprze-
strzeni Q. Z (5.6) za pomoca elementarnych operacji algebraicznych otrzymuje sie elek-
tromagnetyczng funkcje przejécia H(s)? pomiedzy zdyskretyzowanymi polami granicznymi
(S3Vs 1 hMI

1~ N1
hy = L7 <;r + sC) B-ey =H(s) ey (5.7)

gdzie T = ﬁEﬁglﬁH iC= ﬁu sg symetrycznymi dodatnio potokreslonymi macierzami,
LT = IyLy jest macierza pozwalajaca otrzymaé wektor hy, (patrz (5.6)) poprzez wybranie
odpowiednich probek pol h i ich ewentualng interpolacje, a macierz B = —BI dostar-
cza warunki brzegowe réownaniu falowemu (5.6) w poddziedzinie Q wykorzystujac wektor
graniczny €.

Rozmiary macierzy sktadowych

Jednym z parametrow elektromagnetycznej funkcji przejécia jest rozmiar problemu N, kto-
ry okresla liczbe zmiennych stanu wykorzystywanych w réwnaniach opisujacych H(s). Po-
niewaz rownanie (5.7) powstalo w oparciu o zdyskretyzowane réwnania Maxwella (3.11) i
(3.12), rozmiar problemu N = Nh Oznacza to, ze rozmiary macierzy sktadowych T, C s
rowne N X N, za$ rozmiary macierzy L i B wynoszg odpowiednio N x o oraz N X p.
Warto zauwazy¢, ze rozmiar macierzy H(s), rowny w tym przypadku o X p, nie zalezy
bezposrednio od N. Rozmiar problemu wptywa jednakze na szybkos¢, z jaka wyznacza sie
funkcje przejscia, gdyz obliczenie H(s) zdefiniowanej réwnaniem (5.7) wiaze sie z operacja
odwracania macierzy (%f‘%—sé) badz, co najczesciej jest bardziej efektywne z punktu

pis w oparciu o wektory graniczne z podprzestrzeni Q\ﬁ stosowany jest ze wzgledu na nizszg zlozonosé
obliczeniowa schematéw réznicowych wykorzystujacych makromodele, bedaca rezultatem mniejszej liczby
zmiennych w wektorach granicznych.

2Takie oznaczenie elektromagnetycznej funkcji przejécia poddziedziny Q przyjeto dlatego, iz H(s) opisuje
interakcje pomiedzy prébkami pola elektrycznego i magnetycznego poddziedziny Q\SAI, tj. wektorami ey i
hy,.
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widzenia ztozonosci obliczeniowej, rozwiazania uktadu réwnan (%I‘ + sC) h = B z wieloma
prawymi stronami (macierz B).

5.2 Redukcja elektromagnetycznej funkcji przejscia H(s)

Funkcja przejscia opisana rownaniem (5.7) opisuje wlasnosci elektromagnetyczne fragmentu
przestrzeni obliczeniowej jako interakcje pomiedzy prébkami pol brzegowych eps i hy, w
dziedzinie Laplace’a s. Po wlaczeniu jej do réwnan sformutowanych dla poddziedziny Q\Q
dostaniemy kompletny pod wzgledem algebraicznym opis zachowania si¢ p6l w przestrzeni
obliczeniowej 2 w postaci réwnanian réznicowych. Poniewaz funkcja H(s) powstala w
wyniku przeksztatcen algebraicznych réwnan (5.4) i (5.5), ztozonosé obliczeniowa problemu
numerycznego, jakim jest uzyskanie rozwigzania w podprzestrzeni Q, pozostata praktycznie
niezmieniona. Sformutowanie (5.7) opisujace Q\Q za pomocy transmitancji H(s) moze by¢
jednak zredukowane. W tym kontekscie redukcja funkcji przejscia oznacza zmniejszenie
liczby zmiennych w réwnaniach (5.7) w taki sposob, aby charakterystyki czestotliwosciowe
funkcji przejscia pozostaly niezmienione. Techniki pozwalajace na dokonanie takiej redukeji
uktadu (5.7) to metody redukcji rzedu modelu.

5.2.1 Wybér odpowiedniej techniki redukcji rzedu dla proble-
mow réznicowych

Dobranie odpowiedniej techniki redukcji dla problemu sformutowanego w postaci réwnan
stanu wymaga analizy funkcji przejscia pod katem jej wtasnosci, maksymalnej liczby zmien-
nych i cech matematycznych.

W przypadku funkeji przejscia stworzonej w oparciu o réwnania réznicowe liczba zmien-
nych moze by¢ znaczna i tatwo osigga¢ wartosci rzedu setek tysiecy, a sama transmitancja
zapisana w postaci (5.7) opisuje system o wielu portach wejsciowych i wyjsciowych, ktérymi
sg probki pol wektorow granicznych ey i hy,. Dodatkowo, poniewaz macierzowa funkcja
(5.7) powstala z transformacji réwnan réznicowych, macierze sktadowe H(s) charakteryzu-
ja sie takimi wtasnos$ciami matematycznymi, jak dodatnia potokreslonoscé i symetria, ktére
powinny by¢ obecne takze w macierzach tworzacych zredukowana funkcje przejscia.

Powyzsze zatozenia dotyczace funkcji przejscia H(s) stworzonej w oparciu o zdyskrety-
zowane réwania Maxwella pozwalaja na dobér odpowiednich metod redukcji rzedu modelu.
Sposréd wielu technik [17-19,57,59,76,77,96] umozliwiajacych zredukowanie liczby zmien-
nych stanu, na szczegdlng uwage, z punktu widzenia potencjalnego zastosowania w roz-
wazanych w niniejszej pracy problemach réznicowych, zastuguja metody PRIMA (Passive
Reduced-order Interconnect Macromodeling Algorithm) i ENOR (Efficient Nodal Order Re-
duction) [57,76]. Obie techniki wykorzystuja projekcje ortogonalna do zredukowania liczby
zmiennych w funkeji przejscia H(s) za pomoca bazy ortonormalnej powstalej przy uzyciu
metody podprzestrzeni Krylowa [101]. Pozwala to zachowaé pasywny charakter transmi-
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tancji i umozliwia redukcje funkcji przejécia dla systemoéw opisywanych znaczng liczba
zmiennych stanu.

Cho¢ co do zasady i rezultatow redukcji algorytmy PRIMA i ENOR sa podobne, to
kazdy z nich wymaga innej postaci funkcji przejscia, ktéra musi by¢ funkcja odpowiednio
pierwszego i drugiego rzedu. Jezeli wigc problem opisany réwnaniami stanu mozna przed-
stawi¢ w obu formach wyniki redukcji funkcji przejscia beda podobne. Zasadnicza réznica
widoczna bedzie jednak w wydajnosci algorytméw, gdyz funkcja przejscia drugiego rzedu
bedzie miata dwukrotnie mniej zmiennych niz funkcja pierwszego rzedu. Z tego powodu
zastosowanie algorytmu ENOR do redukcji funkeji przejscia o postaci (5.7) pozwala prze-
prowadzi¢ obliczenia szybciej i umozliwia jej redukcje w przypadku wiekszych problemoéow
elektromagnetycznych, niz gdyby z réwnan (5.5) oraz (5.4) utworzono réwnowazna funkcje
pierwszego rzedu.

5.2.2 Redukcja elektromagnetycznej funkcji przejscia algorytmem
ENOR

Postaé¢ funkcji przejécia dana réwnaniami (5.7) jest identyczna jak wyjsciowa postaé trans-
mitancji wymagana w algorytmie ENOR [76]. Zgodnie z procedurami opisanymi w [76,101],
macierze I', C i B wykorzystywane sg do generacji bazy ortonormalnej \% bedacej macie-
rzg sktadajaca sie z m = p - ¢ wektorow bazy o dtugosci N, gdzie ¢ jest rzedem modelu.
Redukcja rzedu modelu transmitancji o postaci:

H(s) = LT (Ef + 36>1 B (5.8)

polega na projekeji ortonormalnej réwnan stanu (5.8) za pomoca ortonormalnej bazy V, w
celu uzyskania zredukowanej transmitancji H,,(s):

1~ . -1
H,.(s) =L, <—1“m + sCm> B, (5.9)
s
przy czym projekcja macierzy sktadowych przebiega nastepujaco:

L, = V'L

I, - VIV

E, - VIV

B, = V'B (5.10)

Poniewaz V ma wymiar N X m, rozmiar problemu po redukcji wynosi m. Zredukowana
transmitancja H,,(s) obliczana jest z uzyciem macierzy gestych L., iCn (o wymiarach
mxm) oraz L, i B,, o wymiarach odpowiednio m x o0 i mxp. Zredukowana funkcja przejscia
H,,(s) aproksymuje oryginalna transmitancje H(s) w ograniczonym pasmie czestotliwosci,
lecz przy uzyciu znacznie zmniejszonej liczby zmiennych m << N [76,101].
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Rzad problemu zredukowanego ¢ determinujacy rozmiar problemu po redukc;ji jest liczba
blokowych momentoéw, ktore sa spasowane w problemie oryginalnym (5.8) i zredukowanym
(5.9) [101]. Zwiekszanie rzedu sprawia, iz funkcja H,,(s) aproksymuje oryginalna trans-
mitancje w szerszym pasmie czestotliwosci. Oczywiscie powoduje to rowniez zwiekszenie
liczby zmiennych opisujacych problem zredukowany.

5.3 Opis elektromagnetyczny przestrzeni z wydzielo-
ng poddziedzing przy uzyciu makromodelu

Wtasnosci elektromagnetyczne przestrzeni obliczeniowej €2 z wydzielona poddziedzina, opi-
sane zdyskretyzowanymi réwnaniami Maxwella (3.1), mozna scharakteryzowaé za pomoca
zmodyfikowanych operatoréw globalnych, w ktorych rozdzielone sa operatory poddziedzin
Qi Q\Q (réwnania (3.11) i (3.12)). Poniewaz obie poddziedziny polaczone sg za pomoca
pol wystepujacych na granicy pomiedzy Q\Q i Q, rownania sktadowe moga by¢ dowolnie
przeksztatcone bez utraty doktadnosci rozwigzania.

Jedna z mozliwych modyfikacji jest stworzenie elektromagnetycznej funkcji przejscia dla
poddziedziny Q. Zabieg taki pozwala opisac elektromagnetyczne zachowanie podprzestrzeni
w postaci transmitancji okreslajacej interakcje pomiedzy sprobkowanymi polami elektrycz-
nymi i magnetycznymi, ktore sa warunkami brzegowymi dla obu poddziedzin na styku
Q\Q i Q, tworzacymi wektory graniczne ey i hyy. Takie sformutowanie pozwala na latwe
zastosowanie technik redukcji rzedu modelu w celu zredukowania liczby zmiennych opisuja-
cych zachowanie sie pol w poddziedzinie Qi uzycia powstatego w ten sposéb makromodelu
(5.9) do znacznego przyspieszenia rozwiazywania probleméw réznicowych elektrodynamiki
obliczeniowe;.

5.3.1 Wlaczanie funkcji przejscia makromodelu do operatora glo-
balnego

Stworzenie funkeji przejscia H(s) pozwala na opisanie zachowania sie p6l w przestrzeni 2
z wydzielong poddziedzing €2 za pomoca nastepujacego uktadu rownan:

Rje = —sD,h'
BHh]V[“‘R;'_Ih/ = SDIEGI
ey = LEe'
1~ N1
hy — L7 (—I‘+5C) B ey (5.11)
S

Powyzsza postaé jest algebraiczna modyfikacja wyjsciowego problemu réznicowego (3.1)
opisujacego dziedzine obliczeniowa ) w dziedzinie Laplace’a, a wiec pod wzgledem ztozo-
nosci obliczeniowej réwnania (3.1) i (5.11) sa réwnowazne.
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Poniewaz postaé¢ funkcji przejscia (5.8) pozostaje niezmieniona w wyniku redukeji, ma-
kromodel (5.9) moze by¢ tatwo wlaczony do réwnan operatora globalnego. Redukujac funk-
cje przejscia w (5.11) oraz wykorzystujac (5.6) uzyskuje sie:

Rye = —sD,h
BHhM“‘R;'_Ih/ = SDée/
ey = LEe’
hy = LI -h,
1 ~ \ ~
(—I‘m+sCm) B, = B, eu (5.12)
S

gdzie wektor h,, bedacy zredukowanymi probkami pél z Q) zapisa¢ mozna jako:
h,, = V'h (5.13)

Wykorzystujac powyzsze réwnania oraz zaleznosci (5.2) i (5.3) operator globalny mozna
zapisa¢ w nastepujacej postaci:

[ R BHLHH’ ] _ D¢

R/; , D, 0 h'
l sH,,(s)Lg ] © = 77 l 0 -LT ] l h,, ] (5.14)

Jak tatwo zauwazy¢, taki sposéb wltaczenia makromodelu wprowadza do operatora glo-
balnego elementy zalezne od czestotliwosci. Uwzglednienie makromodelu w analizie nume-
rycznej problemoéw elektromagnetycznych poprzez wlaczenie H,,(s) w jawnej postaci kom-
plikuje wiec uzyskanie rozwigzania metoda réznicowa w dziedzinie czestotliwosci. Analiza
FDFD poprzedzona musi zosta¢ np. obliczeniem operatoréw na kazdej z rozwazanych cze-
stotliwosci, co sprowadza sie do wielokrotnego wyznaczania wartosci macierzy sH,,(s)Lg,
lub uzywania operatorow globalnych uzyskanych na czestotliwosci srodkowej przeprowadza-
nej analizy, co moze by¢ przyczyng btedéw. Nie mozna réwniez zagniezdzaé makromodeli.

5.3.2 Wlaczanie makromodelu poprzez projekcje operatora glo-
balnego

Aby uniknaé¢ niedogodnosci zwigzanych z zaleznoscig elementéw operatoréw macierzowych
od czestotliwosci, nalezy wiaczy¢ makromodele w inny sposéb, bez jawnego tworzenia funk-
cji przejscia.

Rozwazmy réwnania (3.11) i (3.12) stuszne dla przestrzeni obliczeniowej €2 z wydzielona
poddziedzing Q. Zapisujac je odzielnie dla poddziedzin Q\Q i przy wykorzystaniu zalezno-
Sci opisujacych macierze sprzegajace ((5.2),(5.3)) uzyskuje sie réwnania (5.4) i (5.5), ktére
stanowig punkt wyjsciowy do uzyskania funkcji przejécia przestrzeni Q. Przeprowadzenie
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redukeji transmitancji H(s) prowadzi do wyznaczenia zredukowanej funkeji przejscia Hy, ()
((5.9), (5.10)), ktéra moze by¢ nastepnie wlaczona w sposéb jawny do réwnan operatora
globalnego (5.14). Alternatywny sposob wtaczenia makromodelu mozna uzyskaé rozpisujac
(5.12) przy uzyciu (5.10):

Rje = —sD I
Byhy + Ryh' = sDle
ey = LEe’

hy, = (VTL)T ‘b,

1~~~ e~~~ —
<;VTI‘V+5VTCV> b, = V'B-ey (5.15)

Poniewaz dwa ostatnie rOwnania zawieraja macierze T, C, LiB, zatem uzywajac podsta-
wien z (5.6) i wykonujac proste przeksztatcenia otrzymuje sie:

hM = IH]/:\JHv . Bm

(V' ReDRAY + VD,V ) By = V7 (<Bely) e (5.16)
Powyzsze zaleznosci przedstawiaja zredukowana postaé¢ (5.6), z ktérej mozna prosto uzy-
ska¢ H,,(s), analogicznie jak z (5.6) otrzymuje sie H(s). Jak wida¢ proces redukeji funkeji
przejécia w (5.9) przy uzyciu projekcji ortonormalnej zastosowanej do (5.8), moze byé w
ten sam sposéb wykorzystany do redukeji réwnan wyjsciowych (5.6). Co wiecej, rozszerza-
jac powyzsze rozumowanie, identycznie otrzymuje sie zredukowana postaé¢ réwnan (5.4) i
(5.5), ktore stanowia punkt wyjscia do uzyskania (5.6). Proste przeksztalcenia algebraiczne
prowadza do:

we = —sD,h’'
Byhy + Ryh' = sD.e
hy = IyLyV-h,, (5.17)
VTBulp - en L VIRp 6 — VD,V b,
RyV -h, = sD.e
ey = Lgé (5.18)

Niwelujac oddzielne rownania okreslajace ey i hy, uzyskuje sie zredukowang forme rownan
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(5.1) opisujacych Q\Q i Q:

we = —sD.h'

BylyLy Vh,, + Rj;h' = sDle’
————

Su

VT EEIELE e, + V\TEE e = —SvTﬁuv . Bm

———

Sp

RyV-h,, = sD.& (5.19)

Operator globalny z wlaczonym makromodelem bedzie mial wiec posta¢ zdyskretyzowa-
nych réwnain Maxwella (3.11) i (3.12) z operatorami sktadowymi zredukowanymi poprzez
projekcje ortonormalng wykorzystujaca baze ortonormalng V:

R/, 0 e D, 0 b’
[ngE VTEE] [ a] = —S[ 0 VTﬁﬁ] [hm] (5.20)

R, SyV ][wW] [D. o ][¢

[o ﬁHvHﬁm =%l o D.||e (5:21)

Powyzsze sformutowanie zawiera makromodel, ktéry wlaczony jest w postaci niejawnej.
Oznacza to, ze w réwaniach (5.20) i (5.21) nie wystepuje zredukowana elektromagnetycz-
na funkcja przejscia H,,(s). Zamiast tego w operatorze globalnym zredukowane zostaly
te fragmenty, ktére stanowia sktadniki funkcji przejscia poddziedziny Q. 7 tego powodu
wlaczanie makromodelu w spos6b niejawny do operatora globalnego to redukcja operatora.

5.4 Zwielokrotnianie i zagniezdzanie makromodel:

Wykorzystywanie wytacznie pojedynczego makromodelu w algorytmach réznicowych, cho¢
pozwala osiagnaé przyspieszenie analizy numerycznej metodami FDTD i FDFD [37,41],
jest silnie ograniczone efektywnoscig procesu tworzenia makromodelu. Metody redukcji rze-
du modelu, w tym ENOR, pozwalaja na redukcje probleméw o liczbie zmiennych rzedu
kilkudziesieciu tysiecy [101], jednak poniewaz liczba zmiennych w problemach réznicowych
rosnie bardzo szybko przy zwiekszaniu rozmiaru poddziedziny lub zageszczaniu kroku dys-
kretyzacji wewnatrz Q, tatwo przewidzie¢ znaczne trudnosci w tworzeniu makromodels.
Ograniczenia wynikajace z metod redukcji mozna tatwo pokona¢ wykorzystujac moz-
liwosci wydzielania podprzestrzeni z przestrzeni obliczeniowej przedstawione w rozdziale
3. Dobrym przyktadem ilustrujacym ten sposéb jest budowa makromodelu dla bardzo du-
zej podprzestrzeni. Choé¢ stworzenie pojedynczego makromodelu moze by¢ niewykonalne z
powodu ograniczen algorytmu ENOR, mozna wydzieli¢ w niej kilka podprzestrzeni, i zbu-
dowaé dla nich makromodele. Poniewaz duza podprzestrzen bedzie sie sktadac teraz z wielu
makromodeli, znacznie ograniczona liczba zmiennych pozwoli utworzyé¢ dla niej wspolny
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makromodel. Mozliwo$¢ tatwego zwielokrotniania makromodeli oraz ich wielokrotnego za-
gniezdzania jest wiec kluczowa dla tatwego zwiekszania rozdzielczo$ci analizy metodami
roznicowymi czy tez tworzenia makromodeli dla duzych poddziedzin.

5.4.1 Zagniezdzanie makromodel: poprzez hierarchiczng projek-
cje

Rozwazmy przestrzen obliczeniowsq €2, w ktorej wydzielona zostata podprzestrzen Q, aw

niej podprzestrzen () (patrz rys. 3.4). Kazda z podprzestrzeni pokryta jest siatka innej
gestosci, przy czym najwieksza gestos¢ ma siatka dla przestrzeni najbardziej wewnetrzne;j.
Dla tak okreslonych poddziedzin operator globalny przyjmuje posta¢ dang réwnaniami

(3.18) i (3.19), w ktérych operatory poddziedzin Q, Q\Q i O sprzezone sa macierzami

~

"=, Sy, Sp oraz Sy. Na potrzeby przedstawienia zagniezdzania makromodeli w sposob
klarowny wprowadzone zostana zmodyfikowane macierze sprzezen S’E & i S;{ & ktore w

odréznieniu do S, i S, taczacych w (3.18) i (3.19) Q\Q z Q\Q, sprzegaé beda Q\Q i Q.
Zgodnie z (3.18) i (3.19) zachodzi:

S = l SO,E ] S,5=Su 0] (5.22)

Uwzgledniajac powyzsze podstawienia, zaleznosci (3.18) i (3.19) mozna zapisa¢ w nastepu-
jacej postaci:

R/, 0 o T D 0 b
s [ 2 TI[2]] 7] o [ 2] [5]| o=
B2 1 Sp Rg e i 0 D, h
Ry S5 b’ (DL 0 o
0 . Sn Wll=s] o | D=2 lé:/] (5:24)
0 Ry h I 0 D. e

Tak zapisane rownania dla przestrzeni obliczeniowej, na ktora sktadajg si¢ podprzestrzenie

Q\Q, Qi Q, stanowig punkt wyjscia dla hierarchicznego tworzenia makromodeli, tj. uzy-
skania makromodeli zagniezdzonych. Jak tatwo sie domysli¢, posta¢ ostatecznych réwnan
bedzie zblizona do powyzszych, zas sam proces zagniezdzania makromodeli mozna w tym
przypadku podzieli¢ na dwie fazy:

e skonstruowanie i wiaczenie makromodelu dla najbardziej zagniezdzonej poddziedziny,

w tym przypadku Q,

e skonstruowanie i wlaczenie makromodelu dla poddziedziny o nizszym poziomie za-
gniezdzenia, w tym przypadku €2
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Redukcja operatoréw najbardziej zagniezdzonej poddziedziny
Konstrukeje makromodeli zagniezdzonych rozpoczyna si¢ od zdefiniowania elektromagne-
tycznej funkeji przejscia podprzestrzeni najsilniej zagniezdzonej, czyli poddziedziny Q. Od-

powiedni operator globalny dla € z wydzielong podprzestrzenia Q wyizolowany z (5.23) i
(5.24) ma postaé (sprzezenie z Q\ zostato pominiete):

R, 0 1
] --T sl
R, Sy |[w]  [D é
[0 /AIEH”ﬁ__S{o BHE

Operatory sktadowe powyzszych réwnan mogg zosta¢ wykorzystane do konstrukeji funkeji

przejscia poddziedziny Qo postaci (5.8), ktora jest odpowiednia do redukcji algorytmem
ENOR. Wlaczenie makromodelu do operatoréw (5.25), (5.26) przy wykorzystaniu wyge-

@
= B0

™)

] (5.25)

(5.26)

nerowanej podczas redukcji macierzy ortonormalnej Y pozwala, zgodnie z (5.20) i (5.21),
otrzymac nastepujace zaleznosci :

R, 0 & ] D, © b’
=T~ =T = 2 = —S ~T—~ — —~T ~ (527)
VS VRg L€ o VDV ||Vh

n’ ﬁ’ i ]/j/ 0 ~/
Rt EHX =T~ | = 5 = l ° ] (5.28)
0 RyV ||V h| 0 D. €

Przeniesienie powyzszych rozwazan ograniczonych do poddziedzin Q\Q i O na operatory
globalne opisujace zachowanie sie pdl w calej przestrzeni obliczeniowej Q (5.23), (5.24)

pozwala zapisa¢ operatory globalne w {2 ze zredukowanymi operatorami poddziedziny Q
jako:

RE 0 e D’ 0 h’
R/ 0 el | = D/ 0 h'
S’Eﬁ ~TX =T l i ] 5 0 a T =~ =Tx
V S; V Rg e 0 VDYV V h
(5.29)
R/, Siqﬁ }Al/ D’ 0 e
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Redukcja operatoréw poddziedziny o nizszym poziomie zagniezdzenia

Przeprowadzenie redukeji operatoréw poddziedziny Q umozliwia stworzenie funkcji przej-
Scia dla podprzestrzeni €. Réwnania (5.27) oraz (5.28) definiuja operatory podprzestrzeni Q

z wlaczonym makromodelem poddziedziny Q ktére w (5.29) i (5.30) sprzezone sa z poddzie-
dzing Q\Q za pomoca macierzy sprz(;gajgcych S’ g 1 S - Poniewaz macierze sprzggajoce
zostaly zmodyfikowane (5.22) w stosunku do orygmalme wprowadzonych definicji (3.9),
(3.14), na potrzeby konstrukeji funkcji przejscia poddziedziny Q z wlaczonym makromo-

delem Q nalezy precyzyjnie okresli¢ macierze sktadowe S’ G 1 S;{ & ktore uzyte beda do
konstrukeji L oraz B w (5.8).

Macierze sprzegajgce Sk i Sy zdefiniowane w (5.22) skladaja sie z rAnacierzy wybie-
rajacych, interpolujacych i brzegowych. Wydzielenie w Q poddziedziny Q wymagato ich
modyfikacji (3.14) polegajacych na usunieciu odpowiednich wierszy macierzy Sz i kolumn
Spu. Konstrukcja operatoréw globalnych (5.23) 1 (5.24) wymusita kolejne zmiany, ktére do-
prowadzity do powstania macierzy S’ G 1 S’ & sprzegajacych poddziedzine Q\Q z Q. Stad
macierze Sprzeqajgce mozna zapisac’ W Sposob jawny przy uzyciu réwnan (3.9), (3.14) i
(5.22) nastepujaco:

. -
g l P ] — l P ] I:Ls

| —

Ba

S\a=|S4Py 0]=Buly|[LyPy 0]
—_——

T

HQ

(5.31)

Korzystajac z rownan (5.27), (5.28) oraz (5.31) mozna tatwo zdefiniowa¢ macierze funk-
cji przejscia (5.8) dla poddziedziny €2 z wlaczonym makromodelem:

-~ - -1 —

- y 0 D. o R. S,V

' = :Ti =T~ = H ;\S\Hl (5.32)
V Sg V Rg 0 D. 0 RyV

N D, 0

C = =T = (5.33)
| 0 VD)WV

T =/

L" = IuxL,5 (5.34)

B = Bk (5.35)

Wyznaczenie macierzy I‘, 9, L i B pozwala na uzycie algorytmu ENOR do redukcji
funkcji przejscia poddziedziny () zawierajacej niejawnie wlaczony makromodel dla podprze-
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strzeni . Wlaczenie tak zredukowanej transmitancji do réwnan (5.29) i (5.30) dokonuje
sie poprzez redukcje operatorow globalnych za pomocg bazy ortonormalnej V:

R, 0 /

- e
R/ 0 o~ _
V7S . VT TP [‘i} =
V Sz V Rg e
D’ 0 h’
’ 1.7
==l g vr| P 2 |y ||vr o (5.36)
0 VDV V h
/ !XT
RH SHQY\ _hlﬁl
/ Q e =
0 RyV |V h
D! 0 e
=s| o | D= 0 [g 1 (5.37)
0 D. ] e

Otrzymane réwnania obowigzujace dla przestrzeni obliczeniowej (2, do ktorej wlaczony
zostal makromodel wygenerowany z wydzielonej z {2 poddziedziny (2 zawierajacej makromo-

del poddziedziny Q. Powyzsza metoda budowania operatoréw zawierajacych makromodele
zagniezdzone moze by¢ tatwo rozszerzona na wiecej poziomow zagniezdzenia poprzez suk-
cesywne tworzenie makromodeli dla coraz to nizszych pozioméw zagniezdzenia.

Warto zaznaczy¢, ze zagniezdzanie makromodeli w tak ogélny sposéb mozliwe jest wy-
tacznie dzieki sformulowaniu pozwalajacemu wlaczaé makromodele do operatoréw global-
nych w sposob niejawny. Inaczej, juz po pierwszej redukcji operatory zostatyby uzaleznione
od czestotliwosci 1 w efekcie zagniezdzanie bytoby niemozliwe.

5.4.2 Zwielokrotnianie makromodeli w przestrzeni obliczeniowe]

Zwielokrotnianie makromodeli polega na wlaczaniu do réwnan opisujacych przestrzen ob-
liczeniowa wielu makromodeli. Pozwala to w petni wykorzysta¢ mozliwosci przyspieszania
obliczen numerycznych w metodach réznicowych wykorzystujacych makromodele, zwtasz-
cza jesli zwielokrotnianie zostanie uzupetnione o zagniezdzanie makromodeli. Ze wzgledu na
specyfike implementacji zwielokrotnianie mozna podzieli¢ na trzy podstawowe przypadki:

e wtaczanie wielu niezagniezdzonych makromodeli do operatoréw globalnych przestrze-
ni obliczeniowej,

e pokrywanie makromodelami catej przestrzeni obliczeniowej,
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e klonowanie makromodels.

Wilaczanie wielu makromodeli do operatoréw przestrzeni obliczeniowej

Jest to najprostszy, zaraz po wtaczaniu pojedynczego makromodelu, sposob zwiekszenia
efektywnosci analizy metodami réznicowymi wykorzystujacymi makromodele. Polega on
na wlaczeniu pojedynczego makromodelu w wielu miejscach siatki dyskretnej dziedziny
obliczeniowe;j.

Rozwazmy przestrzen obliczeniowq () zawierajaca dwie wydzielone podprzestrzenie przed-
stawiong na rysunku (3.5). Dla takiego przypadku operatory globalne maja posta¢ opisang
réwnaniami (3.24) oraz (3.25), ktére dla zachowania jasnosci wyprowadzen powtérzono
ponizej:

R, 0 07f¢] D, 0 0[N
SL RL 0 ¢ |=-s| 0 D, 0 h! (5.38)
S2 0 R |é€ 0 0 D[R
Ry Sy Sy |[N (DL 0 0 e
0 R, 0 h!|=s| 0 D! o0 ||é (5.39)
0 0 R%||h? 0 0 D2 |e

Jak to wynika z powyzszych réwnan, efektem wtaczenia dwéch makromodeli do przestrzeni
obliczeniowej €2 jest powstanie dwoch zestawdéw operatorow zwigzanych z podprzestrzeniami
Q! i O2. Umozliwia to generacje dwoch niezaleznych funkcji przejscia H(s) oraz H2(s),
ktorych macierze sktadowe prezentuja sie nastepujaco:

I'=Rj(D!) R, C'=D, L'=(I,L;,) B'=-BI} (5.40)
=R} (D?) R} C’=D; L’=(L;L}) B*’=-BiI}; (5.41)
Podobnie jak w przypadku pojedynczego makromodelu, w wyniku redukgji kazdej z funkcji
przejscia algorytmem ENOR wygenerowane sg bazy ortonormalne V! i V2. Wiaczenie obu

makromodeli do réwnan (5.38) i (5.39) poprzez redukcje operatoréw globalnych prowadzi
do:

R/, 0 0 -
T ~ T —~ €
(V') s, (V') Ry 0 al | =
~\NT ~ —~ T — 32
(V?)' 83, 0 (V) Rz | L
D, 0 0 Trw
~\T —~, ~ ~
—s| 0 (V) DVt 0 b, (5.42)
e~ \NT —~_ —~ T
0 0 (v?) D2v? | L by,
Ry SEV' SiV2 ][ W DL 0 0 e
0 RLV! 0 h! |=s| o D! o |]é (5.43)

0 0 R3V2|[h} 0 0 D] |¢
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Podobnie jak samo wydzielanie podprzestrzeni, rozszerzenie rozumowania na wieksza liczbe
makromodeli przeprowadza si¢ poprzez wydzielenie kolejnej podprzestrzeni, redukcje jej
elektromagnetycznej funkcji przejscia i niejawne witaczenie makromodelu do operatordéw
globalnych.

Dekompozycja dziedziny przy wykorzystaniu makromodel:

Pokrycie makromodelami catej przestrzeni obliczeniowej jest odmiang wtaczania wielu ma-
kromodeli. Wyizolowanie takiego zastosowania makromodeli pozwala na ich uzycie w klasie
technik analizy probleméw numerycznych nazywanych metodami dekompozycyi dziedziny
(ang. domain decomposition methods) [92,99]. Metody te stosowane sa w przypadkach, gdy
problem numeryczny zdefiniowany np. metodami réznicowymi jest tak ztozony obliczenio-
wo, ze zamiast rozwigzywaé¢ go bezposrednio, znacznie szybciej jest podzieli¢ przestrzen
obliczeniowa na poddziedziny, ktérych rozwigzanie nastepuje w stosunkowo krétkim cza-
sie. Uzyskane rozwigzania sa nastepnie sktadane w rozwigzanie macierzystej przestrzeni
obliczeniowej, co jest niewatpliwie najtrudniejszym elementem tej techniki [40], ze wzgledu
na ograniczenia w zbieznosci tych metod [92]. Wszelkie préby poprawy tych uwarunkowan
powoduja zwiekszenie wymagan pamieciowych lub spowolnienie algorytmu [99].

Wykorzystanie makromodeli jako techniki dekompozycyi dziedziny jest wolne od przed-
stawionych powyzej wad standardowych metod ze wzgledu na tatwe wydzielanie podprze-
strzeni 1 jednoznaczg metode ich tgczenia w operatorze globalnym. Aby to zobrazowaé
wykorzystane zostang operatory przestrzeni obliczeniowej €2, w ktorej wydzielono dwie
poddziedziny catkowicie ja wypelniajace (patrz réwnania (3.27) oraz (3.28)).

Generacja funkcji przejscia na podstawie operatoréw poddziedzin Qi Q2 oraz, w wyniku
redukcji algorytmem ENOR, baz ortonormalnych V! i V2 odbywa sie identycznie jak w
omawianym wczesniej przypadku wilaczania wielu makromodeli. Wykorzystujac macierze
V!i V2 do projekeji operatoréw globalnych (3.27) oraz (3.28) uzyskuje sie réwnania:

= T ~ — T ~ /
(V1) sy (V') Ry 0 e
—~ T ~ o\ T o~ e =
(V?) 8% 0 (V?) R} | | &
o~ T ~_, ~
v D! 0 Ll
A e N A (5.44)
0 (V2) D2v2 | L by,
w
SEV' SEV? | DL 0 0 ][¢
RLV! 0 lﬁg%]:s 0 D! o é! (5.45)
0 R3V? m 0 0 D?J|[@

Zastosowanie makromodeli jako techniki dekompozycji dziedziny sprowadza sie wiec do
podzialu duzego problemu elektromagnetycznego zapisanego za pomoca roéwnan réznico-
wych na mniejsze fragmenty. W procesie redukcji rzedu modelu wydzielonych poddziedzin
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rozwigzywane jest zagadnienie brzegowe, ktorego wynik uzyty do generacji baz ortonor-
malnych V! i V? pozwala zredukowaé fragmenty operatoréw globalnych wystepujacych w
réwnaniach (5.44) oraz (5.45). Takie wlaczenie rozwiazan czesciowych pozwala szybko uzy-
ska¢ rozwigzanie globalne, jako ze rozmiar problemu po redukcji jest wielokrotnie nizszy,
niz przed redukcja.

Klonowanie makromodeli w operatorach przestrzeni obliczeniowej

Wykorzystanie modeli zredukowanych w analizie probleméw elektromagnetycznych, choé
przyspiesza obliczenia numeryczne, poprzedzone jest generacja makromodelu, ktora w przy-
padku wlaczania wielu makromodeli moze by¢ czasochtonna. Jesli niektére z wydzielonych
poddziedzin sg identyczne?, to zamiast generowaé¢ oddzielne makromodele dla kazdej z nich,
mozna je sklonowac.

Klonowanie makromodeli polega na powieleniu operatoréw, baz ortonormalnych i ma-
cierzy sprzegajgcych (lub ich fragmentéw) w taki sposéb, aby makromodele poddziedzin
bedacych klonami wygenerowaé jak najmniejszym kosztem obliczeniowym. Technika ta ma
najwieksze zastosowanie w analizie struktur periodycznych, zwtaszcza krysztatéw fotonicz-
nych sktadajacych sie z setek identycznych elementéw [62].

Przeanalizujmy podobienstwo macierzy wykorzystywanych w procesie wydzielania pod-
dziedzin, tworzenia makromodeli i ich wtaczania do operatorow globalnych na przyktadzie
opisanego wezesniej wlaczania dwoch makromodeli do operatoréow przestrzeni obliczeniowe;j.
Wydzielenie identycznych poddziedzin Q! i Q2 2 przestrzeni obliczeniowej €2 oznacza, ze
zachodza nastepujace zaleznosci pomiedzy macierzami wystepujacymi w réwnaniach (5.38)
i(5.39):

R, =R =Ry
R}, =R% =Ry
LU
D.=D?=D,
D' =D2=D. (5.46)

Macierze SL, S% oraz Sk, S sy rézne, czego powodem jest rézma pozycja wydzielonych
podprzestrzeni w siatce Yee dziedziny Q (LY # L%, B}, # B%). Pozostate macierze skla-
dowe macierzy sprzezen wykazuja jednak podobienstwo, stad prawdziwe sg zaleznosci:

B}, = B = By
L-L-L
L, =L% =Ly

I, =01 =1y (5.47)

3W algorytmach réznicowych, fakt, ze poddziedziny sa identyczne okreéla sie na podstawie ich opisu
zdyskretyzowanymi réwnaniami Maxwella, a wiec poréwnujac operatory je opisujace.
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Oczywiscie wartosci probek pél w poddziedzinach O i Q2 takze moga sie ré7nic.

Analizujac sposéb tworzenia funkcji przejscia (5.6) oraz réwnania (5.46) i (5.47) mozna
zauwazy¢, ze macierze tworzace H(s) beda takie same dla obu poddziedzin. Proces reduk-
¢ji doprowadzi wiec do wygenerowania identycznych baz ortonormalnych, co oznacza, ze
redukcja musi by¢ przeprowadzona tylko dla pierwszej poddziedziny. Uwzgledniajac po-
wyzsze wnioski tatwo mozna zapisa¢ operatory globalne opisujace przestrzen obliczeniowa
Q 7z makromodelami wlaczonymi poprzez klonowanie:

LA L D, o 0w
V'S, VIR 0 ¢! |=—s| 0 VID,V 0 h! | (5.48)
V'S, 0 V'Rp||#€ 0 0 V™D,V ||h2

R, SLV S%V h' D 0 0 e

0 RyV 0 h! |=s| 0 D. 0 &' | (5.49)

0 0 RyV||h 0o 0 D.||¢&

5.5 Wpykorzystanie symetryzowanej funkcji przejscia

Najwazniejszymi technikami umozliwiajacymi efektywne wtaczanie makromodeli do ope-
ratoréw roznicowych sa: wydzielanie podprzestrzeni, redukcja rzedu modelu z wykorzysta-
niem algorytmu ENOR oraz redukcja operatora globalnego. Ta ostatnia technika pozwala
stworzy¢ jednolity mechanizm wtaczania makromodeli, niezaleznie od tego, czy sa one za-
gniezdzone czy tez zwielokrotnione w przestrzeni obliczeniowej ).

Jednym z efektow wlaczania makromodeli poprzez projekcje jest zageszczanie macierzy.
Nawet jesli pierwotna macierz jest macierza diagonalna to zastosowanie obustronnej projek-
cji zamienia ja w macierz gesta. Oczywistg konsekwencja tego zjawiska jest wzrost zasobow
pamieciowych potrzebnych do przechowywania macierzy. Znacznie powazniejszym zagad-
nieniem jest jednak utrudnienie rozwigzywania probleméw zawierajacych makromodele.
Aby to zilustrowa¢ przeanalizujmy globalng macierz przenikalnosci magnetycznej wystepu-
jaca w rownaniu (3.11) oraz jej odpowiednik ze zredukowana poddziedzina Q 7 zaleznodci
(5.20), ktére zestawiono ponizej:

D, 0 D’ 0
K2 e
[ 0 DM] [ 0 VTDMV] (5.:50)

Poniewaz macierze D, i /lju sa w wiekszosci przypadkéw diagonalne, diagonalny bedzie
rowniez operator je zawierajacy, co znacznie upraszcza odwrocenie macierzy globalnej nie-
zbgdne np. w trakcie rozwigzywania problemu wlasnego zbudowanego z réwnan (3.11) i
(3.12). Po redukeji operatora w miejsce diagonalnej macierzy D, pojawia si¢ gesta macierz
VTﬁuV i w konsekwencji odwrocenie macierzy wynikowej jest utrudnione. Trudno$ci zwig-
zane z zageszczaniem macierzy przenikalnosci sg szczegoélnie dokuczliwe, gdy makromodele
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sg silnie zagniezdzane i zwielokrotniane, a wiec w przypadkach najatrakcyjniejszych pod
wzgledem zwiekszania efektywnosci analizy metodami réznicowymi.

Przedstawiona w niniejszym podrozdziale metoda symetryzowania funkcji przejécia re-
dukowanej poddziedziny pozwala w prosty sposob catkowicie wyeliminowacé problem zagesz-
czania operatora globalnego przenikalnosci magnetycznej, a wiec stanowi istotne dopetnie-
nie metod witaczania makromodeli, ktore warunkuje efektywnos¢ wykorzystania techniki
redukcji rzedu modelu w metodach réznicowych elektrodynamiki obliczeniowej.

5.5.1 Symetryzowanie funkcji przejscia

Rozwazmy réwnanie (5.6) definiujace macierze skladowe T, C, L i B funkeji przejscia
H(s) (5.7) redukowanej poddziedziny, ktére dla przejrzystosci prezentowanych rozwazan
przedstawiono ponizej:

%EE/]SE_IEH Fl + s ]/jﬂ i’\l = —EEIE (S3Vi
— ~~ —
T C B
hy = IgLyh (5.51)
~——
LT

Wystepujacy w réwnaniach (5.51) wektor h zawiera probki pola magnetycznego poddzie-
dziny Q. Wprowadzmy odpowiadajacy mu wektor symetryzowany lAl, ktory zwigzany jest z
h ponizszymi zaleznosciami:

—~ ~ —

[SIE
=

(5.52)

Przy powyzszej definicji, rownania (5.51) zapisane przy uzyciu wektora h przyjma naste-
pujaca postac:
~ o~ o~ 1X 1X .

~ —~_1x

—1
Mnozac lewostronnie réwnanie (5.53) przez D, ? uzyskuje sie symetryzowana postaé réw-
nania (5.6):

%ﬁ;EEEﬁgl/R\Hﬁ;E H + s /I\ fl = —ﬁ;EﬁEIE e\
~ —_—
T C B
~ —~_1x
hy =I4LyD,2h (5.55)
————

LT
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gdzie I jest macierza jednostkowa o rozmiarze réwnym rozmiarowi macierzy C. Powyzsze
rOwnania pozwalajg zapisa¢ symetryzowang funkcje przejécia poddziedziny €2 jako:

~ ~ 1= L

I{@)::LT(—F4—QD B (5.56)

s

gdzie macierze sktadowe dane sg nastepujacymi zaleznosciami:
I =D,’RzD.'RyD,’ = D,’I'D,? (5.57)
C=I=D,*CD,* (5.58)
- o1 —~1

LT =1I4LyD,? =LTD,?> (5.59)

~ —~_1 <
B=-D,’Bglz=-D,*B (5.60)

Poniewaz operacja symetryzowania H(s) nie zmienia cech macierzy sktadowych, zostana
one zachowane réowniez po redukgeji transmitancji (5.56) algorytmem ENOR. Zredukowana
elektromagnetyczng funkcje przejscia ﬁ(s) tworzy sie, analogicznie jak w przypadku nie-
symetryzowanym, poprzez projekcje ortonormalna macierzy sktadowych (5.56) za pomoca

otrzymanej w wyniku dziatania algorytmu ENOR bazy ortonormalne; V, z jednym wy-
jatkiem. Poniewaz zamiast macierzy C w funkcji H(s) wystepuje macierz jednostkowa, po
projekcji ortonormalnej bedzie to rowniez macierz jednostkowa o rozmiarze réwnym roz-
miarowi macierzy T,,. Oznacza to, ze zamiast przeprowadzaé¢ projekcje macierzy C=1
wystarczy zmieni¢ I na macierz jednostkowa I,,.

5.5.2 Wlaczanie symetryzowanego makromodelu do operatora
globalnego

Oczywista konsekwencja symetryzowania elektromagnetycznej funkcji przejécia, ktora wia-
ze sie z przeskalowaniem probek poél magnetycznych, jest modyfikacja metody wlaczania
makromodelu do rownan réznicowych poprzez redukcj¢ operatoréw globalnych. Przyczyna
tego jest generacja réznej od \% macierzy projekcji /\7, ktora zapewnia, ze zredukowana
funkcja przejscia bedzie dobrze aproksymowata symetryzowana transmitancje H(s).

W celu wlaczenia symetryzowanego makromodelu poprzez redukcje operatora nalezy
zmodyfikowaé¢ réwnania operatora globalnego zwiazane z poddziedzing Q w taki sposob,
aby odpowiadaly symetryzowanej funkcji przejscia. Proste przeksztatcenia algebraiczne wy-
korzystujace (5.52) prowadza do nastepujacej postaci operatoréw globalnych:

R/ 0 ! D’ h'

’ N2 L’ D’ /
i SaDy’ l ] = s[ ¢ 2 ]l?] (5.62)
0 RHD/L 2 0 ]:)8 e

=
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Macierze symetryzowanego operatora globalnego zwigzane z poddziedzing Q pozwalaja
na tatwe utworzenie symetryzowanej funkcji przejscia, o postaci (5.56), poprzez podstawie-
nia opisane réwnaniami (5.4), (5.5) oraz (5.6). Oznacza to, ze operatory réwnan (5.61) i

(5.62) mozna zredukowaé za pomoca bazy ortonormalne; V, co pozwala zapisa¢ zreduko-
wane réwnania (5.61) i (5.62) jako:

R/ 0 / D’ h’
;\T/\,;AE =T 1 l eA ] = —s [ H AO ] [ = ] (5.63)
V D.’Sp; VD,’R || © 0 In || hy
/ /\*%;\ h’ D’ /
Ry SuDu’ V lx ] = Sl Y H?} (5.64)
0 RyD,2V | [ hy 0 D. e

Jak tatwo zauwazy¢, wystepujaca w rownaniach macierz globalna przenikalnosci ma-
gnetycznej jest diagonalna zarowno przed, jak i po redukcji. Oznacza to, ze stosujac sy-
metryzowang funkcje przejscia oraz rozciggajac powyzsze rozumowanie na makromodele
zagniezdzone i zwielokrotnione mozna pokonaé¢ wystepujace wcze$niej problemy zwigzane
7z zageszczaniem macierzy przenikalnosci magnetycznej.



Rozdzial 6

Makromodele w analizie FFDTD
1 FDFD

Przy zatozeniu, ze w przestrzeni ) wydzielona zostata podprzestrzen Q, réznicowe réwnania
Mazxwella, zapisane za pomocg operatorow globalnych, przyjmuja posta¢ dang zaleznoscia-
mi (3.11) oraz (3.12). Generacja makromodelu i wlaczenie go do analizy réznicowej poprzez
redukcje operatorow podprzestrzeni Q przy wykorzystaniu bazy ortonormalnej V prowadzi
do réwnan (5.20) i (5.21). Zdyskretyzowane réwnania Mazwella dla dziedziny Q z wlaczo-
nym makromodelem maja nastepujaca postac:

R, 0 el  [D, 0 h' 61)

ViSp VIRz ||e| ~— °| o VD,V || h, ‘
R, Ss/V][wn]  [D o0][¢

[0 ﬁHvHﬁm =90 D.||e (6.2)

W efekcie wtaczenia makromodelu do rownan réznicowych zmniejsza sie liczba zmien-
nych zawartych w wektorze probek pola magnetycznego podprzestrzeni Q (zgodnie z (5.13)
h,, = leAl), podczas gdy liczba zmiennych zawartych w wektorze € pozostaje bez zmian.
Zwiazane jest to z zastosowaniem do redukcji réwnan réznicowych poddziedziny Q algo-
rytmu ENOR, w ktorym dla zmniejszenia kosztéw numerycznych zwiazanych z generacja
makromodeli uzywa sie funkcji przejscia drugiego rzedu (5.8). Oznacza to, ze algorytmy
FDFD i FDTD wykorzystujace makromodele musza by¢ tak sformutowane, aby nie wyste-
powaly w nich wektory e.

6.1 Algorytmy FDFD z wykorzystaniem makromode-
li

Dzieki zastosowaniu projekcji operatorow roznicowych analiza probleméw w dziedzinie cze-
stotliwosci z wykorzystaniem makromodeli nie odbiega w zasadniczy sposob od standardo-
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wego algorytmu FDFD opisanego w rozdziale 2. Problem réznicowy (6.1), (6.2) moze wiec
zosta¢ rozwigzany w klasyczny sposob, zarowno w przypadku sformutowania jako zagadnie
wlasne, jak i uktadu rownan opisujacego problem deterministyczny. Przy czym uwzgled-
niona powinna zostaé¢ opisana powyzej specyfika zwigzana z generacja makromodels.

6.1.1 Problem wtlasny

Podstawiajac s = jw réwnania (6.1), (6.2) zapisa¢ mozna w postaci problemu drugiego
rzedu jako:

Ry, 0 )[D. 0] [Ry SV |[W]_,[D, 0 ][N
VISp VIRp 0 D. 0 RyV || h, 0 VD,V || h,
(6.3)

Przeksztalcajac powyzsze natychmiast uzyskuje sie problem wtasny o postaci danej (2.34):

D, 0 ][ R, 0 D/ 01 [Ry SuV ][N ]_ [W
0 VD,V VIS VIRg || 0 D. 0 RyV ||hw!| | by
(6.4)

w ktorym rozwigzaniami beda pulsacje rezonansowe w i rozktady probek pol H.

Jak tatwo zauwazy¢, utworzenie powyzszego zagadnienia wymaga odwrdcenia gestej?!
macierzy VTD V. Zamiast operatoréw globalnych wystepujacych w (6.1), (6.2) znacznie
korzystniej Jest uzy¢ sformutowania wykorzystujacego makromodele symetryzowane opisa-
ne w podrozdziale 5.5. Zapisujac operatory globalne z makromodelami symetryzowanymi
(5.61), (5.62) w postaci problemu drugiego rzedu otrzymuje sie:

. R .0 lD; 0 ]‘1 R/, SH D.°V
=4 ~_ 1. =4 1 - ~ 1 =
V D.2S; V D,2Rp 0 D. 0 Y

o ::')z

(6.5)

Cho¢ powyzsza zaleznosé jest rownowazna (6.3), to w tym przypadku konstrukeja pro-
blemu wtasnego nie bedzie wymagata odwracania macierzy gestej, gdyz zamiast VD V
w globalnej macierzy przenikalnosci magnetycznej wystepuje macierz jednostkowa L..

'Macierz gesta powstanie, gdy wartoéci elementéw na diagonali macierzy ]5“ beda rozne. Przypadek
ten ma miejsce np. podczas stosowania schematéw lokalnych [67].
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6.1.2 Problem deterministyczny

Do tej pory przy wtaczaniu makromodeli do réwnan réznicowych zaktadano, ze w dyskret-
nych rownaniach Maxwella przestrzeni €2 nie wyodrebniono pobudzenia. Z tego powodu w
naturalny sposéb otrzymuje sie problem wlasny w dziedzinie czestotliwosci (6.4), ktory z
zasady opisuje struktury rezonansowe.

Aby poddaé¢ analizie struktury transmisyjne nalezy sformutowaé¢ operatory globalne
rownan réznicowych zawierajace makromodele w taki sposéb, aby uwzglednialy obecnosé
pobudzenia. Z tego wzgledu, zamiast (3.1), zalezno$ciami poczatkowymi opisujacymi prze-
strzen €2 beda (2.37), (2.38), ktére w dziedzinie s Laplace’a zapisa¢ mozna jako:

e, +Rge = —sD,h
Ryh =  sD.e (6.6)
Wydzielenie podprzestrzeni Qw przestrzeni () powoduje usunigcie z powyzszej zaleznosci
rownan odpowiadajacych zmiennym stanu zawartych wewnatrz (2. Wykorzystujac macierze
projekcyjne Pg i Py (3.3) mozna zapisaé¢ uktad réwnan (6.6) jako:
e, + Rpe’ = —sD,h’
R,h = sD. (6.7)
gdzie wektor e, = PLe, zawiera probki pol stanowiace pobudzenie poddziedziny Q\Q

Wiaczenie do (6.7) makromodelu podprzestrzeni 2 pozwala zapisaé¢ dyskretne réwnania
Mazxwella wykorzystujace zredukowane operatory globalne jako:

e, R/, 0 el D, 0 b’
[o ]*lVTéE VRe||le| = °| 0 VD,V ]|hn (6.8)
R, Sy/V][wn ] [D. o]f¢
l 0 EHV] lﬁm ~ "l o D.||e (6.9)

Powyzsze zaleznosci moga zosta¢ rozwigzane w dziedzinie czestotliwosci poprzez sformu-
towanie odpowiedniego uktadu réwnan. Podstawiajac s = jw i dokonujac niezbednych
przeksztatcen uzyskuje sie:

1] R 0 D 0 | '[R, SiV N
ju) VTSE VTRE 0 De O RHV

Jw D, 0 W l_ le
0 VD,V |/ | hy 0
(6.10)

Powyzszy ukltad réwnan, podobnie jak problem wtasny (6.4), wykorzystuje wytacznie prob-
ki p6l magnetycznych zawarte w wektorach h' i flm Warto przy tym zaznaczy¢, ze cho¢ w
tym sformutowaniu problemu réznicowego nie jest to niezbedne, podobne zalezno$ci mozna
zapisa¢ wykorzystujac postac¢ symetryzowana operatorow globalnych.
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6.1.3 Pelne rozwigzanie w dziedzinie czestotliwosci

Poniewaz sformutowanie algorytmu FDFD zawierajacego makromodel wymaga uzycia wy-
lacznie préobek pola magnetycznego, rozwiazanie probleméw (6.4) czy (6.10) nie bedzie
zawierato probek pola elektrycznego. Co wiecej, wektor h,, = VTh bedacy zredukowa-
nym wektorem h nie zawiera w jawnej postaci probek pola magnetycznego wewnatrz Q.
Otrzymanie pelnego rozwigzania wymaga wiec kilku dodatkowych przeksztatcen.

Poniewaz wektor h,, otrzymywany jest w wyniku projekcji ortonormalnej, wektor za-
wierajacy probki pola wewnatrz Q uzyskuje sie poprzez nastepujaca operacje:

h = Vh,, (6.11)

Otrzymane w ten sposob wektory h razem z h’ moga by¢ wykorzystane do znalezienia e’
oraz €. Przeksztalcajac rownanie (6.9) i zapisujac je w dziedzinie czestotliwosci otrzymuje-

my:
¢] 1[D. 0] '[Ry SiV ][N (6.12)
e | jw| 0 D. 0 RyV || hn '
6.2 Iteracyjny schemat FDTD wykorzystujacy ma-
kromodele
Projekcja czesci operatora za pomoca bazy \Y% daje w efekcie operator globalny z wtaczo-

nym makromodelem o postaci (5.20), (5.21). Zapisanie tych zaleznosci z wykorzystaniem
pochodnej czasowej zamiast zmiennej s Laplace’a prowadzi do nastepujacych rownan:

R/, 0 ¢l  o[D, 0 b’ (6.13)
V'S VIRp ||e| ~ at| 0 VD,V ||h, '
R, SyV ' oD 0 e
DHY || 2 S ~ < 14
l 0 RHVHhm] ol 0 D.||e (6.14)

Jedna z mozliwosci stworzenia algorytmu FDTD zawierajacego makromodele jest bez-
posrednie przeksztalcenie powyzszego sformutowania operatorowego do macierzowego al-
gorytmu FDTD. Ze wzgledu na konieczno$¢ wykorzystania jedynie zredukowanego wektora
ﬁm, powinien to by¢ jednak algorytm operujacy wytacznie na probkach pol magnetycz-
nych, a wiec posiadajacy zasadnicze ograniczenia. Znacznie atrakcyjniejszym podejsciem, z
punktu widzenia efektywnosci schematu FDTD, jest uzywanie sformulowania operatorowe-
go wylacznie na etapie generacji bazy ortogonalnej V i projekcji rownan redukowanej pod-
przestrzeni, a nastepnie roztaczenie rownan roéznicowych poddziedziny Q\Q i makromodeli
w implementacji schematu FDTD. Umozliwi to wykorzystanie zaawansowanych sposobow
wlaczania makromodeli, jak ich zagniezdzanie i zwielokratnianie, przy jednoczesnym zacho-
waniu takiej postaci schematu iteracyjnego, aby byly mozliwe iteracje z uzyciem zaréwno
wektoréw €', jak i h', oraz swobodne lgczenie makromodeli z klasycznym sformulowaniem
algorytmu FDTD.
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6.2.1 Dyskretyzacja réwnan réznicowych makromodel:

Zakladajac, ze wszystkie rownania makromodeli zawarte sa w operatorach zwigzanych z
wydzielona poddziedzing 2, zaleznosci (6.13) 1 (6.14) mozna rozbié¢ na dwa zestawy réwnan:

9}
/! / — __D/ h/
B ot "
<o o
Ryh'+SyVh, = aD;e’ (6.15)
e B O e
V'Spe' + VIRpe = —aVTDHth
N O~
R;Vh, = —D.@ (6.16)

Zaleznosci (6.15) sa nieznacznie zmodyfikowana wersja réwnan (2.51), (2.52), a wiec
latwo moga zostaé¢ przeksztatcone do macierzowego sformutowania FDTD (patrz (2.54),
(2.55) 1 (2.56)). R

Ze wzgledu na wymagania zwigzane z uzyciem wytacznie wektora h,, w schemacie
réznicowym makromodelu z zaleznosci (6.16), przed przeprowadzeniem dyskretyzacji osi
czasu tworzy sie réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu o nastepujacej postaci:

NTQ 0 ' N DI VI v G =
Podstawiajac Sp = BplgLp (5.2) oraz wykorzystujac zwiazki (5.6) i (5.10) powyzsze
mozna zapisa¢ za pomoca niewielkich macierzy zredukowanej funkcji przejscia (5.9):
0 -~ 0%~
-B,,— r,h, = —-C,,—h,
oM T ot
ey = LEe’ (618)

Dyskretyzujac przy uzyciu réznic centralnych o$ czasu w powyzszych rownaniach réz-
niczkowych drugiego rzedu otrzymuje sie nastepujacy macierzowy problem réznicowy:

r -1 hT—0.5 | 7405 4 1T—1.5
€y — €y ~ 1.7—-05 __ = _2hm + hm + hm
_BmiAt + thm = _Cm A%

Po przeprowadzeniu kilku operacji algebraicznych réwnanie réznicowe makromodelu
mozna przeksztatci¢ do postaci nastepujacego schematu iteracyjnego:

b 0 = 2h7 0% — AZC, T, b 0% — bl 4+ ACL'B,, (e, — €] (6.20)
Warto zaznaczy¢, ze wystepujaca w powyzszej zaleznosci odwrotnos¢ macierzy Con generuje

znaczne koszty numeryczne, ktérych mozna uniknaé stosujac makromodele symetryzowane
(patrz podrozdzial 5.5 oraz zaleznosci (5.50), (5.55), (5.56) i (5.57)-(5.60)).
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6.2.2 Algorytm FDTD z wykorzystaniem makromodeli

W schemacie FDTD z wtaczonymi makromodelami rownania podprzestrzeni Q\Q i ma-
kromodelu muszg zosta¢ rozdzielone tak, aby umozliwi¢ tatwa implementacje zaréwno w
przypadku sformutowania jawnego, jak i macierzowego. Wykorzystujac (6.15) oraz (6.20)
kompletny schemat FDTD z wtaczonymi makromodelami mozna przedstawi¢ nastepujaco:

1. dodaj pobudzenie i zastosuj warunki brzegowe
2. wyznacz wektor probek pola elektrycznego w Q\Q

e/T — e/ T—1 _'_AtD/EflR}{h/ 7—0.5 (621)

3. uwzglednij odpowied? makromodelu:

e =€+ AD 'Byh} " (6.22)

4. wyznacz wektor prébek pola magnetycznego w Q\Q

B 705 _ 705 _ AtD;flRlEe/ T (6.23)

5. wyznacz pobudzenie makromodelu:

ej, = Lge' "™ (6.24)

6. wyznacz zredukowany wektor probek pola magnetycznego w Q 7 réwnania (6.20)

7. wyznacz odpowiedZ makromodelu:

h; %% = LT h7+09 (6.25)

Jak tatwo zauwazy¢, w punktach 1, 2 i 4 powyzszego algorytmu przeprowadzane sg
standardowe iteracje FDTD dla podprzestrzeni Q\Q zapisane przy uzyciu sformutowa-
nie macierzowego?. Zaleznoéci zwigzane z iteracyjnym schematem makromodelu (punkty
3, 5 — 7) zapisane sa w oddzielnych réownaniach, w zwiazku z czym tatwo jest poprawi¢
efektywnos$¢ powyzszego algorytmu poprzez zastosowanie schematu z jawnymi operacjami
rotacji.

20czywiscie w praktycznej implementacji sformutowanie macierzowe w punktach 1, 2 i 4 zastapié nalezy
klasycznym schematem FDTD.
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6.2.3 Algorytm FDTD wykorzystujacy makromodele symetry-
zowane

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu FDTD zawierajacego makromodele mozna dodatkowo
zmniejszy¢ wykorzystujac makromodele symetryzowane, ktorych witaczenie do operatora

globalnego opisuja zaleznosci (5.61) i (5.61). Wprowadzenie nowego wektora h,, w makro-
modelu (5.52), (5.56), (5.57)-(5.60) wymusza zmiane dwoch ostatnich punktéow przedstawio-
nego powyzej schematu. Po niezbednych modyfikacjach algorytm FDTD wykorzystujacy
makromodele symetryzowane przedstawia sie nastepujaco:

—_

. dodaj pobudzenie i zastosuj warunki brzegowe

2. wyznacz wektor probek pola elektrycznego w Q\Q

e/ T e/ T—1 + AtDlg_lR}-[h, 7—0.5 (6.26)

3. uwzglednij odpowied? makromodelu:

e =€+ AD 'Byh} % (6.27)

4. wyznacz wektor prébek pola magnetycznego w Q\Q

W TS = 705 A DR T (6.28)

5. wyznacz pobudzenie makromodelu:

ey, =Lge' 7 (6.29)

6. wyznacz zredukowany wektor probek pola magnetycznego w Q z réwnania:

~740.5 ~7—0.5 ~ x7—0.5 ~7—1.

5 ~
h, =2h, -AT,h, -h, +AB, (e} —e}’) (6.30)

m m

7. wyznacz odpowiedZ makromodelu:

TS — ETh (6.31)
M metm .

W rezultacie jednoczesnego wykorzystania makromodeli symetryzowanych i klasycznego
schematu FDTD do realizacji krokow 1, 2 i 4 otrzymuje sie algorytm, w ktorym zwiekszona
zostaje zarowno szybko$é¢ przeprowadzanych iteracji, jak i obnizona ztozonos¢ obliczenio-
wa tworzenia rownania (6.30). Zastosowanie postaci symetryzowanej pozwala pozby¢ sie
kosztownego numerycznie odwracania macierzy ém, ktora w tym uktadzie jest macierza
jednostkowa (5.58).
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6.2.4 Stabilnos¢ schematu iteracyjnego zawierajgcego makromo-
dele

Stabilnoé¢ algorytmu jest jednym z najistotniejszych zagadnien zwigzanych z metoda FDTD.
Cho¢ oryginalny schemat FDTD jest stabilny przy spetnieniu warunku Couranta, to kaz-
da modyfikacja moze powodowaé jego niestabilne dziatanie. W przypadku implementacji
makromodeli do réwnan réznicowych zapisanych w postaci algorytmu iteracyjnego, analiza
stabilnosci ztozona jest z dwoch zagadnien:

e stabilnos¢ iteracyjnego schematu opierajacego sie na rownaniach réznicowych makro-
modelu,

e stabilnos¢ algorytmu FDTD z wtaczonym makromodelem.

Nalezy podkresli¢, ze stabilno$é kazdego ze schematéw osobno nie oznacza automatycznie
stabilnosci algorytmu potaczonego.

Stabilno$¢ iteracyjnego schematu makromodelu

Iteracyjny schemat réznicowy oparty na réwnaniach wydzielonej podprzestrzeni Q\Q (3.6)
jest stabilny jesli spetnione sg warunki stabilnosci metody FDTD przedstawione w podroz-
dziale 2.2.1 (patrz (2.14) i (2.15)). Modyfikacja oryginalnych réwnan réznicowych poprzez
zastosowanie metod redukcji rzedu modelu, w celu zmniejszenia liczby zmiennych, moze
powodowaé powstanie niestabilnosci w wynikowym zmodyfikowanym algorytmie iteracyj-
nym.

Algorytmy redukcji rzedu modelu takie jak PRIMA czy ENOR zachowujg pasywnosé
systemu poddawanego redukcji [57,76] w dziedzinie czestotliwosci. Oznacza to, ze jesli
system przed redukcja (5.8) byl pasywny, to system zredukowany (5.9) bedzie réwniez pa-
sywny. W przypadku stosowanego w niniejszej rozprawie algorytmu ENOR, przektada sie
to na zachowanie w procesie redukcji matematycznych cech rzutowanych macierzy — syme-
trii i dodatniej potokreslonosci, ktére maja bezposredni zwiazek z pasywnym charakterem
redukowanego systemu [76].

Zwiazki przedstawione w podrozdziale 2.3.2 okreslaja warunki stabilnosci iteracyjnego
schematu FDTD (2.49), (2.50). Algorytm ten moze zostaé zapisany réwniez w postaci
zdyskretyzowanych w czasie rownan réznicowych drugiego rzedu i w takim uktadzie bedzie
operowatl tylko na jednym z wektoréw prébek pél [67]. Na tej podstawie, sposéb tworzenia z
réwnan makromodelu (6.18) algorytmu iteracyjnego (6.20) moze by¢ przeanalizowany przy
uzyciu zwigzkéw przedstawionych w podrozdziale 2.3.2.

Analizujac zaleznosci (2.69)-(2.72) i zaktadajac niezmiennosé wektora ey, w czasie, na-
tychmiast otrzymuje sie warunki stabilnosci iteracyjnego schematu makromodelu, ktore
wiaza sie z symetryzowang postacig operatora f‘m zdefiniowang réwnaniem (5.57). Itera-
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cyjny schemat makromodelu (6.20) bedzie stabilny, jezeli spelniony bedzie warunek:
2
Jr)

A, < (6.32)

a operator T, bedzie symetryczny i dodatnio potokreslony.

Stabilnos$¢ algorytmu FDTD z wlaczonym makromodelem

Warunek (6.32) oznacza, ze pojedynczy makromodel uzyskany w wyniku redukcji réwnan
roznicowych podprzestrzeni Q\Q algorytmem ENOR, bedzie zawsze stabilny, jesli tylko
krok dyskretyzacji osi czasu A; bedzie mial odpowiednig wartos¢, a wektor ey, zawierajacy
pobudzenie nie bedzie sie zmieniatl w czasie.

W rzeczywistych aplikacjach makromodel najczesciej nie wystepuje oddzielnie, lecz wta-
czony jest do réwnan algorytmu FDTD [38,39]. Z tego powodu analiza stabilo$ci musi
uwzglednia¢ interakcje pomiedzy oboma schematami, w postaci sprzezen pomiedzy prob-
kami p6l podprzestrzeni Q\Q i Q, gdyz w przeciwnym razie moze pojawic sie niestabilnosé
w postaci rosnacych eksponencjalnie wartosci prébek pél [39].

Analiza stabilnosci schematu iteracyjnego FDTD z wtaczonym makromodelem jest moz-
liwa dzieki sformutowaniu operatorowemu tego algorytmu [41-43]. Wykorzystujac w (3.11)
oraz (3.12) podstawienia:

1
& — Die
h — Dih
5 - Die
h — D:h (6.33)

i stosujac przeksztatcenia dane réwnaniami (2.59)-(2.62) otrzymuje sie symetryzowana for-
me operatora globalnego z wydzielong podprzestrzenia o nastepujacej postaci:

R, 0 l T
= = = -5
Se Rg |

e

EEAIHEE

on @
=g A=

/ ] (6.34)

:‘\z

. ] (6.35)

=
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gdzie symetryzowane macierze dane sa zaleznosciami:

Sy = D:2SyD,? (6.36)

Redukcja rownan stanu podprzestrzeni Q\Q przy uzyciu algorytmu ENOR pozwala
uzyska¢ baze ortonormalng Y [76], ktora wykorzystywana jest podczas wlaczania makro-

modelu do operatora globalnego. Projekcja (6.34) i (6.35) z wykorzystaniem macierzy \YZ
prowadzi do:

N/ 0 ~7 fl/
;\TE =T = [ ex = —s5| = (6.37)
V Sg V Rg € | h,,
~, ~ = l':l/ ~/
Ry SaVol b l < ] (6.38)
0 RyV || hn | e
= ~Tx
gdzie hy,, = V h jest zredukowanym zsymetryzowanym wektorem probek pol podprze-

strzeni ().

Analiza stabilno$ci metoda przedstawiona w [55] wymaga przeksztalcenia powyzszej
postaci do réwnania rézniczkowego drugiego rzedu (patrz (2.69)-(2.72)). Przeksztalcajac
(6.37), (6.38) do dziedziny czasu i wykonujac proste przeksztalcenia uzyskuje sie:

R/ 0 RSV N 02 |
V Sz V R; 0 RyV || hn ot* | h,,

L

Stabilnosé¢ iteracyjnego schematu zwigzanego z powyzszym réwnaniem rézniczkowym
zwigzana jest z symetrig i dodatnig poétokreslonoscig operatora L oraz spelnieniem zalez-
nosci (2.70). Analizie nalezy zatem poddaé operator L, ktéry mozna zapisaé jako:

L= (6.40)

=T~ . =T =

~ o= = @ =xTx . =
V SzR), V RzRyV+V SzSyV

R,R/, R,SuV }

Poniewaz w przypadku wlaczania pojedynczego makromodelu spetnione sa zaleznosci:

~ A
N/ _ D! T N _ N
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a macierz V jest ortonormalna, iteracyjny schemat FDTD z wtaczonymi makromodelamsi
jest stabilny, jezeli:

S, 8§ (6.41)

Przy spetieniu tego warunku operator L bedzie iloczynem dwé6ch macierzy niesyme-
trycznych pozostajacych do siebie w relacji transpozycji. Z algebry liniowej wiadomo, ze
iloczyn takich macierzy jest macierza symetryczna i dodatnio p6tokreslona [52].

Drugim elementem warunkujacym stabilng prace algorytmu FDTD zawierajacego ma-
kromodel jest odpowiednio dobrany krok dyskretyzacji osi czasu 4, ktory zwigzany jest z
norma macierzy L. Zapisujac operator L za pomoca nastepujacej sumy:

0 0 :|+|: 0 RESHV}JFI Ry 0

L= ~Tx = = = (6.42)

=T
0V SESHV 0 V RgRpyV

W M wmia

mozna w prosty sposob estymowaé wartos¢ A; wykorzystujac aproksymacje norm macierzy
M, MY, M™ [43]. W pracy [43] pokazano droga analityczna, ze norma operatora L jest

znacznie mniejsza niz norma operatora RiRy, co oznacza, ze krok czasowy algorytmu z
makromodelem jest duzo wiekszy niz krok czasowy wynikajacy z warunku Couranta dla
siatki zageszczonej.

Zmnacznie doktadniejsza metoda okreslania maksymalnego kroku czasowego jest nume-
ryczne oszacowanie maksymalnej wartosci wtasnej operatora L. Wymaga to wykonania
paru prostych iteracji [52] i umozliwia automatyzacje doboru kroku czasowego dla ana-
lizy FDTD z wykorzystaniem makromodeli. Jesli A, jest najwieksza wartoscig wtasng
operatora L, to z zaleznosci (2.70) okreslajacej zwiazek pomiedzy krokiem dyskretyza-
cji zapewniajacym stabilna prace algorytmu FDTD mozna wyznaczy¢ krok A; schematu
FDTD zawierajacego makromodele:

2
V Amaac

Warunki stabilnos¢ schematow zawierajacych makromodele zagniezdzone i zwielokrot-
nione sg odbiciem relacji dla pojedynczego makromodelu. Krok czasowy okreslany jest po-
przez szacowanie normy operatora L analizowanego zagadnienia réznicowego, zas stabilnosé
bedzie zagwarantowana jezeli warunek (6.41) bedzie spetiony dla kazdego z makromodeli.
Warto jeszcze dodac, ze cho¢ wlaczenie makromodelu wigze sie zwykle ze skroceniem kroku
czasowego w stosunku do oryginalnego schematu FDTD dla przestrzeni obliczeniowej €2,
to skrocenie to jest wielokrotnie mniejsze niz w przypadku subgriddingu. Na rys. 6.1 przed-
stawiono skrocenie kroku A; w obu przypadkach. Jak tatwo zauwazy¢, dzieki uzyciu ma-
kromodelu mozliwe jest silne zageszczenie siatki Yee bez koniecznosci znacznego skrécenia
kroku czasowego. Dla przyktadu przy r = 13 w subgriddingu nalezy trzynastokrotnie skro-
ci¢ krok A;, podczas gdy stosujac makromodel wystarczy go skroci¢ dwukrotnie. Efekt ten

Ay < (6.43)
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Rysunek 6.1: Skrécenie kroku dyskretyzacji osi czasu dla przypadku subgriddingu
oraz algorytmu FDTD z wlaczonym makromodelem.

jest obok znacznej redukcji liczby zmiennych, najwieksza zaleta stosowanie technik MOR,
gdyz umozliwia wysokorozdzielcza analize FDTD. W pracy [78] dla lokalnego zageszczenia
z 7 = 495 dzieki zastosowaniu makromodeli uzyskano skrécenie kroku A, jedynie 2.45 raza
(zamiast 495 w przypadku subgriddingu).

6.3 Algorytm FDTD zawierajacy makromodel dzia-
lajacy z ré6znymi krokami czasowymi

[teracyjny algorytm FDTD zawierajacy makromodele w swej oryginalnej formie (patrz
podrozdzialy 6.2.2 1 6.2.3) wykorzystuje ten sam krok czasowy dla wszystkich réwnan
roznicowych.

Zwykle podprzestrzen Q pokrywana jest siatka gestsza niz siatka oryginalnej przestrzeni
obliczeniowej (2. W zwiazku z tym algorytm FDTD zawierajacy makromodele bedzie dziatat
z krokiem dyskretyzacji osi czasu nieco krétszym niz dla schematu FDTD operujacego
wylacznie na siatce rzadkiej (bez makromodelu), a cata analiza trwaé bedzie przez to dtuzej.

Cho¢ skrocenie kroku A; w analizie FDTD zawierajacej makromodele zwigzane jest
wytacznie z obecnodcia makromodelu, to z tym samym krokiem iterowane sg zaré6wno row-
nania scisle zwigzane z makromodelem, jak i réwnania siatki rzadkiej podprzestrzeni Q\Q,
ktore, jak wiadomo, moga uzywac kroku dtuzszego. W praktyce mozliwe jest wykorzystanie
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techniki stosowanej w subgriddingu [31,58,80], ktéra polega na rozdzieleniu iteracji przepro-
wadzanych dla siatki rzadkiej i gestej. Dzieki temu w schemacie operujacym na rownaniach
rzadkiej siatki podprzestrzeni bedzie mogt byé¢ uzyty dtuzszy krok dyskretyzacji osi czasu,
podczas gdy réwnania gestej siatki podprzestrzeni Q iterowane beda z krotszym A;. W
rezultacie otrzymuje sie schemat, w ktérym wykonanywanych jest znacznie mniej iteracji.
7 uwagi na podobienstwo do subgriddingu, dla zachowania klarownosci prezentowane-
go W niniejszym podrozdziale algorytmu FDTD z wtaczonym makromodelem, rozwazania
poprzedzone zostang analizg schematu FDTD z lokalnie zageszczong siatka Yee.

6.3.1 Algorytm FDTD zawierajacy lokalnie zageszczong siatke

Yee
Rozwazmy réwnania (3.11) i (3.12), ktére zapisane w dziedzinie czasu przyjma nastepujaca
forme:
R, 0 ¢ 0 .0
Sowellel - w s lh ] 04
R}, Sy h' 0 | D. e
g ~ = — ~ 4
EE AR AN 045

Na podstawie (2.54)-(2.56), dyskretyzacja osi czasu z krokiem A; w powyzszych réwnaniach
pozwala zapisa¢ schemat FDTD jako:

h/ T+05 h/ 705 D’ 0 -1 R/ 0 e
~ — - — w2 B
[ h7+0.5 ‘| [ hT*O.E) ‘| At [ 0 DM ] [ SE RE ] [ éT ] (646)
e/ ! e D. 0 ][Ry Sy ][h7+s
] - [£)oal3 8T RS e

gdzie 7, 7+ 1, 7 — 0.5 1 7 4+ 0.5 oznaczajg dyskretne chwile czasu, w ktorych obliczane sa
wektory probek pol Eid.

Dla opisanej zdyskretyzowanymi réownaniami Mazwella (3.1) przestrzeni 2, w ktoérej
wydzielana jest podprzestrzen Q, krok dyskretyzacji A? zwiazany jest poprzez réwnanie
(2.15) (warunek Couranta) z odpowiednim krokiem dyskretyzacji osi czasu A$L. Samo wy-
dzielenie podprzestrzeni Q nie zmienia kroku dyskretyzacji osi czasu podprzestrzeni Q\Q
Jednak juz zageszczenie 81atk1 Yee w Q) powoduje, ze z operatorem globalnym zwigzane
beda dwa kroki dyskretyzacji przestrzeni:

e krok dyskretyzacji siatki rzadkiej poddziedziny Q\Q WYnoSzacy AR — A2,

e krok dyskretyzacji siatki gestej podprzestrzeni Q WYNoszacy Aﬁ,
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zas ich stosunek rowny r = %% nazywany jest wspotczynnikiem zageszczenia i jest zwykle
liczbg naturalna WIQkSZQ od 13,

Poniewaz krok A® jest mniejszy od AQ\Q odpowiedni dopuszczalny krok czasowy dla
siatki gestej A? jest mniejszy niz krok czasowy dla siatki rzadkiej At\ . W najprostszym
algorytmie wykorzystujacym siatki r6znej gestosci (réwnania (6.46) i (6.47)), krok czasowy
musi by¢ okreslony przez najgestsza siatke [58,60,80]. W rozwazanym przypadku bedzie

zatem wynosit A, = min(AM, Atﬁ) = Atﬁ.

Iteracje z r6znymi krokami czasowymi w wydzielonych podprzestrzeniach

Alternatywnym sposobem iteracji FDTD uwzgledniajacym poddziedzine ze zmniejszonym
krokiem dyskretyzacji przestrzeni jest zastosowanie dwoch réznych krokow czasowych w
O\QiQ [31,58,80]. Metoda ta wykorzystuje fakt, ze réwnania FDTD zwigzane z podprze-
strzenia Q\Q moga. pracowac z krokiem A, podczas, gdy schemat zwigzany z O uzywa
r-krotnie mniejszego AQ. Dzielgc réwnania (6.46)—(6.47) na oddzielne schematy iterujgce
prébki pol z podprzestrzeni Q\Q i 0 otrzymuje sie:

B 05— 05 _ AtDL_lRIEe/T (6.48)
¢ = T4 ADL (R T 4 Sk 0% (6.49)
hb‘r+0.5
B 7405 _ B 7—0.5 At (SEe’ T +REe ) (650)
eb
éT-i—l — AT+At 1R hT+05 (651)

Zakladajac, ze w (6.48)-(6.49) A; = A a w (6.50)-(6.51) uzyty krok czasowy wynosi
A; = AP, mozliwe staje si¢ zapisanie nastepujacego algorytmu:

1. dodaj pobudzenie i zastosuj warunki brzegowe

2. 7 réwnania (6.49) przy kroku A; = AY wyznacz wektor probek pola elektrycznego w
Q\Q

3. z réwnania (6.48) przy kroku A, = AY wyznacz wektor probek pola magnetycznego
w O\Q

3W prezentowanych w niniejszej rozprawie przykladach przyjmuje sie, ze wspélczynnik zageszczenia jest
liczba nieparzysta, a wiec wynosi 3, 5, 7, 9,... itd.
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Rysunek 6.2: Subgridding dzialajacy z jednym krokiem dyskretyzacji osi czasu.
Prébki siatki rzadkiej (Q\Q) i gestej (Q) uaktualniane sa synchronicznie. Gruba
jasnoszara linia oznacza sprzezenie probek pobudzenia z podprzestrzenia Q\Q oraz
probek odpowiedzi z Q.
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~.._ 7 t
A / N / N / N / N

2 N AN )

Rysunek 6.3: Subgmddmg dziatajacy z osobnym krokiem A; dla siatki rzadkiej

podprzestrzeni Q\Q i siatki geste] Q przy r = 3. W trakcie kazdej pelnej iteracji
prébek siatki rzadkiej wykonuje sie trzy iteracje dla prébek siatki gestej, w trakcie
ktorych uzywa sie jednej wartosci pobudzenia.

4. przeprowadz r razy:

(a) z réwnania (6.51) przy kroku A; = Atﬁ wyznacz wektor probek pola elektrycz-
nego w €2

(b) z réwnania (6.50) przy kroku A; = Atﬁ wyznacz wektor probek pola magnetycz-
nego w €2

W trakcie kazdej iteracji rownan poddziedziny Q\Q wykonywane jest r iteracji zwi@za—
nych z podprzestrzenia O przy zatozonej stalej wartosci wektora brzegowego €, = Spe'™
zawierajacego brzegowe wartosci probek pél dla Q (patrz podrozdziat 3.1 i zaleznosci (3.7)-
(3.9)). Po przeprowadzeniu r iteracji rownan podprzestrzeni Q, z probek pol h 705 otrzy-
muje si¢ wektor h,” %% = Sy h "% 7 warunkami brzegowymi dla poddziedziny Q\Q Po-
rownanie subgriddingu dziatajacego z jednym krokiem dyskretyzacji osi czasu oraz schematu
wykorzystujacego osobny krok A, dla siatki rzadkiej i gestej przedstawiono na rys. 6.2 1 6.3.

Powstaty algorytm umozliwia znaczne przyspieszenie pracy algorytmu FDTD, w ktérym
w 2 wydzielono podprzestrzen Qo mniejszym kroku dyskretyzacji przestrzeni, w stosunku
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do schematu pracujacego z tym samym krokiem A;. Niestety wada tego podejscia jest
brak kontroli nad stabilnoscia schematu. Do tej pory brak jest spdjnej teorii stabilnosci
tego typu algorytmoéw. Niektorzy autorzy postuguja sie heurystyka skracajac obydwa kroki
czasowe [84,85]. Z tego powodu réwnie czesto uzywa sie dwoch réznych krokéow dyskteryzacji
w celu przys$pieszenia obliczen uzyskiwanych metoda FDTD [58,80], jak i wolniejszego lecz
stabilnego algorytmu bazujacego na jednym kroku dyskretyzacji osi czasu [60].

6.3.2 Schemat FDTD zawierajacy makromodele

Podobnie jak w przypadku algorytmu FDTD o lokalnie zmniejszonym kroku dyskretyzacji
przestrzeni, schemat FDTD zawierajacy makromodele mozna przysSpieszy¢ stosujac rozne
kroki dyskretyzacji osi czasu dla iteracyjnych rownan podprzestrzeni €2 i makromodelu.
Zasadnicza zaleta jest tu fakt, ze niezaleznie od wspoélczynnika zageszczenia r krok dys-
kretyzacji osi czasu makromodelu jest zwykle jedynie 2 — 3 razy mniejszy [14,39], niz krok
czasowy zwigzany z warunkiem Couranta dla siatki rzadkiej.

Zaktadajac, ze krok dyskretyzacji osi czasu dla rownan podprzestrzeni Q\Q wynosi AL,
a poddziedzina Q, ktorej rownania roznicowe beda redukowane, jest zageszczona r krotnie,
mozna wyznaczy¢ krok czasowy A} algorytmu FDTD z whaczonym makromodelem. Wy-
korzystujac stosunek A$/A™ okreglajacy skrocenie kroku czasowego w schemacie FDTD z
makromodelem w stosunku do oryginalnej metody F'DTD zapisa¢ mozna nowy algorytm,
w ktorym uzyte sa dwa kroki dyskretyzacji osi czasu. Oznaczajac przez r,, zaokraglona w
gore wartodci AS/AM uzyskuje sie nastepujacy schemat (patrz podrozdzial 6.2.2):

1. dodaj pobudzenie i zastosuj warunki brzegowe

2. 7z rbwnan (6.21) i (6.22) dla A, = AP wyznacz wektor probek pola elektrycznego w
O\Q

3. przyjmujac A; = A 7z (6.23) wyznacz wektor probek pola magnetycznego w Q\Q
4. wyznacz pobudzenie makromodelu przy uzyciu (6.24)

5. oblicz r, razy kolejne wektory préobek pola magnetycznego w O wykorzystujac row-
nanie (6.20) pracujace z krokiem czasowym A;/r,

6. z zaleznosci (6.25) wyznacz odpowiedz makromodelu uzywajac ostatniego uzyskanego
w poprzednim punkcie wektora h70-5

Podobnie jak w poprzednim przypadku w powyzszym algorytmie pojawi sie problem
stabilnosci, ktéra bez spojnej teorii nie moze by¢ kontrolowana. Jednak w tym przypadku
znacznie mniejsze dysproporcje pomiedzy krokami dyskretyzacji osi czasu sprawiaja, ze
w przypadku wielu zagniezdzonych i zwielokrotnionych makromodeli praca z jednakowym
krokiem A; nie jest kosztowna obliczeniowo.
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Testy numeryczne

Wprowadzona w niniejszej rozprawie metodologia wtaczania technik redukcji rzedu mode-
lu do schematéw FDTD i FDFD zaktada zwiekszenie ich efektywnosci poprzez wykorzy-
stanie zagniezdzonych i zwielokrotnionych makromodeli. Aby testy numeryczne pozwolity
przeanalizowa¢ kazdy aspekt zwigzany z uzywaniem makromodeli dobrano odpowiedni ze-
staw zestaw struktur testowych, ktorych analiza standardowymi metodami réznicowymi
napotyka trudnosci.

W pierwszej kolejnosci zweryfikowane zostang trzy przedstawione w niniejszej rozprawie
schematy subgriddingu, a nastepnie przeprowadzone zostang testy porownawcze obejmuja-
ce standardowy algorytm F'D, subgridding oraz pojedyncze, zwielokrotnione i zagniezdzone
makromodele. Warto przy tym zaznaczy¢, ze w celu uzyskania wiarygodnego poréwnania
analizowanych metod, podczas analizy czasowej stosowano algorytmy estymacji widma na
podstawie ograniczonej liczby probek z iteracji FDTD [30], za$ podczas analizy czestotli-
wosciowe]j uzywano algorytmu Jacobiego-Davidsona [2] pozwalajacego na szybkie obliczenie
kilku pierwszych wartosci wtasnych.

7.1 Poréwnanie schematoéw sprzegania poddziedzin

W trakcie taczenia poddziedzin, ktérych siatki Yee majg r6zna gestosé, konieczne jest okre-
slenie sposobu interpolacji probek pél na granicy pomiedzy nimi. Probki pola E , stanowiace
pobudzem’e sprzegane sg z probkami pola magnetycznego poddziedziny Q. 7 kolei z probek
pola Hz podprzestrzeni Q uzyskuje si¢ odpowiedZ bedaca warunkiem brzegowym dla pod-
przestrzeni Q\Q na granicy Q\Q Q. Prawidlowo dziatajacy algorytm sprzegania probek pol
poddziedzin Q\Q iQ jest transparentny dla fal rozchodzacych sie w dyskretnej przestrzeni
obliczeniowej. Im mniejszy jest poziom odbi¢ od granicy Q\Q—Q, tym wieksza doktadnosé
jest mozliwa do osiagniecia stosujac subgridding czy makromodele. W praktyce catkowi-
te wyeliminowanie odbi¢ od granicy Q\Q—Q nie jest mozliwe, gdyz odbicia spowodowane
sa, na skutek roznic w predkosciach fazowych, juz samag roéznicag w krokach dyskretyzacji
sprzeganych podprzestrzeni.

134
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Poniewaz poziom odbi¢ od granicy Q\Q—Q zalezy od kata pod jakim pada na nia fala
elektromagnetyczna propagujaca sie w siatce Yee, dla kazdej z przedstawionych w pracy me-
tod sprzegania podprzestrzeni przeprowadzone zostang dwa testy — badanie wspotczynnika
odbicia w linii ptaskoréwnolegtej (LP) oraz w falowodzie prostokatnym (FP). W kazdym
z testoOw zageszczona poddziedzina umieszczona bedzie symetrycznie wewnatrz badanej
prowadnicy. Przeprowadzane badania uwzglednia¢ beda trzy, przedstawione w rozdziale 4
niniejszej rozprawy, algorytmy sprzegania poddziedzin:

e stabilny (ST),
e niskoodbiciowy (NO),
e stabilny o zwiekszonej doktadnosci (STD).

Uwzglednione zostana ich implementacje zaréwno w schematach dwuwymiarowych (polary-
zacja TE i TM), jak i w schemacie tréjwymiarowym. Dodatkowo, przeprowadzone zostaty
numeryczne badania stabilno$ci wybranych technik.

7.1.1 Dwuwymiarowy algorytm réznicowy - polaryzacja TFE

Badanie metod sprzegania podprzestrzeni w dwuwymiarowym schemacie réznicowym dla
polaryzacji TE (rys. 2.10) przeprowadzone zostalo w oparciu o linie ptaskoréwnolegty. Sze-
rokos¢ LP zdyskretyzowanej z krokiem A = 0.25mm wynosi dmm, zas jej dtugosé 25mm.
Obszar o wymiarach 2.5mm x 2.5mm umieszczony centralnie wewnatrz linii zageszczono
r-krotnie. Ponizej na rys. 7.1 przedstawiono modut wspotezynniki odbicia dla kazdego z
rozwazanych schematéw. Jak tatwo zauwazy¢ najwiekszej doktadnosci mozna oczekiwaé od
schematu niskoodbiciowego, w ktérym |I'| nie przekracza —40dB, nawet na czestotliwosci
120 GHz (% ~ 10) stanowiacej umowna granice dokladnosci schematéw réznicowych.

Dla schematu stabilnego zaproponowanego w [81] i [31] modul wspdlezynnika odbicia
|T'| przekracza —30dB powyzej czestotliwoéci 47 GHz (3 ~ 25), lecz wraz ze zwickszaniem
zageszczenia granica ta sie przesuwa (rys. 7.2). W przypadku schematu stabilnego o popra-
wionej doktadnosci (algorytm STD), mozna zaobserwowaé |T'| mniejszy niz —30d B w calym
rozwazanym pasmie czestotliwosci, dla kazdego wspdtezynnika zageszczenia r (rys. 7.3).
Dodatkowo, |I'| wzrasta ponad —40dB dopiero powyzej czestotliwosci 80 GHz (3 ~ 15).

Zmiana wspotczynnika zageszcezenia lokalnej siatki w przypadku schematu niskoodbicio-
wego nie wplywa na charakterystyke |I'| przedstawiona na rys. 7.1. Odmienne zachowanie
mozna zaobserwowaé dla schematu stabilnego (rys. 7.2), dla ktérego na skutek zwieksza-
jacego sie btedu dyslokacji zwicksza sie poziom odbi¢. Z kolei poprawa doktadnosci, jaka
przynosi schemat STD, wigze sie z redukecja bledu dyslokacji. Swiadczy o tym niewielka
zmiana charakterystyki odbiciowej wraz ze wzrostem wspolczynnika zageszczenia (rys. 7.3)
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Rysunek 7.1: Modutl wspélezynnika odbicia od lokalnie zageszczonej siatki Yee (r =
3) dla dwuwymiarowego algorytmu réznicowego o polaryzacji TE (patrz opis w
tekscie).
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Rysunek 7.2: Modul wspoétczynnika odbicia dla  Rysunek 7.3: Modut wspétezynnika odbicia przy
rosnacego zageszczenia w subgriddingu wykorzy- rosngcym wspolczynnika zageszczenia dla sche-
stujacego schemat stabilny z [81] i [31] (patrz opis ~ matu STD (patrz opis w tekscie).

w tekscie).
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7.1.2 Dwuwymiarowy algorytm réznicowy - polaryzacja TM

Strukturg testowa w przypadku dwuwymiarowego algorytmu réznicowego o polaryzacji TM
jest falow6d prostokatny (FP) o szerokosci 5mm i dtugosci 25mm. Przestrzenn dwuwymiaro-
wa zostala zdyskretyzowana z krokiem A = 0.25mm. Nastepnie centralnie potozony obszar
o wymiarach 2.5mm x 2.5mm pokryto siatka z krokiem dyskretyzacji %. Wyniki analizy
numerycznej przeprowadzonej dla trzech schematow sprzegania podprzestrzeni pokazano
na rys. 7.4. Takze i w tym przypadku najmniejsze wspotczynniki odbicia osiggane sa dla
schematu NO, ktére do 90 GHz (% ~ 16) nie przekraczaja —50dB, podczas gdy Weilan-
dowski [81] schemat stabilny charakteryzuje sie znacznymi (—20dB) odbiciami od granicy
Q\Q—Q Nowy algorytm STD, znacznie poprawia doktadnosé subgriddingu, nawet dla r > 3
(rys. 7.51 7.6).

Jak tatwo zaobserwowac, w przypadku polaryzacji TM poziom odbié jest wyzszy, niz
dla subgriddingu w dwuwymiarowym schemacie réznicowym o polaryzacji TFE. Powodem
tego jest zaréwno inny rozktad rodzaju podstawowego w poprzek kazdej prowadnic jak i kat
padania fali elektromagnetycznej propagujacej sie w siatce Yee. Dla linii ptaskoréwnolegle;
kat padania wynosi 0°, zas dla fali elektromagnetycznej w FP zmienia sie w zakresie 0°—90°.
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Rysunek 7.4: Modutl wspoétczynnika odbicia od poddziedziny zageszczonej trzykrot-
nie umieszczonej w falowodzie prostokatnym analizowanym za pomocg dwuwymia-
rowego schematu réznicowego o polaryzacji TM (patrz opis w tekscie).
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Rysunek 7.5: Wspétezynnik odbicia dla rosna- Rysunek 7.6: Wspoélczynnik odbicia przy ro-
cego zageszezenia w subgriddingu wykorzystu- snacym wspotczynnika zageszczenia dla sche-
jacego schemat stabilny Weilanda (patrz opis matu STD (patrz opis w tekscie).

w tekscie).

7.1.3 Tréjwymiarowy algorytm réznicowy

Ze wzgledu na swoje ogromne praktyczne zastosowanie, testy schematéw sprzegania pod-
przestrzeni dla trojwymiarowego subgriddingu maja najwieksze znaczenie. Aby prawidtowo
oceni¢ jakos¢ prezentowanych algorytméw, przeprowadzone badania uwzgledniaja wyniki
uzyskane przez Okoniewskiego [58], gdzie wysoka doktadno$é dla wspdtezynnika zageszcze-
nia r = 2 uzyskano poprzez interpolacje pol na granicy Q\Q—Q wykorzystujaca funkcje
sklejane. Algorytm ten jest jednak duzo bardziej ztozony, i co wiecej niestabilny, tak wiec
nie nadaje si¢ do wykorzystania w komercyjnym oprogramowaniu.

Testy w linii ptaskoréwnolegtej

Pierwszy z testow przeprowadzany jest w linii ptaskoréwnolegtej w wymiarach poprzecz-
nych 15mm x 10mm, ktéra pokryta zostata siatka Yee. Krok dyskretyzacji w kierunku
poprzecznym wynosi A, = A, = lmm, zas w kierunku propagacji A, = 2mm, co ozna-
cza, ze dhugosé fali spetnia¢ bedzie warunek (% = 10) na czestotliwosci 15 GHz. W takiej
strukturze umieszczono centralnie, zageszczong r-krotnie, podprzestrzen Qo wymiarach
8mm x 4mm X 10mm. Wyniki przedstawione na rys. 7.7 pokazuja, ze dla niskoodbiciowe-
go (niestabilnego) algorytmu z prosta interpolacja liniowa warto$é wspotezynnika odbicia
nie przekracza —60dB dla czestotliwosci ponizej 15 GHz, przy czym obserwuje sie jedynie
nieznaczne zmiany przy wzroscie r. Otrzymane rezultaty sa poréwnywalne z wynikami uzy-
skanymi w [58] dla dwukrotnego zageszczenia wydzielonej poddziedziny i bardziej ztozonej
interpolacji wykorzystujacej funkcje sklejane.

Por6éwnanie trzech przedstawionych w niniejszej rozprawie schematéw sprzegania pod-
dziedzin widoczne jest na rys. 7.8. Zastosowanie schematu schematu stabilnego o popra-
wionej doktadnosci pozwala osiagna¢ wspotezynnik odbicia na poziomie —40dB w catym
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Rysunek 7.7: Poréwnanie wspotczynnikéw odbicia w lini ptaskoréwnolegtej dla sub-
griddingu wykorzystujacego schemat niskoodbiciowy (rézne wartosci r) ze schema-
tami zaproponowanymi w [58] (jako odniesienie).
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Rysunek 7.8: Wspdlczynniki odbicia uzyskane w lini ptaskoréwnoleglej dla sche-
matow sprzegania poddziedzin: niskoodbiciowego, stabilnego i stabilnego o popra-
wionej doktadnosci.



Rozdziat 7 Testy numeryczne 140

rozwazanym pasmie czestotliwosci. Roznica w poziomie wspotezynnika odbicia od grani-
cy Q\Q-Q pomiedzy algorytmem STD a standardowym schematem wynosi okoto 10dB,
przyczym roznica ta powieksza sie ze wzrostem czestottliwosci.

Testy w falowodzie prostokatnym

Drugi test wykorzystuje falowdd prostokatny o wymiarach poprzecznych 20mm x 7mm.
Krok dyskretyzacji przestrzeni jest w tym przypadku identyczny jak dla linii ptaskoréw-
nolegtej i wynosi A, = A, = lmm w kierunku poprzecznym i A, = 2mm wzdtuz osi
propagacji. Warunek graniczny zwigzany z doktadnoscia metod réznicowych (% = 10)
spelniony bedzie tym razem na czestotliwosci 19 GHz. W tak zdefiniowanej przestrzeni
obliczeniowej umieszczono centralnie zageszczona r-krotnie podprzestrzen Qo wymiarach
16mm x 3mm x 40mm.

Rysunek 7.9 przedstawia niestabilnego niskoodbiciowego algorytmu (NO) opartego na
interpolacji liniowej z niestabilnym algorytmem z funkcjami sklejanymi. Analizujac wspot-
czynnik odbicia przedstawiony na rys. 7.9 tatwo zauwazy¢, ze ponizej 19 GHz jego wartosci
nie przekraczaja —47dB, a zmiany zwiazane ze wzrostem r sa nieznaczne. Wyzsze niz w
lini ptaskoréwnolegtej odbicia zwigzane sa ze zmiang rozktadéw pol w kierunku poprzecz-
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Rysunek 7.9: Poréwnanie wspotczynnikow odbicia dla rodzaju T'E1g w falowodzie
prostokatnym dla subgriddingu wykorzystujacego schemat niskoodbiciowy (rézne

wartosci r) ze schematami zaproponowanymi w [58] (jako odniesienie).
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Rysunek 7.10: Wspélezynniki odbicia uzyskane w falowodzie prostokatnym przy
propagacji rodzaju T FEjg dla trzech schematéw sprzegania pdl na granicy pod-
dziedzin pokrytych siatka o réznej gestosci: niskoodbiciowego, stabilnego [31, 81]
i stabilnego o poprawionej doktadnodci.

nym, jednak pomimo tego sg one pordéwnywalne z odbiciami wystepujacymi w [58] dla
dwukrotnego zageszczenia wydzielonej poddziedziny i interpolacji wykorzystujacej funkcje
gladkie.

Zastosowanie schematu schematu stabilnego o poprawionej doktadnosci, podobnie jak
w poprzednim przypadku, prowadzi do duzo nizszych, niz w oryginalnym algorytmie sta-
bilnym Weilanda (rys. 7.8), pozioméw odbi¢ od granicy Q\Qfﬁ Tym razem wspotczynnik
odbicia schematu STD nie przekracza —30dB w calym rozwazanym pasmie czestotliwosci.

Numeryczne testy stabilnosci

Aby zweryfikowaé stabilno$¢ wprowadzonego w niniejszej pracy stabilnego subgriddingu o
poprawionej doktadnosci, przeprowadzono analize numeryczng rezonatora prostokatnego z
cienkim przewodem (rys. 7.11). Przestrzen obliczeniows zdyskretyzowano z krokiem A =
1mm, a lokalnie zageszczona poddziedzina o wymiarach 2A x 2A x 2A obejmuje ostrze
cienkiego doskonale przewodzacego metalu. W tak zdefiniowanej strukturze testowej w
okolicy ostrza przewodu wzbudzi sie szeroka gama wyzszych rodzajow. Bliskie umieszczenie
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Rysunek 7.11: Rezonator prostokatny z cienkim metalowym przewodem. Srodek
lokalnie zageszczone siatki Yee o wymiarach 2A x 2A x 2A pokrywa si¢ z koficem
przewodu.

Scianek zageszczanej objetosci powoduje, ze interpolacji podlega¢ beda probki zwigzane z
silnie zmiennymi rozktadami poél. Jezeli schemat interpolacyjny jest niestabilny, to fakt ten
powinien ujawnic¢ sie w trakcie symulacji prowadzonych metoda FDTD przez wzrost energii
sygnatow w funkcji czasu.

Dla trzykrotnego zageszczenia lokalnej podprzestrzeni pokazanej na rys. 7.11 przepro-
wadzono testy numeryczne polegajace na dtugotrwatej analizie rezonatora metoda FDTD.
W kazdym z testéw postuzono sie jednym z trzech zaprezentowanych w rozdziale 4 rozpra-
wy schematéw interpolacyjnych. Iteracje prowadzono stosujac identyczny krok czasowy w
calej przestrzeni obliczeniowej. Wyniki analizy przedstawiono na rys. 7.121 7.13.

Zgodnie z teoria, schematy oryginalny Weilandowski (ST) i zmodyfikowany o wyzszej
dokladnosci (STD) nie wykazuja zadnych oznak narastania sygnalu po przeprowadzeniu
1800000 iteracji. Schemat niskoodbiciowy jest zgodnie z przewidywaniami niestabilny, przy
czym efekt niestabilno$ci uwidacznia sie juz po 1500 iteracjach.

7.2 Analiza dwuwymiarowych struktur elektromagne-
tycznych przy wykorzystaniu makromodel:

Dwuwymiarowe problemy elektromagnetyczne pozwalajg w prosty sposéb poréwnaé stan-
dardowe algorytmy roznicowe z analiza wykorzystujaca makromodele zagniezdzone i zwie-
lokrotnione. Jako struktury testowe wybrano uktady z cienkimi doskonale przewodzacymi
przestonami. Na krawedzi ptaszczyzn przewodzacych wystepuja osobliwosci [25,51] niekto-
rych sktadowych pola elektromagnetycznego, co powoduje, ze btad aproksymacji pochod-
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Rysunek 7.12: Wartos¢ zarejestrowanej probki Rysunek 7.13: Wartos¢ zarejestrowanej probki
pola elektrycznego dla niestabilnego niskood- pola elektrycznego dla stabilnych schematéow
biciowego schematu interpolacyjnego. interpolacyjnych (algorytmy ST i STD).

nych ilorazem roéznicowym jest duzy.

Czesto proponowanym w takiej sytuacji podejsciem pozwalajacym uzyska¢ satysfakcjo-
nujaca doktadnos¢ symulacji jest uzycie rzadkiej siatki z dala od krawedzi i zastosowanie
wyrazen analitycznych w poblizu [7,25,51,67]. Daje to bardzo dobre rezultaty [7,25], jednak
kosztem ogolnosci i elastycznosci algorytmu. Celowe wydaje sie poszukiwanie technik pod-
wyzszania doktadnosci przy zachowaniu ogolnosci. W tym kontekscie warto zauwazy¢, ze
standardowy algorytm roznic skonczonych moze rowniez zosta¢ uzyty o ile stosuje sie gesta
siatke. Poniewaz wysoka rozdzielczosé siatki potrzebna jest jedynie w poblizu krawedzi, wy-
razenie analityczne mozna zastapi¢ makromodelami lub algorytmem subgriddingu. Te trzy
podejscia, niewymagajace okreslenia zadnych zwigzkow analitycznych opisujacych osobli-
wos¢ 1 zachowujace prostote i ogolnosé wyjsciowego sformutowania roznicowego z siatka Yee,
zostang poroOwnane na podstawie wynikow symulacji rezonatoréw i filtrow falowodowych.

7.2.1 Rezonator z pojedyncza cienka przestong metalowg

Rezonator z pojedyncza przestona metalows przedstawiony na rys. 7.14 analizowany w dzie-
dzinie czestotliwosci pozwala porownac¢ wyniki uzyskiwane algorytmem FDFD w przypadku
oryginalnej implementacji, lokalnego zageszczenia siatki Yee oraz zastosowania makromo-
delu. Na przyktadzie tej struktury mozliwa bedzie réwniez weryfikacja dwoch sposobow
wtaczania makromodelu opisanych w podrozdziale 5.3: bezposrednio do réwnan réznico-
wych oraz poprzez projekcje czesci operatora globalnego.

Zaktadajac jednorodnosé¢ pél wzdhuz kierunku z i polaryzacje TE otrzymuje sie dwu-
wymiarowe zagadnienie elektromagnetyczne opisane rownaniem siatkowym (2.101)-(2.102).
Przedstawiona na rys. 7.15 siatka Yee pokrywajaca rozwazany rezonator w ptaszczyznie XY
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Rysunek 7.14: Rezonator z pojedyncza symetrycznie umieszczong cienka metalowa
przestona.

Rysunek 7.15: Siatka Yee przestrzeni obliczeniowej 2 dla A = 0.5mm. Sktadowe
E,, B, rozwazanych rodzajow T'E ulozone sg wzdtuz linii siatki.

sktada sie z N = 143 wezléw siatki pola elektrycznego ( I = 11, J = 13). Oznacza to, ze
krok dyskretyzacji przestrzeni obliczeniowej wynosi A = 0.5mm.

Wykorzystujac dyskretne réwnania Mazwella zapisane dla przestrzeni {2 mozna tatwo
skonstruowa¢ odpowiedni problem wtasny. Rozmiar macierzy problemu réznicowego dru-
giego rzedu sformutowanego ze wzgledu na pole H, przy A = 0.5mm wynosi 120 x 120. Do
jego rozwiazania uzyty zostal iteracyjny algorytm Jacobiego-Davidsona [2]. Extrapolowane
wartosci czestotliwosci rezonansowych rodzajéw nieparzystych (T'E,) i parzystych (TE.)
uzyskane w [67] zestawiono w tab. 7.1.

Ze wzgledu na symetrie (Scianka elektryczna wzdtuz cienkiej przestony), czestotliwosci
rezonansowe rodzajow nieparzystych TFE,-TFE,, sa identyczne jak w przypadku pustego
rezonatora prostokatnego. Dla rodzajow parzystych T'E.,-T E.4, nieskonczenie cienka prze-
stona o dtugosci 2mm powoduje powstanie osobliwosci jednej sktadowej pola elektrycznego
w okolicy krawedzi. Jest to zrédtem znacznych btedéw w analizie roznicowej przy niedo-
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Tabela 7.1: Zestawienie ekstrapolowanych wartosci czestotliwosci rezonansowych
rezonatora prostokatnego z pojedyncza cienka przestona metalowa [67] (patrz
rys. 7.14).

rodzaj H TEel ‘ TEOl ‘ TEeQ ‘ TEOQ ‘ TEeg ‘ TE03 ‘ TE04 ‘ TE64
f [GHz] | 19.6686 | 30.0000 | 35.6614 | 50.0000 | 56.3326 | 58.3095 | 60.0000 | 65.1046

statecznie gestej siatce Yee.

Najprostszym sposobem poprawy doktadnosci jest zageszczanie przestrzeni Q) (zagesz-
czenie dyskretnej siatki problemu), co pozwoli zwiekszy¢ doktadnosé odwzorowania rozkta-
déw pola w calej przestrzeni, a wiec rowniez wokot przestony. Wplyw zageszczania siatki
Yee na dokladnos¢ analizy metoda FDFD przedstawia tab. 7.2, przy czym bazowy krok
dyskretyzacji przestrzeni (dla r = 1) wynosi w tym przypadku A = 0.1mm.

Zageszczanie przestrzeni () zmniejsza blad zwiazany z nieliniowo$cig rozwigzania w oko-
licy krawedzi przestony. Dane zawarte w tabeli potwierdzaja ten fakt: wzgledny btad wyzna-
czania czestotliwosci rezonansowej rodzaju T E.; maleje od 0.78 do 0.09. Niestety zageszcza-
nie wiaze sie réwniez z silnym wzrostem liczby zmiennych stanu (z kwadratem wspdtezyn-
nika zageszczenia r) oraz normy macierzy. Wzrost normy oznacza pogorszenie zbieznosci
iteracyjnego algorytmu Jacobiego-Davidsona. Zgodnie z teorig iteracyjnych schematéw roz-
wiazywania wielkich uktadéw réwnan liniowych [2, 73], zbieznosé algorytmu iteracyjnego
uzalezniona jest od relacji pomiedzy najwicksza i najmniejsza wartoscia wtasng. Zagesz-
czenie siatki powoduje, ze ro$nie norma zwigzana z najwieksza warto$ciag wtasna, podczas
gdy najmniejsza warto$¢ wtasna zmienia si¢ nieznacznie. W konsekwencji dla gestej siat-
ki algorytm Jacobiego-Davidsona wymaga wiekszej liczby iteracji do osiggniecia zatozonej
doktadnosci.

Tabela 7.2: Poréwnanie rozmiaru problemu (N), liczby iteracji (iter) potrzeb-
nych do uzyskania rozwiazania problemu wlasnego, normy operatora (norma) oraz
wzglednych bledéw czestotliwosci rezonansowej (err) rodzaju T E.; w zaleznosci od
wspdlezynnika zageszezenia siatki przestrzeni ) dla przypadku standardowego za-
gadnienia réznicowego (FF'DF' D). Dla r = 1 krok dyskretyzacji wynosi A = 0.1mm.

| N | iter | err[%] | norma
3000 | 447 | 0.78 | 7.2-10%
27000 | 2140 | 0.26 | 6.5-10%
75000 | 2918 | 0.16 | 1.8- 1077
147000 | 3542 | 0.11 |3.5-10%7
243000 | 4159 | 0.09 | 5.8-10%

O© 3 Ot W 3
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Rysunek 7.16: Lokalnie zageszczona siatka przestrzeni {2 umiejscowiona wokét kra-
wedzi cienkiej metalowej przestony. Obok fragment podprzestrzeni Q\2 z wlaczona

poddziedzing €2 ukazujacy proporcje siatek dla wspotczynnika zageszczenia 1 réw-
nego 3 i 9. Bazowy krok dyskretyzacji przestrzeni wynosi A = 0.5mm.

7.2.2 Poprawienie doktadnosci metody FDFD poprzez lokalne
zageszczenie siatki

Poniewaz w rozwazanym przyktadzie btedy zwigzane sg przede wszystkim z silnie nieliniowg
zmiennoscig pol w okolicy krawedzi przestony, poprawe doktadnosci mozna uzyskaé stosujac
algorytm lokalnego zageszczenia siatki Yee znany w literaturze jako subgridding!. Usuwajac
obszar o wymiarach 2A x 2A w przestrzeni ) zdyskretyzowanej z krokiem A = 0.1mm,
ktorego srodkiem jest krawedz przestony i wstawiajac zamiast niego zageszczong przestrzen
O uzyskuje sie lokalnie zageszczona siatke Yee. Przyktad takiego zageszczenia dla rzadszej
siatki bazowej przedstawiono na rys. 7.16.

Nastepnie, postugujac sie technika przedstawiong w podrozdziale 6.1.1, z operatorow
globalnych zawierajacych makromodel utworzono problem wtasny o postaci danej rowna-
niem (6.4). Macierze sprzezen S B, Sy zbudowano w oparciu o niskoodbiciowy algorytm in-
terpolacji (podrozdzial 4.2). Wyniki analizy problemu wlasnego, przedstawiono w tab. 7.3.

Lokalne zageszczenie siatki Yee przestrzeni €2 poprawia doktadnosé¢ analizy nie powo-
dujac przy tym tak znacznego, jak przy zageszczanu calej przestrzeni €2, przyrostu liczby
zmiennych. Dla subgriddingu obszaru 2A x 2A usuwane sg cztery probki sktadowej H,
pola magnetycznego znajdujace sie wewnatrz, a w ich miejsce trafia 4™ zmiennych stanu

L Subgridding najczesciej stosowany jest dla schematéw czasowych, lecz oczywiécie mozna go réwniez
uzy¢ w sformutowaniu czestotliwo$ciowym.
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Tabela 7.3: Rozmiar problemu (N), liczba iteracji (iter) potrzebnych do uzyskania
rozwiazania problemu wlasnego, norma operatora (norma) oraz wzgledny blad cze-
stotliwosci rezonansowej (err) rodzaju T E,.1 wzgledem wspodlczynnika zageszczenia
siatki r - poréwnanie standardowego algorytmu FDFD oraz schematu FDFD z lo-
kalnie zageszczong siatkg Yee. Dla r = 1 krok dyskretyzacji wynosi A = 0.1mm.

FDFD FDFDgypgr.
N | iter [ err[%] | norma N | iter [ err[%] | norma
3000 | 447 | 0.78 | 7.2-10% || 3000 | 447 | 0.78 | 7.2-10%
27000 | 2140 | 0.26 | 6.5-10% || 3032 | 1073 | 0.28 | 4.8-10%
75000 | 2918 | 0.16 | 1.8-10%7 || 3096 | 1577 | 0.17 | 1.6-10%*7
147000 | 3542 | 0.11 | 3.5-10%7 || 3192 | 2421 | 0.13 | 3.4-10%
243000 | 4159 | 0.09 | 5.8-10% | 3320 | 3629 | 0.10 | 5.6-10%7

© J Ot W 3

zageszczonej podprzestrzeni Q. Podczas lokalnego zageszczania siatki Yee uzyskuje sie wiec
algorytm, w ktorym dla probleméw dwuwymiarowych liczba zmiennych stanu wewnatrz Q
rosnie z kwadratem wspotczynnika zageszczenia.

Pomimo, ze liczba zmiennych w algorytmie FDFD wykorzystujacym lokalnie zagesz-
czong siatke zostala ograniczona w stosunku do oryginalnego sformutowania FDFD, po-
dobnie jak poprzednio obserwuje sie znaczne pogorszenie zbieznosci iteracyjnego algoryt-
mu Jacobiego — Davidsona. Choé¢ dla trzykrotnego zageszczenia podprzestrzeni Q liczba
zmiennych stanu problemu wzrosta jedynie o 32, w celu uzyskania wyniku przeprowadzono
dwa razy wiecej iteracji. Powodem tego jest wzrost normy operatoréw spowodowany gesta
siatka w podprzestrzeni Q. Zageszczajac podprzestrzen r-krotnie uzyskuje sie r2-krotny
wzrost normy, co jest przyczyna szybkiego wzrostu liczby iteracji w schemacie FDFD. Po-
taczenie w operatorach globalnych rownan stanu podprzestrzeni Q\Q z podprzestrzenia Q
powoduje, ze sumaryczna norma problemu dyskretnego z lokalnie zageszczong poddziedzi-
ng jest blizsza wiekszej z norm, co powoduje z kolei wzrost liczby iteracji w algorytmie
Jacobiego-Davidsona.

7.2.3 Analiza FDFD wykorzystujagca makromodele

Metody poprawy doktadnosci obliczen poprzez zageszczanie catej siatki Yee, badz tylko
jej fragmentu posiadaja dwa zasadnicze ograniczenia. Pierwszym z nich jest rosnaca liczba
zmiennych. Drugim z ograniczen jest zaleznos¢ normy operatoréw od wspétczynnika zagesz-
czenia r, co wptywa na zbiezno$¢ iteracyjnych algorytméw algebry liniowej stosowanych
W numerycznym rozwigzywaniu zagadnienia macierzowego powstajacego w sformutowa-
niu FDFD, a efekcie znaczaco wydtuza czas analizy. W niniejszym podrozdziale pokazane
zostanie, ze makromodele pozwalaja przezwyciezy¢ powyzsze trudnosci. Szkic procesu wia-
czania makromodelu do analizy FDFD rozwazanego rezonatora dla rzadszej, niz uzywana
w testach numerycznych, siatki (A = 0.5mm) przedstawiono na rys. 7.17.

W przypadku przestrzeni obliczeniowej zdyskretyzowanej z krokiem A = 0.1mm wy-



Rozdziat 7 Testy numeryczne

148

makromodel

Rysunek 7.17: Etapy wlaczania makromodelu do siatki Yee dla rezonatora z po-

jedyncza cienka metalowa przestona. Podprzestrzen 2, w ktorej wystepuje silna
nieliniowo$¢ pola, jest zageszczana. Utworzony z otrzymanych réwnan réznicowych
makromodel jest nastepnie wlaczany do operatora globalnego. Bazowy krok dys-
kretyzacji przestrzeni wynosi A = 0.5mm.

korzystano makromodel o rzedzie wynoszacym ¢ = 1. Z uwagi na niewielki obszar pokryty
siatka o wiekszej gestosci makromodel o tak niskim rzedzie aproksymuje z wystarczaja-
ca dokladnoscia elektromagnetyczna funkcje przejscia H(s) opisujaca interakcje pomiedzy
pobudzeniem a odpowiedzig elektromagnetycznag modelowanego obszaru. Wyniki analizy
FDFD rezonatora z cienkg przestong metalowa z makromodelem wtaczonym poprzez re-

dukcje operatora (podrozdzial 5.3.2) przedstawiono w tab. 7.4.

Tabela 7.4: Poréwnanie rozmiaru problemu (N), liczby iteracji (iter), wzglednych
bledéw czestotliwosci rezonansowej (err) rodzaju T'Ee oraz normy (norm) dla
przypadku standardowego zagadnienia réznicowego (FDFD), réwnan FDFD za-
wierajacych operatory lokalnie zageszczonej podprzestrzeni Q (FDF Dgypgy) oraz
algorytmu FDFD 7z wlaczonym makromodelem (FDF Dyacrom.) W zaleznosci od
wspotezynnika zageszezenia siatki r. Dla r = 1 krok dyskretyzacji A = 0.1mm.

FDFD FDFD g FDF D, acrom.
r N | iter | err[%] N | iter [ err[%] | norm N [dter | err[%] |  norm
1 3000 | 447 | 0.78 | 3000 | 447 | 0.78 | 7.2-10% || 3000 | 447 | 0.78 |7.2-10%
3| 27000 | 2140 | 0.26 | 3032|1073 | 0.28 | 4.8-10% | 3000 | 460 | 0.30 |2.9-10%
51 75000 | 2918 | 0.16 | 3096 | 1577 | 0.17 | 1.6-10%" || 3000 | 470 | 0.19 |4.5-10%
71 147000 | 3542 | 0.11 3192 | 2421 | 0.13 | 3.4-10% | 3000 | 460 | 0.14 | 5.4-10%
9 || 243000 | 4159 | 0.09 | 3320 | 3629 | 0.10 | 5.6-10%" || 3000 | 438 | 0.11 |5.9-10%
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Na podstawie danych zawartych w tabeli mozna stwierdzi¢, ze makromodel zaggszczonej
podprzestrzeni Q pozwala w znaczny sposob poprawi¢ wyniki analizy metoda FDFD. Blad
zwigzany z nieliniowoscig rozwigzania w okolicy krawedzi przestony jest redukowany wraz z
zageszcezaniem siatki makromodelu podobnie jak w przypadku subgriddingu, lecz tym razem
zageszcezanie nie wiaze si¢ ani z dodatkowym wzrostem liczby zmiennych, ani z pogorszeniem
zbieznosci iteracyjnego algorytmu Jacobiego-Davidsona.

Poréwnanie technik wlaczania makromodeli w sformutowaniu FDFD

Zgodnie z dyskusja przedstawiona w podrozdziale 5.3, mozliwe sa dwa sposoby wtacza-
nia makromodeli do analizy metoda FDFD. Pierwszy ze sposobOw, zaproponowany przez
Cangellarisa dla metody elementéw skonczonych [97], jest intuicyjny i polega na wlaczeniu
do réwnan FDFD zredukowanej funkcji przejscia H,,(s) w jawnej postaci (sformutowa-
nie (5.14)). Drugi, wprowadzony w [41], wykorzystuje zaleznosci pomiedzy dyskretnymi
operatorami réznicowymi a transmitancja H(s) pozwalajac na wlaczenie makromodeli w
sposob niejawny poprzez projekcje czesci operatorow roznicowych. Cho¢ obie z metod moga
by¢ stosowane w czestotliwosciowym sformutowaniu réznic skonczonych, wyniki nie beda
identyczne.

Analizujac problem wtaczenia makromodelu do algorytmu FDFD nalezy zauwazy¢, ze
iteracyjne rozwigzywanie zagadnien wtasnych wymaga jawnego okreslenia operatorow roz-
nicowych [2]. Jezeli wartosci wlasne macierzy zwiazane sa z czestotliwoscia, to elementy
tej macierzy nie moga by¢ zalezne od czestotliwosci. Zgodnie z (5.14) transmitancja H,,(s)
musi wiec zosta¢ wyliczona dla ustalonej wartosci pulsacji w. Tak wygenerowany makro-
model jest makromodelem statycznym, gdyz opisuje zalezno$ci pomiedzy probkami pél na
granicy makromodelu wytacznie na jednej czestotliwosci. Dla poréownania sposobu wtacza-
nia do réwnain FDFD makromodelu w sposéb statyczny (réwnanie (5.14)) i dynamiczny

—_ — rodzaj TE,,  (f,=19.6686 GHz) —_ — rodzaj TE (f,=19.6686 GHz)
S S )

S gsl <=+ rodza TE,, (1,=35.6614 GHz) S 48l <=+ rodzaj TE,,  (f,=35.6614 GH2)

® -~ rodzaj TE, (1=56.3326 GHz) ® == rodza TE; (f,=56.3326 GHz)

K NSy U, L @ "

S G o\---" -e- r0dza TE,,  (f,=65.1046 GHz) s -e- rodza TE,,  (f,=65.1046 GH2)

Rysunek 7.18: Wzgledny blad czterech pierwszych czestotliwosci rezonansowych
rodzajéw parzystych rezonatora z cienka przestona metalowa otrzymanych przy
wykorzystaniu makromodelu statycznego (po lewej) i dynamicznego (patrz opis w
tekscie).
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(poprzez projekcje czesci operatora zdefiniowana rownaniami (5.20) i (5.21)) obie metody
wykorzystano w problemie przedstawionego na rys. 7.14 i 7.17 (bazowy krok dyskretyzacji
A = 0.5mm).

Wilaczenie makromodelu statycznego wymaga wyliczenia macierzy H(s), a wiec nie-
zbedne jest okreslenie czestotliwosci analizy. W rozwazanym problemie przyjeto s = 527 fy,
gdzie fy = 19G H z jest przyblizong wartoscia czestotliwosci rezonansowej uzyskang z anali-
zy FDFD oryginalnego problemu bez zageszczenia (r = 1). Rezultaty przy obu sposobach
wlaczania makromodeli przedstawiono na rys. 7.18.

Jak tatwo zauwazy¢ analiza przy uzyciu makromodelu statycznego pozwala osiagnaé po-
prawe doktadnosci jedynie dla pierwszego z rezonanséw, ktérego czestotliwos¢ jest bliska
fo = 19GH z. Witaczanie makromodeli poprzez redukcje operatora przynosi poprawe dla
kazdego z rozwazanych rodzajow, a dodatkowo nie wymaga wstepnego okreslania czesto-
tliwosci makromodelu i obliczania H(s), Z tego powodu podejscie to jest dalece bardziej
efektywne, niz wtaczanie makromodeli statycznych.

7.3 Dwuwymiarowy schemat réznicowy wykorzystu-
jacy makromodele zagniezdzone

Opracowanie metodologii wtaczania makromodeli do schematéw roznicowych poprzez re-
dukcje operatora pozwala przeprowadzi¢ zagniezdzanie makromodeli. Umozliwia ono silne
zageszezenie siatki Yee w obszarze, w ktérym wymagana jest wysoka rozdzielczosé. Proce-
dura, przedstawiona szczegétowo w podrozdziale 5.4, jest przeprowadzana hierarchicznie,
przy czym nalezy pamietac, iz tworzenie makromodeli rozpoczyna sie w tym przypadku
od obszaru najsilniej zagniezdzonego. Dzigki temu, w kazdym kroku makromodele beda
tworzone dla poddziedziny zawierajacej mata liczbe zmiennych stanu.

Wykorzystanie zagniezdzania makromodeli w analizie F'D zaprezentowane zostanie na
przyktadzie rezonatora z cienkimi metalowymi przestonami oraz struktury filtrujace;j.

7.3.1 Rezonator z cienkimi metalowymi przestonami

Rozwazmy rezonator przedstawiony na rys. 7.19, dla ktérego czestotliwos¢ rezonansowa ro-
dzaju podstawowego wynosi 15.93G Hz (wartosé¢ ekstrapolowana w [66]). Zaktadajac pola-
ryzacje TE problem elektromagnetyczny mozna sprowadzi¢ do dwuwymiarowego schematu
FDFD, sformutowanego w postaci zagadnienia wtasnego.

Przy kroku dyskretyzacji A = 0.5mm siatka problemu opisana bedzie przy uzyciu
N = 143 weztéw probek pola E (I =11, J = 13). Wokét kazdej z krawedzi przestony
wydzielony zostal obszar Qo wymiarach 2A x 2A, ktéry nastepnie zageszczono r-krotnie.
Nastepnie wewnatrz poddziedziny Q,Awydzielono i zageszczono (z tym samym wspdtczyn-

nikiem zageszczenia) podprzestrzen Qo wymiarach 2% X 2% . W rezultacie efektywny
wspotezynnik zageszcezenia siatki Yee wokot przestony wynosi r2.
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Rysunek 7.19: Wzgledny btad czestotliwosci rezonansowej rodzaju podstawowego
rozwazanego rezonhatora wzgledem wspdlczynnika zageszczenia makromodelu poje-
dynczego (linia przerywana) i zagniezdzonego (linia ciagla) [42].

Jak zaznaczono powyzej, konstrukcja makromodelu zagniezdzonego odbywa sie w od-
wrotnej kolejnosci, niz wydzielanie podprzestrzeni. Z tego powodu najpierw generowany jest

makromodel dla podprzestrzeni Q (¢ = 1), ktory wlaczany jest do réwnan poddziedziny
Q. Ze wzgledu na stosunkowo niewielka liczbe zmiennych stanu w systemie poddawanym
redukcji (tab. 7.3.1), makromodel uzyskiwany jest szybko. W nastepnym kroku redukcji

podlegaja rownania roznicowe podprzestrzeni O zawierajace makromodel obszaru Q. Ze
wzgledu na przeprowadzona w poprzednim kroku redukcje, liczba zmiennych stanu opi-
sujacych poddziedzine Q jest rowniez niewielka (tab. 7.3.1). Wygenerowany w ten spos6b
zagniezdzony makromodel jest dotaczany do operatorow globalnych podprzestrzeni Q\Q
Rezultaty analizy zagadnienia réznicowego z wlaczonym pojedynczym i zagniezdzonym
makromodelem przedstawiono na rys. 7.19 i w tab. 7.3.1.

Jak tatwo zauwazy¢ przewaga zagniezdzonych makromodeli nad ich niezagniezdzonym
odpowiednikiem jest ogromna. Pojedynczy makromodel szybko osiaga punkt, w ktorym
redukcja staje sie nieefektywna z powodu zbyt duzej liczby zmiennych stanu. W przypadku
redukcji hierarchicznej w kazdym z krokéw redukowany jest problem opisany mata liczba
zmiennych, a dzieki temu caty proces generacji makromodelu jest szybki. Dla przyktadu czas
potrzebny na utworzenie zagniezdzonego makromodelu (kazda z poddziedzin zageszczana
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Tabela 7.5: Poréwnanie liczby zmiennych pojedynczego i zagniezdzonego makromo-
delu pozwalajacych uzyskaé¢ ten sam wzgledny blad czestotliwoéci rezonansowej.
W przypadku makromodelu zagniezdzonego podane sa rozmiary problemdéw
podlegajacych redukcji na kazdym z dwdch etapéw. W nawiasie podano wartosci
wspolczynnika zageszczenia kazdej z poddziedzin.

Wzgledny Liczba zmiennych poddawanych redukcji
btad [%] || pojedynczy makromodel ‘ zagniezdzony makromodel
1 324 (9) 40 & 36 (3,3)
0.3 1444 (19) 104 & 100 (5,5)
0.15 6724 (41) 328 & 324 (9,9)
0.03 33124 (91) 3368 & 3364 (29,29)

29 razy) jest czterokrotnie krétszy, niz w przypadku pojedynczego makromodelu (r = 91).

7.3.2 Struktura filtrujaca z cienkimi metalowymi przestonami

Aby w pelni zaprezentowac efektywnosé zagniezdzania makromodeli, wyznaczono przy ich
wykorzystaniu wspotczynnik odbicia dla struktury filtrujacej ztozonej z pieciu sekcji syme-
trycznie utozonych cienkich metalowych przeston (rys. 7.20).

Dla rozwazanej struktury filtrujacej krok dyskretyzacji A = 0.5mm jest niewystarcza-
jacy dla osiagniecia odpowiednio doktadnych wynikéw. Z tego powodu w okolicy kazdej z
pieciu przeston wydzielono obszar o wymiarach 10A x 2A, dla ktérego zbudowano zagniez-
dzony makromodel?.

Konstrukcja makromodelu zagniezdzonego opiera sie na wydzielonej w pierwszym kro-
ku podprzestrzeni ) zageszczonej r-krotnie o wymiarach 10A x 2A (rys. 7.20). Wewnatrz

niej wyodrebniono zageszczone r-krotnie obszary Qo wymiarach 2% X 2% wokot kazdego z
ostrzy, a nastepnie wewnatrz nich wydzielono kolejny obszar o wymiarach 27% X 27%, rOw-
niez r-krotnie zageszczony. Przyktadowe wzajemne rozmieszczenie siatek dla wspotczynnika
zageszczenia r = 3 przedstawiono na rys. 7.20.

Na koniec, rownania Mazwella dla catej siatki w strukturze zawierajacej pie¢ zagniez-
dzonych makromodeli poddane zostaty redukcji, co odpowiada zastosowaniu techniki Fast
Frequency Sweep (FFS) [63]. Wyniki analizy przedstawione na rys. 7.20 pokazuja, ze cha-
rakterystyki otrzymane przy uzyciu redukcji rzedu modelu sg praktycznie nierozroznialne
od wynikow samego subgriddingu, ktory w tym przyktadzie stuzy za odniesienie. Najwiekszy
btad wzgledny, jaki lokalnie wystepuje nie przekracza 0.45% (zaznaczony na rys. 7.20).

Por6éwnanie parametrow przeprowadzanych symulacji zebrano w tab. 7.3.2. Jak tatwo
zauwazy¢ stosowanie makromodeli prowadzi do znacznej redukcji liczby zmiennych, co po-
woduje, ze analiza przeprowadzana jest szybko (25-krotne skrécenie czasu symulacji). Jed-
noczesnie, wyniki symulacji sa prawie identyczne, jak w przypadku, gdy stosowany byt

2Poniewaz przestony sa identyczne, zbudowany zostal jeden zagniezdzony makromodel, ktéry nastepnie
sklonowano.
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Rysunek 7.20: Wspélczynnik odbicia od struktury filtrujacej uzuskany przy uzyciu
subgriddingu (linia przerywana) i makromodeli polaczonych z analiza FFS (linia

ciagta).

Tabela 7.6: Poréwnanie efektywnosci algorytmu FDFD przy zastosowaniu subgrid-
dingu (SG), zagniezdzonych makromodeli (MM) oraz zagniezdzonych makromodeli
z wykorzystaniem techniki FFS (MM-FFS).

| SG | MM | MM-FFS
Rozmiar problemu || 43910 | 3690 210
Btad maksymalny [%)] 0 0.44 0.45

Blad sredni [%] | 0 | 0.003| 0.003
Czas obliczen [s] || 595.2 | 70.6 18.9

subgridding, o czym $wiadczg niskie poziomy wartosci sredniej i maksymalnej btedu wzgled-
nego.
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Rysunek 7.21: Wykorzystanie zagniezdzonego makromodelu w analizie FDTD re-
zonatora z pojedyncza cienka metalowa przestona (patrz opis w tekscie).

7.3.3 Wysokorozdzielcza analiza FDTD rezonatora z pojedyncza
cienka metalowa przestong

Aby zaprezentowa¢ mozliwosci jakie daje uzywanie makromodeli w schematach réznicowych
w dziedzinie czasu (FDTD), analizie poddana bedzie struktura rezonatora z rys. 7.14.
Tym razem jednak zagniezdzone makromodele wykorzystane zostana do uzyskania bardzo
wysokiego zageszczenia siatki wokot krawedzi przestony.

Dyskretyzacja przestrzeni obliczeniowej z krokiem A = 0.5mm (rys. 7.14) jest nie-
wystarczajaca do uzyskania duzej doktadnosci analizy réznicowej. W tej sytuacji mozna
zastosowaé makromodel zagniezdzony, ktory generowany jest w oparciu o przedstawione na
rys. 7.21 hierarchicznie zagniezdzone podprzestrzenie. Wokot krawedzi przestony wydzielo-

no podprzestrzeri 2 o wymiarach 2A x 2A, ktérg zageszczono r-krotnie.
Dla obszaru 2% X 2% zageszczonego rl-krotnie wygenerowano makromodel i wlaczono
T T

go do operatoréw podprzestrzeni Q. N astepnie, redukeji poddano réwnania poddziedziny

Q zawierajace makromodel. Przyktad wzajemnego utozenia siatek poddziedzin Q\Q, QiQ

dla 7 = r® = 3 przedstawiono na rys. 7.21.

Wyniki dla rozwazanej struktury uzyskano za pomocs algorytmu FDTD, w ktorym
interpolacji pol na granicy dokonano przy uzyciu schematu stabilnego o poprawionej do-
ktadnosci (podrozdziat 4.3). Zgodnie z teoria w trakcie obliczen nie zauwazono zadnych
oznak niestabilnosci. Rezultaty analizy zebrane w tab. 7.3.3 pokazuja, ze wykorzystujac
makromodele mozliwe jest uzyskanie lokalnie przeszto tysiackrotnego efektywnego zagesz-
czenia siatki. Granice osiggalnej doktadnosci stanowi w tym przypadku btad zwiazany z
dyspersja numeryczng siatki bazowej, ktory wynosi okoto 0.1%, co przejawia sie w sta-
gnacji btedu dla efektywnego zageszczenia réwnego 441 i 1089. Na podkreslenie zastuguje
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Tabela 7.7: Btad wzgledny czestotliwosci rezonansowej dla wysokorozdzielczego al-
gorytmu FDTD wykorzystujacego zagniezdzone makromodele.

sl 3 A\
r r Tefektywne led [%] JAQ_
- | - 1 3.939 1

31 3 9 0.461 2.37
919 81 0.083 4.93
21| 21 441 0.046 6.60
33 | 33 1089 0.042 7.05

fakt, ze krok czasowy nawet dla tysigckrotnego efektywnego zageszczenia siatki pozostaje

na poziomie porownywalnym z krokiem A?\Q wynikajacym z warunku Couranta dla siatki
rzadkiej.

7.4 Tréjwymiarowe struktury elektromagnetyczne

ZYozonosé rzeczywistych problemoéw elektrodynamiki obliczeniowej najczesciej nie pozwala
uprosci¢ analizy elektromagnetycznej do dwuwymiarowego problemu réznicowego. Zagesz-
czanie trojwymiarowej siatki Yee prowadzi do gwaltownego wzrostu liczby zmiennych i
kosztu numerycznego. Z tego wzgkedu makromodele sg szczegblnie atrakcyjne dla poprawy
efektywnosci symulacji elektromagnetycznej wymagajacej wysokorozdzielczej siatki Yee.
Nalezy zwréci¢ uwage, ze liczba réwnan stanu, ktore podlegaja redukeji, jest co najmniej
o rzad wielkosci wigksza niz w przypadku analizy dwuwymiarowe;.

W niniejszym podrozdziale zaprezentowane zostanie wykorzystanie pojedynczych i za-
gniezdzonych makromodeli w analizie czasowej (FDTD) filtrow falowodowych. Dla kazdego
z zamieszczonych przyktadéow podany zostanie krok czasowy wymagany dla stabilnej pracy
algorytmu. Niezaleznie od stopnia zageszczenia we wszystkich przypadkach skrocenie kroku
czasowego w relacji do warunku Couranta dla siatki rzadkiej nie byto wigksze niz 2.

7.4.1 Analiza filtru z cienkimi metalowymi przestonami umiesz-
czonymi symetrycznie w plaszczyznie F

Aby zaprezentowaé¢ efektywnos¢ makromodeli w analizie trojwymiarowej, uzyta zostanie
struktura dwubiegunowego filtru falowodowego o przekroju poprzecznym 6mm x 2mm z
centralnie umieszczonymi cienkimi przestonami metalowymi (patrz rys. 7.22). Struktura
testujaca latwo wpasowuje sie w wezty siatki Yee, wiec nie wystapi tu btad zwigzany z
aproksymacjg rozktadu pola w poblizu $cianki elektryczne;j.

Aby otrzyma¢ wyniki odniesienie przeprowadzono analize metoda dopasowania rodza-
jow, przy czym liczba funkcji rozwiniecia byta zwiekszana do momentu, gdy wyniki staty
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Rysunek 7.22: Dwubiegunowy filtr falowodowy uzyty w trakcie testow numerycz-
nych (patrz opis w tekscie).
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Rysunek 7.23: Wyniki uzyskane z analizy FDTD dla filtru falowodowego dla dwéch
krokéw dyskretyzacji przestrzeni. Odniesienie stanowia wyniki uzyskane metoda
dopasowania rodzajéw (MM).

sie wiarygodne [20]. Charakterystyki transmisyjne i odbiciowe filtru otrzymane metoda do-
pasowania rodzajow sa waskopasmowe (patrz rys. 7.23), a pozycje dwoch biegunéw filtru
sg praktycznie nierozréznialne.

Rezultaty klasycznej analizy FDTD dla trzech krokow dyskretyzacji przestrzeni poka-
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Tabela 7.8: Liczba zmiennych, czas analizy, krok A; analizowanego filtru falowodo-
wego wzgledem zageszczenia siatki.

rozmiar FDTD
Almm)] | problemu | A%[ps] | iteracje | czas|s]
1 614 1.92 9000 22.18
0.5 6700 0.96 18000 148.77

0.25 61208 0.48 36000 | 1773.98

A=1mm A=0.5mm A=0.25mm
Rysunek 7.24: Makromodele woko6t krawedzi przeston gdy A = 1lmm, A = 0.5mm,
A = 0.25mm

zujg duzg rozbiezno$¢ w poréwnaniu z wynikami referencyjnymi, duze réznice we wspot-
czynnikach odbicia i znaczne przesuniecie w czestotliwosci §rodkowej filtru. Odpowiedzi
filtru poprawiajg sie wraz ze wzrostem zageszczenia siatki, jednak czas analizy staje sie
wtedy znacznie dtuzszy (patrz tab. 7.8). Dla kroku A = 0.25mm analiza trwalta prawie 30
minut, czyli okoto 80 razy dtuzej, niz dla siatki rzadkiej (A = 1mm). Zageszczanie siatki
Yee sprawia, ze parametry filtru zbiegaja sie do wartosci odniesienia, ale nawet dla gestej
siatki (A = 0.25mm) rezultaty sa dalekie od akceptowalnych. Tak duze niedoktadnosci
spowodowane sg zta aproksymacja pol w okolicy wierzchotkow przeston.

Pojedyncze makromodele

Aby poprawié¢ efektywnos¢ algorytmu FDTD wygenerowanych zostalo 6 makromodeli wo-
kot krawedzi przeston. Dla kroku dyskretyzacji A = 0.5mm rozmiary makromodeli wyniosty
2A x 2A x 4A, tak jak pokazano na rys. 7.24.

Dla wszystkich makromodeli przyjeto rzad ¢ = 1, liczba portéw (weztéw siatki rzadkiej
uwzglednianych podczas sprzegania siatek) wynosita p = 56, a wspélezynnik zageszczenia
r zmienial sie od 3 do 7. Czas tworzenia makromodelu zalezy od wspdétczynnika zagesz-
czenia i rozmiaru makromodelu (patrz tab. 7.4.1), jednak catkowita liczba zmiennych po
redukeji pozostata niezmienna i wynosi p - ¢ = 56. To sprawia, ze catkowity rozmiar za-

Tabela 7.9: Czasy tworzenia pojedynczych makromodeli (patrz tekst).

poczatkowy rozmiar czas
rozmiar problemu | makromodelu | generacjis|

r
3 1116 56 0.94
5 9500 o6 7.46
7 15484 o6 46.88
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Tabela 7.10: Porownanie parametréow analiz FDTD z wlaczonym makromodelem
dla réznych wspélezynnikéw zageszezenia (patrz tekst).

rozmiar ég iteracje
problemu | Af! | FDTD | czas|s]
7800 1.52 | 27350 371.5
7800 1.7 | 30559 432.5
7800 1.79 | 32325 440.8

~ Ot W3

gadnienia FDTD zawierajacego makromodele nie zalezy od wspoétczynnika zageszczenia r
(patrz tab. 7.4.1).
Po wtaczeniu makromodeli do schematu FDTD krok dyskretyzacji przestrzeni musiat

zosta¢ zmniejszony dla zachowania stabilnosci algorytmu, poniewaz —% zalezy od wspol-
A

czynnika zageszczenia i rzedu modelu. W najgorszym przypadku A, nie E)rzekroczyi potowy
Q
bazowego kroku czasowego (% < 2) (trzecia kolumna tab. 7.4.1).

Rezultaty otrzymane metotd@ FDTD 7z wtaczonymi makromodelami przedstawiono na
rys. 7.25. Wraz ze wzrostem wspotczynnika zageszczenia makromodelu charakterystyki
przyblizaja sie do wynikéw uzyskiwanych metoda dopasowania rodzajow, co obserwowane
jest dla wszystkich parametrow filtru. Nawet dla makromodeli o najmniejszym wspotczyn-
niku zageszczenia r = 3 wyniki sa znacznie lepsze, niz dla oryginalnego schematu FDTD
o kroku dyskretyzacji A = 0.25mm. Zastosowanie gestszych siatek makromodeli jeszcze
bardziej te wyniki poprawia (patrz rys. 7.26).

Makromodele zagniezdzone

Dodatkowa poprawa efektywnosci metody FDTD zawierajacej makromodele moze by¢ uzy-
skana poprzez wykorzystanie makromodeli zagniezdzonych. Rozwazmy filtr z cienkimi prze-
stonami metalowymi, w ktérym przestona nie wpasowuje sie w wezty siatki (patrz rys. 7.27).
Dla takiej struktury wystapia duze btedy zwigzane z niedostatecznie doktadng dyskrety-
zacja, chyba ze uzyte zostang schematy lokalne lub zageszczenie siatki wokoét krawedzi
przeston.

W tym przyktadzie bazowy krok dyskretyzacji oryginalnego algorytmu FDTD wyno-
szacy A = 0.5mm powoduje znaczny blad w charakterystyce odbiciowej filtru (ciagta szara
linia na rys. 7.29, 14000 iteracji, krok czasowy A$ = 0.96ps). Aby zredukowac te bledy,
wykorzystano wysokorozdzielcze makromodele. Najpierw uzyto pojedynczych makromode-
li o rzedzie ¢ = 1 i wspdtezynniku zageszczenia r = 7, ktére stworzono wokot krawedzi
przeston. Dla analizy FDTD wykorzystujace]j tak wygenerowane makromodele krok czaso-
wy musial zosta¢ zmniejszony do wartosci A = A¥%/1.8, a analiza trwala 2.8 raza dtuzej
niz dla standardowego algorytmu FDTD wykorzystujacego rzadka siatke Yee (stosownie
do skréconego kroku czasowego nalezato zwiekszy¢ liczbe iteracji do 25200). W rezultacie
otrzymano poprawe (patrz rys. 7.29 cienka linia kreska-kropka), lecz wyniki ciagle znacznie
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Rysunek 7.25: Amplitudy elementéw macierzy rozproszenia uzyskanych metoda
FDTD zawierajaca makromodele dla réznych wspolczynnikoéw zageszczenia.
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Rysunek 7.26: Wyniki dla filtru falowodowego otrzymane trzema typami analizy
FDTD (patrz tekst).

sie r6znig od charakterystyk referencyjnych.

Aby otrzymac jeszcze wieksze zageszczenie siatki wokot krawedzi przestony zastosowano
makromodele zagniezdzone. Makromodele o r = 5, ¢ = 1 o wymiarach 2 X 2 x 12 zostaty
zagniezdzone wewnatrz makromodeli o wymiarach 2 x 2 x 4 oraz o r = 31 ¢ = 2 (patrz
rys. 7.28). Tym sposobem otrzymano efektywne zageszczenie siatki wokol wierzchotkéow o
wartosci rorr. = 15. Dla analizy FDTD wykorzystujacej zagniezdzone makromodele krok
czasowy wynosi Af*/1.9, a czas obliczen dla 26000 iteracji jest 3.8 raza dtuzszy niz dla
standardowej analizy FDTD i rzadkiej siatki. Wyniki analizy FDTD z makromodelam:
zagniezdzonymi sa juz bardzo bliskie charakterystykom referencyjnym (patrz czarna linia
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Rysunek 7.27: Filtr falowodowy o wymiarach 6mm x 2mm z cienkimi przestonami
metalowymi (wymiary w mm) i siatka Yee zawierajaca sze$¢ makromodeli.

widok z goéry

zagniezdzony makromodel

Rysunek 7.28: Pozycje zagniezdzonych makromodeli.
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Rysunek 7.29: Charakterystyki dopasowania filtru obliczone z wykorzystaniem me-
tody dopasowania rodzajow, algorytmu FDTD wykorzystujacego rzadka siatke
(A = 0.5mm) i schematu FDTD z wlaczonym makromodelem. Wspdlezynniki
lokalnego zageszczenia siatki wynosza r = 7 i 1.y = 15 odpowiednio dla poje-
dynczego i zagniezdzonego makromodelu.
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na rys. 7.29).

7.4.2 Analiza filtru z metalowymi przestonami rezonansowymi
umieszczonymi w plaszczyznie H

Weryfikacja dokladnosci subgriddingu poprzez analize pojedynczej przestony

Aby sprawdzi¢ skutecznosé i doktadnosé lokalnego zageszczania siatki przeprowadzono test
pojedynczej przestony rezonansowej umieszczonej w ptaszczyznie H. Zageszczona objetosé
przecina metal, co jest krytycznym testem kazdego algorytmu lokalnego zageszczania siatki
Yee [8], poniewaz metal wprowadza bardzo silne odbicia i powazne bledy fazy.

Struktura rezonansowa sktadajaca sie z przestony o grubosci 1.27mm przedstawiona na
rys. 7.30 zostalta zdyskretyzowana z krokiem A = 1.27mm, ktéry jest wystarczajacy dla
pierwszych kilku rodzajow, ktére moga wzbudzi¢ sie¢ w poblizu nieciagtosci.

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, lokalne zageszczenie wprowadzono w czterech
objetosciach otaczajacych krawedzie przestony (patrz rys. 7.30). Rozmiar zageszczonych
objetosci wynosi 2A x 3A x 4A dla krawedzi pionowych i 8A x 3A x 2A dla poziomych.
Takie ustawienie zageszczanych objetosci stanowi duze wyzwanie dla kazdego algorytmu
lokalnego zageszczania siatki Yee, gdyz metalowe ptaszczyzny wielokrotnie przecinaja rejon
pokryty gesta siatka. Dodatkowo w okolicy krawedzi przeston istnieje silna zmiennos¢ pola
w kazdym z kierunkéw.

Rozwazana struktura przeanalizowana zostata za pomoca dwoch réznych metod: stan-
dardowego algorytmu FDTD oraz schematu FDTD z subgriddingiem. Dla standardowe-

?

L~

Rysunek 7.30: Rezonator prostokatny o wymiarach 10.16 x 22.86 x 36.83mm uzyty
do badania doktadnoéci lokalnego zageszczania siatki wraz z pozycjami zageszczo-
nych objetosci (r = 3).
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Tabela 7.11: Poréwnanie wzglednego btedu i czasu symulacji w standardowym al-
gorytmie FDTD oraz przy wykorzystaniu lokalnie zageszczonych objetosci.

standardowe FDTD || FDTD subgr.
r || err[%] | czass] || err[%] | czas]s]
1 -1.67 13 ] -1.67 13
2| -0.82 257 —_— —
31 -0.56 1317 || -0.55 47
41 -0.45 4193 —_—
51 -0.38 10100 || -0.37 328
7 — — || -0.28 1408

go algorytmu FDTD siatka zageszczana byla w calej dziedzinie, a rezultaty dla réznych
wspotczynnikow zageszczenia zprezentowane zostaly w tab. 7.4.2. Czestotliwos$¢ odniesienia
9.4794G H z zostala obliczona przy uzyciu metody dopasowania rodzajow dla wystarczajaco
duzej liczby rodzajow. Wraz ze wzrostem r, btad wzgledny maleje, co wskazuje, ze granica
pomiedzy podprzestrzeniami Q\Q i O nie wprowadza znaczacyc bledéw fazy i odbié, a ana-
liza z wykorzystaniem lokalnego zageszczenia siatki jest przeprowadzona znacznie szybciej,
niz dla przypadku standardowego algorytmu FDTD (patrz tab. 7.4.2).

Analiza filtru z wykorzystaniem makromodel:

Uzyskanie poprawy doktadnosci dla pojedynczej przestony przy uzyciu subgriddingu po-
twierdza przydatno$¢ wprowadzonych w niniejszej rozprawie schematow lokalnego zagesz-
czania siatki Yee, ktore stanowig punkt wyjéciowy analizy z wykorzystaniem makromodeli.
Aby zweryfikowaé¢ efektywnosé makromodeli, przeprowadzono analize numeryczng filtru
zawierajacego cztery przestony rezonansowe, ktorych apertury umieszczone sg centralnie
(patrz rys. 7.31).

W siatce bazowej zostal uzyty krok dyskretyzacji A = 1.27mm. Przekr6j falowodu
opisany jest za pomoca 19 x 9 weztéw siatki Yee, a przestony o grubosci 1.27mm zeruja

2.54

Rysunek 7.31: Falowdd o przekroju poprzecznym 22.86mm x 10.16mm z przesto-
nami rezonansowymi.
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Rysunek 7.32: Rzadka siatka podstawowa i pozycje makromodeli wokét krawedzi
przeston.
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Rysunek 7.33: Modul wspélezynnika odbicia (w dB) dla filtru falowodowego przed-
stawionego narys. 7.31 obliczony przy uzyciu metody dopasowania rodzajéw (MM),
metody FDTD bazujacej na rzadkiej siatce i algorytmu FDTD z wlaczonymi ma-
kromodelami.

probki sktadowych stycznych dwéch sasiednich weztéw.
Dla tak skonstruowanej siatki Yee przeprowadzono 20000 iteracji trojwymiarowej ana-
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lizy FDTD z krokiem dyskretyzacji osi czasu A = 2.44ps i uzyskano wyniki przedsta-
wione na rys. 7.33 (kreskowana linia). Jak tatwo zauwazy¢ krok dyskretyzacji przestrzeni
A = 1.27mm nie wystarcza, aby uzyska¢ doktadne wyniki. Aby poprawi¢ rezultaty anali-
zy, wokot kazdej z apertur wstawiono cztery makromodele ustawione jak na rys. 7.32. Dla
pionowych krawedzi przestony wraz z rogami wygenerowano makromodele o rozmiarach
2 X 3 x 4 1 liczbie portow wejsciowych p = 104. Poziome makromodele maja natomiast
wymiary 6 X 3 X 2 (p = 144) i 8 x 3 X 2 (p = 184) odpowiednio dla wezszej i szerszej
apertury. Pojedyncze makromodele o rzedzie ¢ = 1 maja wspotczynniki zageszczenia r = 9
dla pionowych i r = 5 dla poziomych makromodeli. Dla takiego zageszczenia krok czaso-
wy zostal ustawiony na A /1.95. Otrzymanie wynikéw wymagato przeprowadzenia 39000
iteracji przy catkowitym koszcie numerycznym 3.5 raza wyzszym, niz dla standardowego
schematu FDTD z rzadks siatka. Wyniki oznaczone na rys. 7.33 za pomoca ciaglej szarej
linii pokazujg znacznag poprawe rezultatéw analizy FDTD przy akceptowalnym wzroscie
czasu obliczen.
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono metodologie poprawiania efektywnos$ci metod FDTD i FDFD po-
przez zastosowanie technik redukcji rzedu modelu. Pokazano, ze uzycie makromodeli w
roznicach skonczonych w trojwymiarowej analizie probleméw elektromagnetycznych jest
koncepcyjnie rownie proste jak subgridding, a przy tym nie jest zwigzane z ograniczenia-
mi prowadzacymi do obnizenia efektywnosci analizy réznicowej. W rozprawie szczegdtowo
przedyskutowano trudnosci zwiazane z generacjg i wtaczaniem makromodeli ze szczegol-
nym naciskiem na ogélnos$¢ (zwielokratnianie i zagniezdzanie makromodeli) i automatyzacje
procesu (krok czasowy analizy FDTD dobierany automatycznie), a takze zaproponowano
nowe metody interpolacji pél pomiedzy siatkami réznej gestosci, ktére mozna stosowacdo
konstrukcji wysokorozdzielczych makromodeli lub do lokalnego zageszczania siatki technika
subgriddingu.

W wyniku badan zwiagzanych z niniejsza rozprawa doktorska osiggni¢to nastepujace
rezultaty:

e opracowano efektywny sposob witaczania makromodeli do analizy FDTD i FDFD,

e zwickszono efektywnos¢ makromodeli poprzez wprowadzenie mozliwosci ich zwielo-
kratniania, zagniezdzania i klonowania,

e zaproponowano dwa nowe schematy interpolacji pél (niskoodbiciowy oraz stabilny o
poprawionej doktadnosci) pomiedzy siatkami Yee réznej gestosci,

e przedstawiono teori¢ stabilnosci makromodeli, ktéra pozwala m.in. na automatyczne
okreslanie kroku czasowego analizy FDTD wykorzystujacej makromodele,

e udowodniono, ze wprowadzenie makromodeli polepsza zbiezno$¢ schematow iteracyj-
nych i pozwala stosowa¢ krok dyskretyzacji czasu porownywalny do kroku wynikaja-
cego z warunku Couranta dla siatki rzadkiej,

e pokazano, ze mozliwe jest taczenia makromodeli z popularnymi algorytmami przy-
Spieszajacymi analize metoda réznic skonczonych, a w szczegélnosci ze schematami
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lokalnymi, siatkami niejednorodnymi i szybkim przemiataniem czestotliwosciowym

(FFS).

Proponowane kierunki rozwoju

W rozprawie przedstawiono podstawowe zagadnienia zwigzane z wykorzystaniem makromo-
deli w schematach réznicowych. Wprowadzone techniki mogg by¢ zaréwno tatwo rozwijane,
jak i stosowane w innych metodach numerycznych elektrodynamiki obliczeniowej. Ponizej
przedstawiono najwazniejsze zdaniem autora kierunki przysztych badan.

Nowe klasy i metody generacji makromodel:

W pracy wyczerpujaco oméwione zostaty makromodele struktur bezstratnych. Kolejnym
krokiem powinno by¢ stworzenie algorytméw generacji makromodeli z uwzglednieniem
strat.

Inne ograniczenie makromodeli zwigzane jest z liczba zmiennych modelowanego pro-
blemu oraz liczba wej$é¢ i wyjsé w rownaniach réznicowych go opisujacych. Przedstawiona
W niniejszej rozprawie metodologia zagniezdzania i zwielokratnienia makromodeli stanowi
punkt wyjsciowy dla nowej klasy metod MOR, ktére nie podlegaja obecnym ograniczeniom,
a w rezultacie beda mogty by¢ powszechnie stosowane na kazdym z etapéw projektowania
uktadow.

Optymalizacja z wykorzystaniem makromodeli

Zagadnieniem nie poruszanym w niniejszej rozprawie jest szybka optymalizacja struktur
mikrofalowych przy uzyciu schematéw roéznicowych. Optymalizacja jest mozliwa poprzez
stosowanie tzw. makromodeli sparametryzowanych, czyli makromodeli, ktore w tatwy i szyb-
ki sposob sg zmieniane w zaleznosci od parametrow struktury, ktére opisuja. Dodatkowe
przyspieszenie procesu optymalizacji mozna uzyskaé poprzez opisanie catej podprzestrze-
ni za pomoca makromodeli, a nastepnie sukcesywne wymienianie tylko tych z nich, ktére
zmieniaja sie podczas optymalizacji.

Metody hybrydowe

Poniewaz makromodele stanowig zwarty opis przestrzeni obliczeniowej, zwtaszcza, gdy uzy-
te zostang projekcje modalne, naturalna wydaje sie mozliwosé taczenia makromodeli z anali-
za ciagta. Dzieki takiemu potaczeniu duze podprzestrzenie moga by¢ analizowane metodami
rozwijajacymi pola w mody (np. metoda PEE (ang. Partial Eigenvalue Expansion) [86,87]),
za$ podprzestrzenie zawierajace ztozone struktury - za pomoca makromodeli.
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Makromodele w analizie obwodowej i innych metodach siatkowych

Metodologia tworzenia i wlaczania makromodeli bazuje na réwnaniach stanu problemu
roznicowego. Podobne réwnania mozna tatwo zapisa¢ zaréwno przy pomocy metody MNA
(ang. Modified Nodal Analysis) stuzacej do opisu obwodéw analogowych, jak i za pomoca
metod FEM (ang. Finite Element Method) oraz TLM (ang. Transmission Line Matrix)
bedacych alternatyws dla metod FDTD i FDFD. Poniewaz powyzsze metody polegaja na
rozwigzywaniu problemu zapisanego za pomocg rownan roéznicowych w dziedzinie czesto-
tliwosci, wszystkie mechanizmy, poczawszy od zwielokratniania, a skonczywszy na zagniez-
dzaniu i klonowaniu makromodeli, mozna wykorzysta¢ takze w tych metodach.



Dodatek A

Algorytmy redukcji rzedu modelu

7 punktu widzenia potencjalnego zastosowania w problemach réznicowych elektrodynami-
ki obliczeniowej najczedciej stosowanymi algorytmami redukeji rzedu modelu sa PRIMA
(Passive Reduced-order Interconnect Macromodeling Algorithm) [57] oraz ENOR (Efficient
Nodal Order Reduction) [76]. W zaleznosci od sformutowania problemu wyjsciowego, do
redukeji wykorzystany moze zostaé jeden z nich. Jezeli macierzowa funkcja przejécia H(s)
przyjmuje forme problemu pierwszego rzedu, uzywany jest algorytm PRIMA. Jesli drugiego
rzedu — ENOR.

Algorym PRIMA

Rozpatrzmy macierzowa funkcje przejscia H(s) zapisana w postaci problemu drugiego rze-
du:
H(s) = L7 (G +sC)"'B (A1)

Implementacja algorytmu PRIMA dla punktu rozwiniecia sy przedstawia sie nastepujaco:
1. przeprowadZ dekompozycje LU macierzy (G + s,C),
2. korzystajac z rozktadu LU rozwiaz uktad rownan ze wzgledu na macierz R
(G+s5C)R=B

3. wyznacz pierwszy blok wektoréw bazy V; = ﬁ,

4. zmieniajac j = 1 : ¢ wykonaj kroki

(a) korzystajac z dekompozycji LU wyznaczonej w kroku 1 rozwiaz uktad réwnan
znajdujac kolejny blok W:

— (G + S()C)W = CVJ
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(b) wykorzystujac procedure ortogonalizacji Grama-Schmidta zortogonalizuj kazdy
z wektoréw macierzy W wzgledem wszystkich wektorow powstatych w procesie
generacji macierzy V,

(c) wyznacz kolejny blok wektoréw bazy Vi = %7

5. utwoérz macierz projekcji z otrzymanych blokéw: V = [V;... V.

Wykorzystujac otrzymana baze V do projekeji wyjsciowej transmitancji (A.1) uzyskuje
si¢ problem zredukowany o postaci:

H,.(s) =L! (G,, + 5C,,) ' B, (A.2)
gdzie
L, = VTL,
B,, = VIB,
G, = VTGV,
C,, = VICV.

Algorytm ENOR

W algorytmie ENOR wykorzystuje sie macierzowa funkcje przejscia H(s) zapisana w po-
staci problemu drugiego rzedu o nastepujacej postaci:

H(s) = L” (Cs LG+ ré)_l B (A.3)

przy czym macierze C, G i I' powinny by¢ symetryczne i dodatnio okreslone, co jest wazna
zaleta tej reprezentacji. Ponizej przedstawiony zostat kompletny algorytm ENOR w formie
gotowej do implementacji dla ustalonego punktu rozwiniecia sg.

1. ustaw Y =0,

2. dokonaj rozktadu Cholesky’ego macierzy Csy + G + =

0
3. podstaw za prawa strone réwnania P = B,
4. zmieniajac 7 = 1...q wykonaj kroki:
(a) wykorzystujac dekompozycje Cholesky’ego rozwiaz uktad réwnan liniowych ze
wzgledu na wektor X
<C50+G+£>X:P

S0
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(b) podstaw Y =Y + X,

(c) zortogonalizuj wektory macierzy X wzgledem wszystkich wektoréw powstaltych
w procesie generacji macierzy V, wykorzystujac procedure Grama-Schmidta,
zmieniajac tez w ten sam sposob macierz Y

— Y=Y — (XTV,)V,
- X — Y
(d) podstaw X = X Y = T
(e) wyznacz kolejny blok wektoréw bazy V; = X,

(f) podstaw za prawa strone réwnania P = CsyX — I‘%,
5. utwérz macierz V z uzyskanych blokéw: V. =[V;...V].

Wykorzystujac otrzymang macierz V, poprzez projekcje ortonormalna rownania (A.3)
otrzymuje sie zredukowang funkcje przejscia o nastepujacej postaci:

-1
H,.(s) = LT (Cms + G+ rmé) B,. (A.4)
gdzie
L, — V'L
C,, = VICV
G, = VIGV
T, — VITV

B,.=V'B
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