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Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Uzasadnienie wyboru tematu

W komercyjnych programach do analizy ztozonych uktadéow mikrofalowych wcigz
najbardziej efektywne i rozpowszechnione jest podejscie obwodowe, gdzie struktura
uktadu przedstawiana jest w postaci sieci elementéw o statych skupionych i rozto-
zonych realizowanych z reguty w wybranej technice planarnej. Jednorodne odcinki
linii quasi-TEM (np. NLP, linie koplanarne) laczone sa za posrednictwem niecia-
glosci. Zarowno linie jak i nieciagtosci scharakteryzowane sa modelami opartymi na
analizie statycznej. Modele linii bywaja wzbogacone o efekt dyspersji i ttumienia
podstawowego rodzaju fali

Ograniczenie doktadnosci analizy w przyblizeniu statycznym jest cena, jaka swia-
domie ptaci sie za szybkos$¢ obliczen pozwalajaca na przeprowadzenie doglebnej
optymalizacji projektowanego uktadu. Pelnofalowe symulatory elektromagnetyczne
sg wciaz byt czasochtonne i pamigciochtonne, by staé¢ sie podstawowym narzedziem
do projektowania ztozonych uktadéw mikrofalowych. Ponadto zakres stosowalnosci
przyblizenia statycznego gwaltownie sie rozszerza wraz z rozpowszechnianiem sie
uktadéw monolitycznych (MMUS) oraz uktadéw wykonywanych w technice kopla-
narnej, gdzie analiza statyczna daje bardzo dobre wyniki nawet do 30 GHz [92, 40].
Z drugiej jednak strony powaznym ograniczeniem istniejacych pakietow CAD jest
operowanie modelami (najczedciej w postaci bankéw gotowych charakterystyk lub
elementéw schematéw zastepcezych) scisle okreslonych elementéw i nieciaglosci o za-
danej geometrii, w ktorych tylko cze$¢ wymiaréw i parametréw moze by¢ dobierana
przez uzytkownika i najczesciej w waskim zakresie wartosci.

Aby wyeliminowaé te niedogodno$¢ i zapewnié¢ projektantowi wieksza swobo-
de w ksztattowaniu struktury uktadu, nalezatoby wprowadzi¢ sprawna, wykonywa-
na na biezaco analize elementéw o dowolnej geometrii. Dodatkowo otworzytoby to
mozliwosci wykonywania optymalizacji przy uzyciu bardzo efektywnych algorytmow
genetycznych.

Poszukiwanym tu kompromisem pomiedzy szybkoscia a doktadnoscig jest okre-
slanie parametréw schematu zastepczego na podstawie statycznego rozktadu pola
elektromagnetycznego w dowolnej strukturze po rozwiazaniu rownan falowych me-
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8 Rozdziat 1 Wprowadzenie

toda réznic (FD) lub elementéw skoniczonych (FE). Konieczne jest wowczas réwniez
siegniecie po optymalne, pod wzgledem efektywnos$ci numerycznej, metody oblicza-
nia statycznego rozktadu pola w strukturze.

Przydatnos¢ takiego podejscia potwierdzono w analizie struktur koplanarnych
opartej na metodzie réznic skoniczonych [92, 91]. Znalazto ono zastosowanie prak-
tyczne w komercyjnej bibliotece elementéw koplanarnych dla programu LIBRA. Me-
toda ta prowadzi do dobrej zgodnosci z wynikami pomiarowymi dla uktadéw mo-
nolitycznych i hybrydowych, ma jednak nastepujace ograniczenia: zawezenie analizy
do elementéw o geometrii wpisujacej sie w prostokatng siatke dyskretyzacji FD,
konieczno$¢ arbitralnego (tym samym nieoptymalnego) konstruowania siatki tylko
na podstawie geometrii struktury, nie uwzgledniajace faktycznego rozktadu pola,
zastosowanie nieefektywnej metody relaksacyjnej do rozwigzywania uktadu réwnan
liniowych i wreszcie ograniczenie obliczen indukcyjnosci zastepczych do uktadéw o
symetrii wzgledem ptlaszczyzny metalizacji.

Zamierzeniem niniejszej pracy jest zaproponowanie rozwigzan, ktore usuwaja po-
wyzsze ograniczenia, a ponadto dodatkowo zwiekszaja efektywnosé, wszechstronnosé
i doktadnos¢ analizy. Polegaja one na:

e zastosowaniu bardzo efektywnych metod wielosiatkowych do rozwigzania
czastkowych réwnan rézniczkowych

e wilaczeniu do metod wielosiatkowych algorytmu adaptacyjnego dopasowywa-
nia siatki do rozktadu pola

e dyskretyzacji zagadnienia ciggtego za pomoca metod elementéw skonczonych
e zastosowaniu analitycznego rozwiniecia pola w obszarach jednorodnych

e modyfikacji metody poszukiwania rozktadu pola magnetycznego na uzytek
struktur niesymetrycznych.

e zwickszaniu doktadnosci lub przyspieszania rozwigzania w oparciu o estymo-
wany btad dyskretyzacji i techniki ekstrapolacji

Metody wielosiatkowe (multigrid), w swojej podstawowej postaci, stuza do szyb-
kiego iteracyjnego rozwigzywania rownan rézniczkowych czastkowych przeksztatco-
nych droga dyskretyzacji w dziedzinie przestrzeni (metoda réznic (FD) lub elemen-
téw (FE) skonczonych), do postaci wielkich uktadéw réwnan z macierzami rzad-
kimi. Charakterystyczng cecha jest poprawa zbieznosci iteracyjnych metod rozwia-
zywania uktadéw rownan liniowych poprzez tzw. korekcje na siatce rozrzedzone;j.
Stosowane sg najczesciej do eliptycznych, hiperbolicznych i parabolicznych réwnan
rozniczkowych. Od innych metod odréznia je zdolno$¢ rozwiazywania problemoéw
o N niewiadomych z wydatkiem numerycznym, dotyczacym zaréwno czasu, jak i
pamieci, bliskim optymalnego O(N), dla obszernego zakresu klas zagadnien. Kon-
cepcja metod wielosiatkowych zostata tez uogodlniona, jako metody wielopoziomowe
(multilevel), do przypadkéw manipulacji réznymi poziomami doktadnosci aproksy-
macji zagadnienia ciggtego w celu przyspieszenia rozwigzania zagadnienia dyskretne-
go. Szczegdlnym rozwinieciem metod wielosiatkowych sg algorytmy z adaptacyjnym
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zageszezaniem siatki dyskretyzacji, pozwalajace uzyska¢ optymalng aproksymacje
zagadnienia ciaglego.

Jezeli przyblizenie quasi-statyczne nie zapewnia wymaganej doktadnosci na wyz-
szych czestotliwosciach lub struktura w ogole nie pozwala na analize statyczna, nie-
zbedne jest scharakteryzowanie uktadu w funkcji czestotliwosci na podstawie pel-
nofalowej analizy. Mozliwe sg tu dwa podejécia — petnofalowa analiza catego uktadu
lub niezalezna analiza poszczegblnych elementéw (nieciaglosci) i odcinkéw linii. W
pierwszym przypadku mozna otrzymaé bardzo doktadne, lecz bardzo wysokim kosz-
tem numerycznym. Drugie rozwigzanie jest pelnofalowym rozwinieciem podejscia
quasi-statycznego i szczegdlnie nadaje si¢ do integracji z obwodowymi symulatorami
uktadow mikrofalowych. Pozadane jest przy tym, aby wyniki symulacji petnofalo-
wej przedstawia¢ w postaci szerokopasmowych schematoéw zastepczych, fizycznych
lub matematycznych. Jest to zagadnienie bardzo aktualne, cieszy sie stale rosnagcym
zainteresowaniem lecz nie miesci si¢ w zakresie niniejszej pracy.

Przy skomplikowanej geometrii elementéw, jedyna efektywna metoda petnofalo-
wego modelowania numerycznego jest dyskretyzacja réwnan Maxwella (w postaci
rézniczkowej lub catkowej) lub réwnan falowych i rozwiazanie tak powstalego pro-
blemu macierzowego. Podejscie takie jest jednak numerycznie bardzo kosztowne,
zaréwno pod wzgledem czasu obliczen jak i rozmiaréw pamiegci, dlatego krytycznym
parametrem jest efektywnos¢ zaimplementowanych algorytmoéw. W niniejszej pra-
cy, jako uzupehlienie analizy quasi-statycznej, proponuje si¢ zastosowanie bardzo
wydajnych metod wielosiatkowych do rozwigzywania dwuwymiarowych zagadnien
wtasnych i tréjwymiarowej analizy petnofalowej w strukturach zawierajacych nie-
jednorodne wypetnienie dielektryczne.

Czes¢ tematu pracy odnoszaca sie do metod wielosiatkowych wskazuje zarazem
rozwiazanie prowadzace do jednego z celow pracy, co przedstawione jest w podroz-
dziale 1.3. Uzasadnienie tej czesci tematu jest zatem dwojakie:

e /maczne przyspieszenie analizy uktadéw mikrofalowych mozna osiggnaé dzieki
metodom wielosiatkowym.

o Metody wielosiatkowe sa atrakcyjne i aktualne na tyle, aby podja¢ probe wy-
korzystania ich w technice mikrofalowej.

1.2 Stan badan

Pierwsze pojedyncze prace teoretyczne na temat metod wielosiatkowych pojawiaty
si¢ juz w latach 60-tych. Stopniowy wzrost zainteresowan w latach 70-tych doprowa-
dzit do prawdziwego rozkwitu, ktory przypada na lata 80-te. W przeciagu tej dekady
liczba publikacji, wedtug spisu bibliografii obejmujacego gtownie dzialy matematyki
stosowanej i metod numerycznych [51], wzrosta z 31 do 285 rocznie. Z tego okresu
pochodza opracowania zawierajace praktyczne wprowadzenie do metod wielosiatko-
wych [36, 81, 127, 29, 30, 119, 63]. Osiagajac szczyt w roku 1994 (396 publikacji)
liczba prac teoretycznych i podstawowych zaczeta stopniowo male¢ do poziomu 37
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w roku 1999. Jednak druga potowa lat 90-tych to z kolei okres najwigkszego pozio-
mu ,konsumpcji” metod wielosiatkowych w innych dziedzina nauki, na co wskazuje
liczba pozycji literatury przywotanych przez baze INSPEC na hasto “multigrid”.
Mozna wiec powiedzie¢, ze metody wielosiatkowe, bedac juz dojrzatym i rozbudo-
wanym dziatem matematyki stosowanej i metod numerycznych, maja wciaz Swieza
histori¢ intensywnego rozwoju zastosowan praktycznych.

Metody wielosiatkowe posiadaja wiele kategorii zaleznych od takich parame-
trow, jak typ zagadnien ciagltych (réwnania rézniczkowe, catkowe, zagadnienia wha-
sne), rodzaj réwnan rézniczkowych (eliptyczne, hiperboliczne, paraboliczne, liniowe,
nieliniowe), metoda dyskretyzacji (elementy skonczone, réznice skonczone, elemen-
ty brzegowe, objetosci skonczone), metoda organizacji siatek (bazy hierarchiczne
[46, 9], bazy weztowe, siatki adaptacyjne, siatki ztozone). Istnieja tez takie odmiany,
jak metody algebraiczne [25, 107], metody z dekompozycja dziedziny [38, 53], czy
zrownoleglone [26].

Metody wielosiatkowe potwierdzity swe zalety w wielu dziedzinach, z ktérych naj-
liczniej reprezentowanymi sa mechanika ptynéw [117, 64] i termodynamika [33, 1], a
inne to fizyka atomowa [130], chemia kwantowa [54], akustyka [55], czy przetwarza-
nie obrazu [98]. Przytoczone powyzej cytowania stanowia jedynie przyktadowy lad
dorobku literaturowego i nie oddaja skali zainteresowania tymi tematami.

Stosunkowo staba jest jednak reprezentacja zagadnien zwigzanych z polem elek-
tromagnetycznym, a w szczegolnosci dotyczacych uktadéw i elementéw mikrofalo-
wych. Wiele pozycji literaturowych mylnie sugeruje stosowanie metod wielosiatko-
wych rozumianych jako okreslone algorytmy poprawy zbieznosci iteracyjnego roz-
wiazywania uktadéw réownan linowych. Chodzi tu przede wszystkim o tzw. wielo-
siatkowe metody TLM[131, 69] i FDTD [129, 87], gdzie termin “multigrid” oznacza
jedynie polaczenie ze sobg siatek o réznej gestosci (subgriding), tymezasem powinny
by¢ okreslone raczej jako “multiresolution” (multiresolution time domain — MRTD,
multiresolution analysis — MRA) [59].

Sciélej zwiazane z metodami wielosiatkowymi sg metody rozpowszechnione od
niedawna w zagadnieniach dotyczacych anten i rozpraszania elektromagnetyczne-
go, ktore wywodzacy sie z zaproponowanego w 1991 wielopoziomowego algorytmu
rozwigzywania réwnan catkowych [32] oraz metody momentéw [70, 21]. Najbardziej
popularng odmiang sa oparte na szybkiej metodzie wielobiegunowej (fast multipole
method — FMM) [125] wielopoziomowe szybkie algorytmy wielobiegunowe (mul-
tilevel fast multipole algorithm — MLFMA), ktére redukuja pamieciochtonnosé i
przyspieszaja mnozenie macierzy razy wektor w metodzie gradientéw sprzezonych
(CG). Po raz pierwszy zastosowane w rozpraszaniu elektromagnetycznym w 1994
[77] notuja staly wzrost zainteresowan od 1998, osiagajac poziom 17 publikacji w
2000 i 2001 [78, 123]. Wielopoziomowe metody momentéw zaproponowano réwniez
do analizy petnofalowej struktur planarnych [134, 99] i zagadnien statycznych [135].
Klasyczng metode wielosiatkows z elementami skonczonymi w rozpraszaniu elektro-
magnetycznym reprezentuje [2].

Roéwnie krotka, lecz mniej intensywna, jest historia zastosowan metod wielosiat-
kowych przydatnych w analizie uktadow i elementow mikrofalowych. Petlna lista
cytowan obejmuje nastepujace zagadnienia:
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e analiza elektrostatyczna — [126, 93, 94, 111, 121, 95, 74, 41]

e analiza magnetostatyczna — [73, 42, 71, 112, 61, 88] (pominieto prace dotyczace
magnetycznych wlasciwosci materialow)

e zagadnienia wlasne (w tym elementy optyki zintegrowanej) — [44, 80, 114, 56]
e rownania Maxwella w dziedzinie czestotliwosci — [101, 100]
e réwnania Maxwella w dziedzinie czasu — [65, 17, 18]

Wigkszosé z przytoczonych pozycji literatury przypada na ostatnie 3 lata (od 1998),
co swiadczy o duzej aktualnosci tej tematyki.

1.3 Cel pracy

Przed praca stawiane sa dwa podstawowe cele

1. Zaproponowanie istniejacych oraz stworzenie nowych metod i procedur umoz-
liwiajacych wszechstronng analize jak najszerszej klasy pasywnych struktur
mikrofalowych, efektywna na tyle, aby nadawata sie do sprawnego projekto-
wania ztozonych uktadéw z uzyciem optymalizacji.

2. Zaproponowanie sposobéw wykorzystania bardzo wydajnych i wszechstron-
nych metod wielosiatkowych w szybkiej analizie uktadéw mikrofalowych w
podejsciu quasi-statycznym oraz zbadanie mozliwosci zastosowania metod wie-
losiatkowych w analizie pelnofalowe;j.

Przez efektywnos¢ nalezy rozumiec szybkosé i doktadnosé analizy, oszczedne wyma-
gania co do zasobow komputera oraz tatwos$¢ przygotowywania zadania. Wszech-
stronno$¢ oznacza zakres klas struktur i zagadnien mozliwych do analizy.

Wobec wspomnianego juz konfliktu pomiedzy wszechstronnoscia i efektywnoscia,
ujawniajacego sie w analizie pelnofalowej, rozsadnym kompromisem prowadzgcym
do osiagniecia pierwszego celu pracy jest zastosowanie podejscia quasi-statycznego
opartego na schematach zastepczych elementéw uktadu. Nalezy przy tym wybrac
taka formute analizy quasi-statycznej, ktora pozwoli zminimalizowaé jej potencjalne
ograniczenia. W przypadku uktadéw stanowiacych zlozone i ,rozlegte” (w stosun-
ku do rozmiaréw elementéw) sieci elementéw, otrzymuje sie zagadnienie o cechach
wieloskalowosci, gdzie podejscie oparte na schematach zastepczych wydaje si¢ szcze-
gélnie uzasadnione [116].

Przed metodami sktadajacymi si¢ na pierwszy cel pracy stawiane sg szczegoto-
we wymagania, ktére sugeruja zarazem podstawowe rozwiazania zaproponowane w

pracy:

e mozliwosé¢ efektywnej analizy i projektowania ztozonych i rozlegltych uktadow
mikrofalowych — podejscie quasi-statyczne
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e clastycznos¢ modelowania pod wzgledem geometrii zagadnienia — dyskrety-
zacja w dziedzinie przestrzennej, w szczegdlnosci metods elementéw skon-
czonych

o efektywna dyskretyzacja zagadnienia cigglego — adaptacyjne zageszczanie
siatki

o cfektywne rozwigzywanie zagadnienia dyskretnego — metody wielosiatko-
we

Wymagania powyzsze tworza hierarchie, ktorej rdzeniem sa metody wielosiatkowe
wskazane wlasnie jako drugi cel pracy.

1.4 Gtéwne tezy i zakres pracy

Praca stawia nastepujace tezy

1. Adaptacyjne metody wielosiatkowe z elementami skoriczonymi pozwalajg na
efektywne rozwigzywanie quasi-statycznych zagadnien elektromagnetycznych
shuzace szybkiej analizie pasywnych uktadéw mikrofalowych o dowolnej geo-
metrii wielospojne;.

2. Zastosowanie skalarnych potencjaléw magnetycznych umozliwia efektywna
analize statyczng pola magnetycznego w strukturach pozbawionych symetrii
za pomocg adaptacyjnych metod wielosiatkowych z elementami skonczonymi

3. Zastosowanie ekstrapolacji opartej na estymowanym btedzie dyskretyzacji
umozliwia znaczacg poprawe efektywnosci adaptacyjnych metod wielosiatko-
wych z elementami skonczonymi

Jako uzupetnienie analizy quasi-statycznej zaproponowano wykorzystanie metod
wielosiatkowych do efektywnej wektorowej analizy pelnofalowej, dwu- i tréjwymia-
rowej, w oparciu o proste procedury analizy skalarne;j.

Postaé zagadnienia cigglego. W statycznej analizie pola elektrycznego i ma-
gnetycznego poszukuje sie rozktadu potencjatu skalarnego jako rozwigzania
réwnania Laplace’a (ewentualnie Poissona) postaci

VEVu =0,

gdzie u jest niewiadomym potencjatem elektrycznym lub magnetycznym, a &
to przenikalnos¢ elektryczna ¢ lub magnetyczna pu.

Metody dyskretyzacji. Zeby zaspokoié wymog elastycznego ksztaltowania geo-
metrii struktur, do dyskretyzacji zagadnienia ciagtego w analizie statycznej
wybrano metode elementéw skonczonych — trojkatnych (2D) i czworosciennych
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(3D). Ze wzgledu na lepsze mozliwosci doktadnej estymacji btedu dyskretyza-
cji, co jest istotne przy ekstrapolacjynym poprawianiu rozwigzania, ograniczo-
no sie do elementow liniowych.

Proponowane metody analizy petnofalowej zostang przetestowane dla przy-
padku dyskretyzacji metoda réznic skonczonych na siatce o zmiennym kroku,
jednak dopuszczaja rowniez stosowanie wprost kompletnych procedur rozwia-
zywania skalarnych rownan rozniczkowych czastkowych z elementami skonczo-
nymi.

Struktury ukladéw mikrofalowych. Cele ani tezy pracy nie zawezaja zakre-

su struktur mozliwych do analizy bardziej niz wymaga tego podejscie quasi-
statyczne (struktury wielospéjne z dominujacym rodzajem quasi-TEM), jed-
nak wzgledy praktyczne kaza wicksza uwage skupi¢ na uktadach planarnych. Z
tego powody, bez szkody dla ogdlnosci badan, rozwazania beda czesto osadzone
w kontekscie techniki mikropaskowej lub koplanarne;j.
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Rozdziat 2

Metody wielosiatkowe

2.1 Woprowadzenie

W najbardziej ogblnym ujeciu metody wielosiatkowe (MG — multigrid) [36, 128, 82]
nalezy traktowac¢ jako bardzo efektywne iteracyjne metody rozwiazywania réwnan
liniowych bedacych zdyskretyzowang postacig rownan roézniczkowych czastkowych
lub réwnan catkowych. Dyskretyzacja dokonuje aproksymacji zagadnienia zamienia-
jac ciagta dziedzine (1D, 2D lub 3D) na dyskretny zbiér punktéw przedstawianych
w postaci siatki, za$ funkcje niewiadome na wektory niewiadomych wartosci funk-
cji w tych punktach (weztach siatki). Mozna w tym celu stosowa¢ dowolna metode
umozliwiajaca zmiane skali dyskretyzacji, czyli stopnia zageszczenia siatki. Do naj-
bardziej powszechnych technik naleza metody réznic skonczonych (FD — finite diffe-
rence), objetosci skoniczonych (FV — finite volume) i elementéw skonczonych (FE —
finite element) oraz, dla réwnan catkowych, metody catek skonczonych (FI — finite
integrals) i elementéw brzegowych (BE — boundary elements). W tych przypadkach
metody wielosiatkowe naleza do najszybszych sposréd obecnie znanych, sa przy tym
bardzo uniwersalne pod wzgledem zlozonosci geometrii i warunkéw brzegowych.

Réwnanie rézniczkowe ze wzgledu na nieznang funkcje u, po dyskretyzacji na
siatce N-weztowej, przyjmuje w kanonicznym przypadku postaé liniowego uktadu
rownan A u = f, gdzie A jest macierzg rzadkg N x N. Do rozwigzania tego uktadu
rownan stosuje sie metody, ktore dziela sie na dwie zasadnicze klasy — bezposrednie
(inaczej doktadne) oraz iteracyjne (przyblizone).

Metody bezposrednie, do ktérych nalezg procedura eliminacji Gaussa oraz jej
modyfikacje (np. metoda Choleskiego), wykorzystuja rozklad tréjkatny LU macie-
rzy i dostarczaja rozwiazania doktadnego (w zakresie precyzji maszynowej) w skon-
czonej liczbie operacji arytmetycznych. Dla macierzy pelnej (gestej) liczba operacji
jest O(N?), za$ zapotrzebowanie na pamie¢ O(N?), co w praktyce ogranicza sto-
sowalno$¢ metod bezposrednich do stosunkowo niewielkich macierzy. W przypadku
macierzy rzadkich, dla przechowywania samej A wystarcza juz tylko kilka razy N
komorek pamieci, jednak gdy A nie jest wstegowa lub ma szeroka wstege, macierze
trojkatne (L i U) z reguly sa petne. Przykladowo, macierz uzyskana po dyskretyzacji
dwuwymiarowego réwnania Poissona metoda FD na siatce n x n (N = n?) ma tylko

15
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okoto 5N elementéw niezerowych we wstedze o szerokosci 2n, podczas gdy macierze
L i U majg ich juz 2N 3 Przy wielkich rozmiarach macierzy, w przypadku ko-
nieczno$ci stosowania gestej dyskretyzacji w celu uzyskania wymaganej doktadnosci
aproksymacji, macierz osigga wielkie rozmiary i metody bezposrednie staja sie zbyt
kosztowne numerycznie. Dodatkowo, w wyniku pogarszajacego si¢ uwarunkowania
macierzy pojawiaja sie trudnosci w samej implementacji metod bezposrednich. W
tych przypadkach ujawniaja si¢ zalety metod iteracyjnych.

[teracyjne rozwiazywanie uktadu réwnan liniowych startuje z zadanego przy-
blizenia poczatkowego, po czym, w kolejnych krokach, rozwiazanie jest stopniowo
poprawiane (aktualizowane) wedtug cyklicznie powtarzanego algorytmu relaksacji.
W kazdym cyklu poprawiane jest rozwiagzanie uzyskane w poprzedniej iteracji stajac
si¢ coraz lepszym przyblizeniem poczatkowym dla iteracji nastepnej. Konieczna licz-
ba iteracji zalezy od wymaganej doktadnosci oraz od szybkosci zbieznosci samego
algorytmu.

Podstawowymi odmianami metod iteracyjnych sa procedury stacjonarne (re-
laksacyjne), takie jak Jacobiego, Gaussa-Seidela i SOR [15]. Sa one numerycznie
oszczedne (jesli chodzi o rozmiary pamieci), proste i uniwersalne pod wzgledem
struktury macierzy. Jedynym powaznym mankamentem jest stosunkowo powolna
zbieznosé, co wynika ze specyficznej cechy metod relaksacyjnych polegajacej na
stabym redukowaniu wolnozmiennych sktadowych przestrzennego rozwiniecia bie-
du rozwiazania. Z tego tez powodu ich dziatanie bywa tez nazywane wygladzaniem
(smoothing), gdyz blad, ktory nie jest do kornica usuniety pozostaje wygtadzony, a
przez to staje sie trudny do dalszego redukowania.

Metody wielosiatkowe usuwaja te wade dzieki cyklicznej zmianie skali dyskre-
tyzacji. Wolnozmienny btad uzyskany przez wygtadzanie na doktadnej siatce, po
rzutowaniu na siatke rozrzedzong staje sie szybkozmienny, a przez to bardziej po-
datny na wygtadzanie, czyli dalsza redukcje. Ze wzgledu na operowanie wieloma
poziomams doktadnosci aproksymacji siatek dyskretyzujacych metody wielosiatkowe
zwane sg rowniez metodami wielopoziomowymi (multilevel), cho¢ nazwa ta czasami
rezerwowana bywa dla metod wykorzystujacych wielosiatkowa koncepcje operowa-
nia wieloma poziomami aproksymacji, lecz bez koniecznosci postugiwania si¢ siatka
dyskretyzacji.

Typowym zastosowaniem metod wielosiatkowych sa eliptyczne czastkowe réwna-
nia rézniczkowe, cho¢ moga by¢ wprost wykorzystane rowniez do bardziej skompliko-
wanych, niesymetrycznych i nieliniowych uktadow réwnan. Wykazuja przy tym stata
szybkos¢ zbieznosci niezalezng od liczby niewiadomych zdyskretyzowanego uktadu,
co wraz z liczba operacji i zapotrzebowaniem na pamieé¢ bliska O(N) sprawia, ze
sa metodami optymalnymi dla wyjatkowo szerokiej klasy zagadnien. Metody wie-
losiatkowe moga by¢ uogélnione dla réwnan parabolicznych, hiperbolicznych oraz
zaleznych od czasu.

Koncepcja metod wielosiatkowych zostata rozszerzona na przypadek, gdzie ani
rownanie rozniczkowe, ani nawet geometryczne podtoze zagadnienia nie sg potrzebne
do konstruowania wielopoziomowej hierarchii, lecz jedynie macierzowa postaé zdy-
skretyzowanego problemu. Zwane algebraicznymi metodami wielosiatkowymi (alge-
braic multigrid AMG) [107] metody takie dokonuja algebraicznego (w odréznieniu od
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geometrycznego) ,rozrzedzania” aproksymacji problemu bezposrednio na macierzy
uktadu rownan. Moga zatem stuzy¢ jako uniwersalne metody rozwiazywania réw-
nan liniowych z macierzami rzadkimi niezalezne od ich geometrycznego pochodzenia.
Pewng forma przejsciowa pomiedzy metodami algebraicznymi i geometrycznymi jest
implementacja tzw. abstrakcyjna [50], ktéra wymaga dostarczenia kompletu macie-
rzy zagadnienia zdyskretyzowanego ,na zewnatrz” procedury wielosiatkowej wraz z
macierzami przej$¢ pomiedzy poziomami dyskretyzacji.

2.2 Podstawowe metody iteracyjne

2.2.1 Woybrane wtasnosci macierzy

Z punktu widzenia skutecznosci wielu metod numerycznych, w tym algorytmow
iteracyjnych, waznych jest kilka cech macierzy A = [a;;] (4,7 =1,..., N).

e rzadka — wyraznie przewazaja elementy zerowe
e symetryczna — A = AT
e diagonalnie dominujgca

N
|CL”|>Z|(I”| dla 221,,N
JF#i

e dodatnio okreslona (PD)
u’Au>0 VYu#0,

co oznacza, ze wszystkie wartosci wlasne sa rzeczywiste i dodatnie; czasami
przez dodatnia okreslonosé rozumie sie réwniez symetrie (SPD); w macierzy
SPD i diagonalnie dominujacej a; > 0

e M-macierz — SPD oraz a; > 0, a;; < 0 dla j # 4; przykladem jest macierz
rownania Laplace’a zdyskretyzowanego metoda FD

2.2.2 Podstawowe algorytmy

Algorytm iteracyjnego rozwiazywania uktadu réwnan liniowych Au = f polega na
przetworzeniu, w m-tym kroku iteracji poprzedniego przyblizenia u(™~1)

u™ = Gapn™ ) dla m=0,1,... (2.1)

gdzie G oznacza schemat iteracji zalezny od A i f, a u(® jest przyblizeniem poczat-
kowym. Podstawowymi metodami iteracyjnymi sa metody stacjonarne liniowe, w
ktérych G jest niezmienny w toku iteracji (niezalezny od m) i niezalezny od u™.
Ta klasa metod iteracyjnych bywa nazywana relaksacyjnyms.
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Najprostsza z nich jest metoda Jacobiego stosowana dla macierzy o niezerowych
elementach na przekatnej. W kazdym kroku iteracji rozwiazuje sie kolejno réwnania

1 =1,..., N ze wzgledu na niewiadomag ugm), podczas gdy pozostate niewiadome
—1)

j # 1 maja wartosci obliczone w poprzedniej iteracji u§m

m 1 = (m—1) m—1
UE ): — (fz —Za” ] Z (IZ] ( )) (22)

j=1 Jj=i+1

Wektor ul™ jest aktualizowany w catoéci dopiero po rozwiagzaniu wszystkich réwnari.
Rozbijajac macierz A na sume przekatnej D oraz dolnej i gérnej macierzy trojkatnej
-Li-U

A=D-(L+1U), (2.3)

(2.2) mozna przedstawi¢ w formie
u™ = Gu™ Y 4+ DIf, (2.4)

gdzie
G;,=D'(L+U) (2.5)
jest macierzq iteracy.
Uogélniajac zapis podzialu macierzy A (2.3)
A=M-N (2.6)
mozna zapisa¢ kazda podstawowsg metode iteracyjna jako

Mu™ = Nu™V 4 f, (2.7)

wtedy macierz iteracji G = M~!N.

W metodzie Jacobiego M =D i N = —(L + U).

Poszczegblne metody roznia sie wiec sposobem podziatu (2.6), przy czym w kaz-
dym przypadku powinien on charakteryzowaé si¢ tatwym odwracaniem macierzy
M.

Dla metody okreslonej przez (2.6) istnieje wariant stfumiony (damped) zwany
tez wazonym, ktory otrzymuje sie przez modyfikacje macierzy M 1 N [128§]

M, = —, N,=M,—A, (2.8)
w

gdzie w jest rzeczywistym wspotczynnikiem wagi.
Wazona metoda Jacobiego ma zatem postac

u™ = G,u™V 4+ uwDf (2.9)
G, = (1-wl+wGy, (2.10)

co w szczegblnym przypadku w = 1 daje prosta metode Jacobiego (2.4).
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Analogicznie skonstruowana jest metoda Gaussa-Seidela. Podzial macierzy A w
metodzie prostej jest nastepujacy

M=D-L, N=U (2.11)

Od metody Jacobiego rézni sie tym, ze po rozwiazaniu i-tego réwnania, nowo obliczo-
na wartosc¢ ul(-m) natychmiast aktualizuje wektor u(™ i wstawiana jest do nastepnych
rownan jeszcze w tym samym kroku iteracji. Z tego powodu istotna dla przebiegu
iteracji i skutecznosci metody jest kolejno$¢ przemiatania niewiadomych (kolejnosé
rozwiazywania réwnan) ze wzgledu na ich potozenie na siatce dysktretyzacji, czyli
porzadek numeracji wezléw siatki. Poniewaz klasyfikacja numeracji odwotuje sie do
Scisle regularnej siatki (przeciecie kierunkéw i plaszezyzn stalych wspétrzednych),
ma ona zastosowanie gtéwnie w metodach réznicowych (np. FD).

Odmiang wazonej metody Gaussa-Seidela jest metoda SOR (succesive over-
relaxations) o nastepujacym podziale macierzy A

M,=D-wI, N,=(1-w)D+wU. (2.12)

Metoda ta szczegdlnie przydatna jest przy macierzach zle uwarunkowanych (o du-
zym wspOtczynniku uwarunkowania cond(A)). Jednak jej efektywnosé bardzo za-
lezy od wagi w. Aby metoda byta zbiezna, wymagane jest w € (0,2) [15], cho-
ciaz optymalne dobranie wartosci jest zadaniem trudnym. Dla macierzy zdyskre-
tyzowanego eliptycznego réwnania rozniczkowego, przy pewnych typach numeracji
Wopt = 2/(1 + /1 — p?), gdzie p jest promieniem spektralnym macierzy Jacobiego
G ;. Nawet w tym przypadku pozostaje problem taniego wyznaczenia dominujacej
wartosci wlasnej.
Odmiana metody SOR dla symetrycznych macierzy A jest SSOR.

2.2.3 Zbieznosc¢

Dla dowolnej metody o macierzy iteracji G, przyblizenie rozwiazania po m krokach
iteracji mozna okregli¢ wzgledem wektora startowego u(®

u™ = G™u 4+ C(f), (2.13)

gdzie C(f) oznacza m-krotne przetworzenie wektora f. Oznaczajac rozwiazanie do-
ktadne jako wug iteracje (2.13) mozna wyrazi¢ w odniesieniu do wektora btedu
em) — 4 _ 4,

e™ = Gme®, (2.14)

gdyz iteracje nie zmieniaja ug. Iteracje zbiegajg sie do rozwigzania dokladnego
u™ — ug, gdy ||[e™| — 0. Zatem iteracje o macierzy G sa zbiezne dla dowol-
nego e, gdy lim,, .o ||G™| = 0, co zachodzi pod warunkiem [128, 36], ze promien
spektralny macierzy iteracji

p(G) < 1. (2.15)

Redukcja bledu poczatkowego o d rzedéw wielkoéci — [le™)] < |[le@ |10~
wymaga liczby iteracji m > d/R,, okre§lonej poprzez szybkosé zbieinosci
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R, = —log ||G™||/m, co przy m — oo zastepuje sie asymptotyczng szybkoscig zbiez-
nosci

R = —logp(G). (2.16)

Zbieznos¢ iteracji jest wiec tym szybsza im p(G) = max |A\(G)| jest blizszy zera.

2.2.4 Wiasciwosci wygtadzajace

Szczegdltowa analize wygtadzajacych wlasciwosci metod relaksacyjnych mozna zna-
lez¢ w [128]. Tutaj zostana one zademonstrowane na przykltadzie jednowymiarowego
réwnania Poissona —V?u(z) = f dla z € (0,1), z jednorodnymi warunkami Diri-
chleta u(z = 0) = u(zx = 1) = 0, zdyskretyzowanego metoda roéznic skonczonych
na siatce rownomiernej o kroku h. Réznicowe przyblizenie réwnania Poissona ma
postaé

1
(QUj—Uj—l_Uj—i-l) = h2f] dla jzl,,n—l 1 h:_
n

Macierz wspotczynnikéw tego réwnania A o rozmiarze N X N (N =n — 1) jest
rzadka i pasmowa:

2 -1
-1 2 -1
A — : : ‘ . (2.18)

-1 2 -1
-1 2

Macierz iteracji wazonej metody Jacobiego (2.9) w tym przypadku oraz jej war-
tosci wlasne sg

G,=1- gA AGy) =1-— gA(A).

Zestawom wartosci wlasnych obydwu macierzy macierzy Ap(A) i A\, (Gy) dla

k=1,...,n—1 odpowiada ten sam zestaw wektoréw wilasnych v, = {v;} dla
7=0,....n
k
M(Gy) = 1—2wsin? <£>
ik
Vi, = sin <%T> (2.19)

Koncentrujac uwage na wartosciach wtasnych macierzy iteracji mozna wprowadzi¢
uproszczone oznaczenie A\ = \x(Gy,).

Btad po m-tej (w tym m = 0) iteracji mozna rozwinaé¢ w szereg Fouriera wzgle-
dem uktadu wektoréow wy,

n—1 n—1 jk’ﬂ'
e(O) — Z CLW e(m) e Z C]gm)wk dla wk,j = Sin <7> . (220)
k=1 k=1
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Poniewaz w tym przypadku w, = vy, jest to zarazem rozwinigcie wzgledem wek-
toréow wilasnych macierzy G,,. Zmiane wspotczynnikéw rozwiniecia w jednym kroku
iteracji c,gm) = gkc,gm_l) okresla gy zwany wspdlczynnikiem wzmocnienia [128] lub
wspdlezynnikiem zbieznosci [36] k-tej sktadowej (modu) bledu.

Wiedzac, ze e™ = G™e® (2.14) dostajemy

n—1 n—1
e™ — Z c(Gl'wy) = Z(ckg?)wk, (2.21)
k=1 k=1

co przy G,V = A\ Vi oraz wy = vy ozhacza, ze

n—1

el™ = 3" e \wy, (2.22)
k=1

wiec gr = M. Zbiezno$é iteracji odniesiona do kazdej sktadowej rozwiniecia bte-
du oddzielnie (cgﬁm) — 0) zachodzi, gdy |gx| < 1, czyli |\¢] < 1. Przez analogie
do (2.16) mozna okresli¢ asymptotyczna szybkosé zbieznosci k-tego modu bledu
Ry, = —log | Al

Przestrzenny rozktad sktadowej k btedu e,(cm) = ¢, Wy ha siatce o weztach nume-
rowanych przez j wyznacza zaleznos¢ wy, ; (2.19) od j. Wprowadzajac pojecie liczby
falowej B3 okreslajacej przestrzenng czestotliwosé zmian wy, ;

Br = b € (0,m) wy, ; = sin(jBy), (2.23)

n

w rozwinieciu btedu mozna wyrézni¢ sktadowe wolnozmienne (gtadkie), o matym [y,
i szybkozmienne (zgrubne, oscylacyjne), o duzym [ (rys. 2.1). Dla dyskretyzacji o
ustalonej liczbie punktéw n + 1 réwnowaznym kryterium tej klasyfikacji jest numer
modu £.

Rysunek 2.1: Przyklady modéw na siatce n = 16; wolnozmienny (gtadki) (k = 2,
B2 = 0.393, linia ciagla) i szybkozmienny (oscylacyjny) (k = 12, $12 = 2.36, linia
przerywana).

Analizujac zaleznosé gy = Ay (2.19) od [y przy zmieniajacym sie k (rys. 2.2) wi-
da¢, ze wszystkie mody sg zbiezne, jesli tylko w < 1, jednak szybko$¢ ich zbieznosci
bedzie bardzo zréznicowana. W przypadku prostej metody Jacobiego (w = 1) zardw-
no bardzo wolno- jak i bardzo szybkozmienne sktadowe wykazuja staba zbieznosé.
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Rysunek 2.2: Zaleznosé gr = M (Gy) od liczby falowej [ dla iteracji wazonych
Jacobiego przy réznych wartosciach w. Wartosé [ = 7/2 jest umowna granica
miedzy modami wolno- i szybkozmiennymi. Dla w = 2/3 uzyskuje sie najlepsza
szybkosci zbieznosci w catym zakresie modéw szybkozmiennych.

O ile skltadowe szybkozmienne mozna wyraznie sttumié (przyspieszy¢ zbieznosé) w
wazonej odmianie metody, przez odpowiedni dobor w, to sktadowe wolnozmienne
zawsze beda stabozbiezne.

Taki sam charakter zaleznosci gi(0) uzyskuje sie dla metody Gaussa-Seidela
[36], mimo iz wektory wlasne macierzy iteracji nie sa juz réwne wektorom rozwiniecia
bledu w szereg Fouriera (v # wy,), wiec gx # Ax.

W trakcie iteracji, z przestrzennego widma bledu w pierwszej kolejnosci beda
efektywnie usuwane sktadniki szybkozmienne, zaczng wiec dominowac elementy wol-
nozmienne sprawiajac, ze rozktad btedu bedzie coraz gltadszy tym samym stajac sie
coraz bardziej odporny na dalsza redukcje. W konsekwencji zbieznos$¢ ulegnie bardzo
silnemu spowolnieniu. Wtasciwos¢ ta, zwana wygladzaniem, stanowi istotng wade,
ktora dziela wszystkie standardowe metody relaksacyjne, przez co okresla si¢ je jako
wygladzajgce (smoothers) (rys. 2.3).

Nalezy zauwazy¢, ze zbieznosé mierzona wielkoscia |gx| zalezy réwniez od gestosei
siatki dyskretyzacji. Zwigkszanie liczby punktéow n (h — 0) spowoduje, ze Fr — 0,
co oznacza |gx| — 1. Chcac zatem poprawi¢ dokladnosé dyskretnej aproksymacji
problemu cigglego, poprzez zmniejszanie kroku h, bedzie si¢ zarazem nieuchronnie
pogarszato zbieznos¢ rozwiazania samego problemu dyskretnego.

Z drugiej jednak strony, rozrzedzanie siatki sprawi, ze wolnozmienny przebieg
btedu, o malym [, stanie sie bardziej oscylacyjny, dzieki wzrostowi [, a tym sa-
mym szybciej zbiezny. Trzeba przy tym zwrdci¢ uwage na stosowang tu interpretacje
,wolnozmienny” i ,szybkozmienny”. Dla tego samego przebiegu wy szybkosé zmian
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Rysunek 2.3: Wygtadzajace dziatanie metod relaksacyjnych, na przyktadzie wazonej
metody Jacobiego ( w = 2/3), po m iteracjach. Blad poczatkowy (m = 0) ztozony
jest z modow o k = 1,4,8 na siatce n = 32 i amplitudach odpowiednio ¢; = 1,
cs = 0.7, cg =0.7.

w dziedzinie zdyskretyzowanej fizycznej przestrzeni {z;} jest stala niezaleznie do
kroku h

1
0 0.25 0.5 0.75 1

Rysunek 2.4: Wolnozmienny (gladki) sktadnik k& = 2 na siatce n = 16 ( 3 = 0.393)
(linia ciagta) i jego obraz na siatce rozrzedzonej n = 4 (fy = 1.57) (linia przerywana,).
Rozrzedzenie siatki sprawia, ze przebieg ws(x;) staje sie¢ mniej gtadki, ale dopiero
zalezno$¢ ws(j) jest szybciej zmienna (oscylacyjna).
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km

wy(x;) = sin <x]x—> xz;=jh przy j=0,...,n, (2.24)

gdyz liczba falowa k7/x, nie zalezy od h. Nas jednak interesuje szybko$¢ zmian
przy skoku do nastepnego punktu siatki, czyli w dziedzinie samych numerow weztéw
dyskretyzacji {j}

1
-, 2.25
. (2.25)
a w tym przypadku liczba falowa By = kwh wzrasta z h (rys. 2.4).

Mechanizm poprawy zbieznosci poprzez ,,przyspieszanie” wolnozmiennych prze-
biegéw bledu na rozrzedzonej siatce, wykorzystany w taki sposéb, aby nie pogorszy¢
doktadnosci aproksymacji, stanowi wtasnie podstawe metod wielosiatkowych.

wg(j) = sin (jkmh) j=0,...,n dla n=

2.3 Zasada metod wielosiatkowych

Koncepcja metod wielosiatkowych oparta jest na poprawie zbieznosci iteracji wolno-
zmiennych sktadowych bledu rozwigzania uktadu rownan przy wykorzystaniu dys-
kretyzacji na rozrzedzonej siatce.

Iteracyjne rozwigzywanie uktadu réwnan Au = f w v krokach dla przyblizenia
poczatkowego ul®):

e rozwigzaé w v iteracjach: u® — Au=f — u®

rozbija sie na rownowazny schemat ztozony z dwoch czesci v = v, + ve:

e rozwigza¢ wstepnie, w v, iteracjach: u® - Au=f— u®
e obliczy¢ residuum: r=f— Au®
e rozwigza¢ rownanie residualne
w v, iteracjach: e® =0 Ae=r — el
e skorygowaé rozwigzanie u: u) = ul) 4 el

Takie przedstawienie iteracyjnego rozwigzywania uktadu rownan, a $cislej wprowa-
dzenie etapu korekcji rozwiazania u btedem e stanowi punkt wyjscia dla konstru-
owania algorytmoéw wielosiatkowych. O ile oryginalny uktad réwnan Au = f musi
zapewnia¢ zatozong doktadnosé aproksymacji problemu ciggtego poprzez dyskrety-
zacje na dostatecznie gestej siatce, to rownanie residualne Ae = r ma jedynie dostar-
czy¢ korekty rozwiazania w postaci przyblizonego btedu, nie podlega wiec nakazowi
dobrej doktadnosci aproksymacji. Wobec tego korekta e(*e) moze by¢ uzyskana na
zgrubnej (rozrzedzonej) siatce, gdzie sktadowe wolnozmienne bledu! ulegaja ,roz-
ruszaniu”, przez co sg szybciej redukowane, prowadzac do przyspieszenia zbieznosci
rozwigzania réwnania.

W ten sposob powstanie schemat oparty na tzw. korekcji zgrubng siatkq (coarse
grid correction), ktéra jest charakterystycznym i niezbednym elementem wszyst-
kich algorytméw wielosiatkowych. Oznaczajac siatke doktadna (gesta) krokiem hy,

lchodzi o btad rozwigzania réwnania residualnego ze wzgledu na blad e, a nie o sam blad e
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a zgrubng (rzadka) h. (h. > hy) dostajemy procedure, ktéra mozna nazwaé dwu-
statkowq:

(a) rozwiazaé na siatce hy

w 1, iteracjach: u® - Au=f —u™
obliczy¢ residuum: r=f—Au™
(b) przeniesé r na siatke h,.: r— T
(c) rozwiazaé réwnanie residualne na siatce h,
w v, iteracjach: 60 =0— Aé =1 — &)
(d) przeniesé <) na siatke hy: &) — el
(e) skorygowaé rozwiazanie u: u1e) = u) 4 el
(f) rozwiazaé na siatce hy
w vy iteracjach: ue) > Au=f — u®

Procedure te przedstawiono graficznie na rysunku 2.5. Zawiera ona dodatkowo roz-
wiazywanie (vy = v — 11 — 1, krokéw iteracji) oryginalnego uktadu na doktadnej
siatce po wykonaniu korekcji siatka zgrubna. Stuzy ono do usunigcia oscylacyjnych
sktadnikoéw btedu, jakie pojawiaja si¢ przy przenoszeniu rozwigzania z rzadszej siat-
ki.

poziom 2

poziom 1

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr poziom 0

Rysunek 2.5: Graficzne przedstawienie algorytmu dwusiatkowego i jego jednokrotne
zagniezdzenie do postaci wielosiatkowej o trzech poziomach gestosci siatek (poziom 0
— siatka zgrubna, poziom 2 — siatka dokladna). Ze wzgledu na ksztalt postaci gra-
ficznej algorytmy sa nazywane cyklami V. Krok (cz) w cyklu V z poziomu 2 zostat
zastapiony dwusiatkowym cyklem na poziomie 1 (a; ... f1).

Iteracje o catkowitej liczbie krokéw v zostaty podzielone na 3 etapy, w ktérych ko-
lejno redukowane sg rézne sktadowe btedu — szybkozmienne (1), wolnozmienne (v.)
i znéw szybkozmienne (v5). Podstawowym celem iteracji vy i v, jest usuniecie skta-
dowych szybkozmiennych i nazywane sa wygtadzaniem wstepnym (presmoothing) i
wygladzaniem koncowym (postsmoothing). Zastosowane metody iteracyjne musza
zatem mie¢ jak najlepsze wlasciwosci wygtadzajace, natomiast nie jest istotna ich
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zdolno$é¢ redukowania przebiegéw juz wygtadzonych. O ile do sprawnego wygtadze-
nia bledu wystarcza niewielka liczba krokéw vy i 15 (zwykle od 1 do 3), to redukcja
sktadowych wolnozmiennych poprzez jednokrotng korekcje na siatce rzadkiej, bedzie
skuteczna tylko w odniesieniu do ich bardziej oscylacyjnej czedci, w wyniku czego
sktadowe bardzo gladkie pozostana stabo sttumione. Nasuwa si¢ wobec tego mysl,
aby procedure korekcji pogtebi¢ poprzez zastapienie v. prostych iteracji rozwiazy-
wania réwnania residualnego (c) na jednej zgrubnej siatce pelna procedura (a-f)
ztozong z korekcji na siatce jeszcze rzadszej. W ten sposob algorytm dwusiatkowy
moze zosta¢ wielokrotnie rekurencyjnie zagniezdzony do postaci wielosiatkowego,
pogtebiajac korekcje do poziomoéw coraz bardziej rozrzedzonych siatek. Graficznie
przedstawiono to na rysunku 2.5 dla jednokrotnego zagniezdzenia. Schematy te,
zwane cyklami V stanowia podstawowy element wszystkich algorytméw wielosiat-
kowych.

2.4 Algorytmy wielosiatkowe

Zeby utatwi¢ rekurencyjng definicje schematéw wielosiatkowych, wprowadzone zo-
stang nastepujace oznaczenia.

{QV:1=0,..., L} — sekwencja zageszczajacych sie siatek o krokach h; : hy < hy_q,
gdzie [ to poziom zageszczenia w stosunku do siatki najrzadsze;j

Alu! = f! — uktad réwnan problemu zdyskretyzowanego na siatce z poziomu [

G!(u, f,v) — v krokéw iteracyjnego (relaksacyjnego) rozwigzania (wygladzajacego)
ukladu Alu' = f! dla przyblizenia poczatkowego

Plvi=t — vl — operator prolongacji (interpolacji) przenoszacy wektor v z poziomu
[—1nal

Rv! — vI=! — operator restrykcji przenoszacy wektor v z poziomu [ na [ — 1

Algorytm dwusiatkowego cyklu V, czyli najprostszej implementacji zasady ko-
rekcji zgrubng siatka, ma postac:

Algorytm (dwusiatkowy cykl V): V2G(q, f) — u'
(a) Gl(u,f,v) — u' (wygladzanie wstepne)
rl = fl — Alu!
(b) R'r! — fi=1 (restrykcja)
(c) Gt =0,f,v.) — u'™t (rozwigzanie na siatce rozrzedzoney)
(d) Pltul"t — e (prolongacja)
(e) u'«—u'+e (korekcja rozwigzania)
(f) Gl(u,f,vy) — u' (wygladzanie korcowe)

Oznaczenia literowe poszczegélnych krokéw odpowiadaja graficznej formie algoryt-
mu z rysunku 2.5.
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Rekurencyjna definicja wielosiatkowego cyklu V na poziomie [ powstanie po za-
stapieniu w kroku (c) iteracji G!~! tym samym cyklem V. Jednakze na najnizszym,
zerowym poziomie (siatka najrzadsza) wykonanie korekeji jeszcze rzadsza siatka jest
niemozliwe, wiec dla [ = 0 trzeba zastosowa¢ metode jednosiatkowa, np. zwykta
metoda relaksacyjnag z v, iteracjami. Najczesciej siatka jest na tyle rzadka, ze ma-
cierz uktadu A° jest wystarczajaco mala, aby zastosowaé jako G° doktadng metode
bezposrednia (np. eliminacje Gaussa).

Algorytm (cykl V): Vi(a, f) — u'
(a) Gl(a,f ) —u
rl = fl — Al
(b) erl N flfl
(c) if(l—1>0)
Vi@ =0,f) — u'™! (cykl V na siatce rozrzedzoney)
else
G’ =0,f,v.) — u
end
(d) Prlull ¢
(e) ul«—u'+é
(f) Gl(u,f,n) —u

Odmiang cyklu V jest cykl W, ktéry rozni sie jedynie tym, ze na kazdym poziomie
korekcja wykonywana jest dwukrotnie. Jest bardziej wszechstronny, lecz trudniejszy
do implementacji zréwnoleglonej [128].

Algorytm (cykl W): Wi(q, f) — u'
(a) Gl(ﬁv f7 Vl) - ul
I.l — fl _ Alul
(b) erl N flfl
(c) if(l—1>0)

Wit(a = 0,f) — a'~! (pierwszy cykl W na siatce rozrzedzoney)
WL @ f) — ul=t (drugi cykl W na siatce rozrzedzonej)
else
GO = 0., 1) — 1
end

(d) Pl—lul—l _ el
(e) u «—u'+e
(f) Gl(uv f7 V2) - ul

Algorytm ten mozna rozwinaé¢ do jeszcze bardziej ogblnej postaci, gdzie na kazdym
poziomie [ korekcja wykonywana jest y; razy. Cykle Vi W (rys. 2.6) otrzymuje sie
dla gy = 11 p; = 2, odpowiednio. Jesli p; zmienia si¢ zaleznie od [ i zalezy od
osiaganej na biezaco zbieznosci, otrzymamy tzw. schemat adaptacyjny * [128].

2Chodzi tu o poprawe dokladnosci rozwiazywania ukladu réwnan, inaczej niz w adaptacyjnych
metodach wielosiatkowych (rozdzial 2.5), gdzie adaptacyjnie zageszczana jest siatka w celu poprawy
doktadnosci dyskretyzacji
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poziom 0

Rysunek 2.6: Graficzna reprezentacja cyklu V (p; = 1) i cyklu W (u; = 2).

Przedstawione dotychczas algorytmy sa odmianami schematu korekcji zgrubna
siatka, ktéra pozwala na poprawe rozwigzania uzyskanego na siatce doktadnej. Po-
dejscie to mozna rozwinaé, tak aby dokonywa¢ poprawy rozwigzania otrzymanego na
siatce zgrubnej. Algorytm taki startuje z siatki rzadkiej (poziom 0), a wiec musi po-
siada¢ nowy element — zageszczanie siatki. Rozwiazanie uzyskane na siatce rzadkiej
jest prolongowane na siatke zageszczong, gdzie stuzy jako przyblizenie poczatkowe.
Procedura powtorzona [-krotnie osigga siatke na poziomie [. Mimo iz czasami jest
ona nazywana schematem wielosiatkowym jednokierunkowym (tylko ruch w strone
wyzszych pozioméw), to nie zawiera jednak elementu stanowiacego atrybut metod
wielosiatkowych — korekcji zgrubna siatka eliminujaca gtadkie sktadniki btedu. Jeze-
li rozwigzanie na kolejno zageszczanych siatkach wykonywane bedzie przy pomocy
sprawdziwego” schematu wielosiatkowego — cyklu V, poprawiajacego rozwiazanie
osiggniete na doktadnej siatce, to otrzymamy algorytm zwany pelnym cyklem wielo-
siatkowym (FMGQG) lub iteracjami zagniezdzonymi (nested iterations)— rysunek 2.7.

Rekurencyjna posta¢ algorytmu FMG nie jest tak czytelna, jak w przypadku
podstawowych schematéow wielosiatkowych (V,W), wygodniej jest wiec przedsta-
wi¢ go jako sekwencje kombinacji zageszczania i cyklu V. Sam cykl V moze by¢
po kazdym kroku zageszczania kilkakrotnie powtarzany, az do osiggniecia zadanej
zbieznosci, lub zastapiony cyklem W. Powtarzanie cyklu V uzaleznione od biezacej
doktadnosci rozwigzania jest najprostszym sposobem na uzyskanie efektu adapta-
cyjnego ksztaltowania schematu wielosiatkowego.

Algorytm (FMG): FMG* (i) — u”
GO’ f,v.) — u® (rozwigzanie na siatce poczqtkowes)
for(l=1,...,L)
P-tul~t — ! (zageszczanie)
Via, f) — u (cykl V)
end

Algorytm FMG moze by¢ wykorzystany na dwa sposoby

e rozwiazanie problemu zadanego na docelowej dokladnej (gestej) siatce z po-
ziomu L — FMG nalezy poprzedzi¢ wstepnym rozrzedzeniem problemu (skon-
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poziom L

poziom 0

X

cykl 1 cykl 2 cykl 3

Rysunek 2.7: Pelny cykl wielosiatkowy oparty na cyklu V. Algorytm jest sekwencja
cyklow zlozonych z zageszczania (linia przerywana w gore) oraz rozwiazania proble-
mu cyklem V.

struowaniem siatki oraz A i f) do wszystkich pozioméw [ = 0,..., L — 1;
technicznie nie rézni sie¢ to od rozrzedzania wystepujacego w cyklu V

e poprawa rozwigzania na zadanej siatce rzadkiej — FMG trwa az do osiagniecia
takiego poziomu L, ktéry zagwarantuje wymagana doktadnos¢ dyskretyzacji;
najczesciej stosuje sie wtedy adaptacyjne zageszczanie siatki.

2.5 Adaptacyjne metody wielosiatkowe

Bardzo atrakcyjnym rozwinieciem pelnego cyklu wielosiatkowego FMG sg adapta-
cyjne metody wielosiatkowe [10, 106, 23], w ktérych zageszezanie siatki ma charak-
ter adaptacyjny, to znaczy, automatycznie dopasowuje sie do rozktadu biezacego
przyblizenia rozwigzania. Dogeszczanie ma wiec tez charakter lokalny, to znaczy, ze
rejony o bardziej gwaltownych zmianach funkcji pokrywane sg odpowiednio gest-
sza siatka. W efekcie otrzymuje sie optymalny rozktad weztéw w calym obszarze,
czyli optymalna aproksymacje problemu ciaglego. Strategia ta daje szczegodlne ko-
rzysci w przypadku istnienia niejednorodnosci osrodka wypetiajacego dziedzine i
osobliwosci geometrii w postaci ostrych zataman powierzchni granicznych. O ile
odpowiednie algorytmy generacji siatki sa w stanie wstepnie zagesci¢ okolice osobli-
wosci geometrii, to do wtasciwej dyskretyzacji innych rejonéw o duzych gradientach
rozwigzania adaptacyjne zageszczanie wydaje sie niezastgpione. Dodatkowa korzy-
Scig stosowania metod adaptacyjnych jest uproszczenie generacji siatki elementow
skoniczonych, gdyz wymagana jest jedynie zgrubna siatka poczatkowa, dla ktorej
doktadno$¢ aproksymacji nie jest wazna. Sam algorytm adaptacyjny przejmuje wiec
czesciowo role generatora siatki.

Mozna wyrézni¢ dwa zasadnicze podejscia do adaptacyjnego precyzowania dys-
kretyzacji w metodach wielosiatkowych

e metoda adaptacyjna siatek ztozonych (fast adaptive composite grid method —
FAC) [82] — stosowana gtéwnie przy dyskretyzacji metodami réznicowymi, w
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szczegolnosci metoda roznic skonczonych; przypomina technike selektywnego
dogeszcznia siatki roznic skonczonych zwana subgriding i polega na wielokrot-
nym doktadaniu do zgrubnej siatki ,plackow” o doktadniejszej dyskretyzacji
tworzac hierarchie zagniezdzonych siatek typowsa dla metod wielosiatkowych

e adaptacyjne metody wielosiatkowe z elementami skonczonymi — najbardziej
rozpowszechnione, szczegdlnie w problemach o ztozonej geometrii z licznymi
osobliwosciami, ze wzgledu na bardzo duzg elastycznosé dyskretyzacji; dogesz-
czanie wykonywane jest poprzez podziat wybranych pojedynczych elementéw,
inaczej niz w adaptacyjnej metodzie siatek ztozonych (FAC).

Adaptacyjne metody wielosiatkowe z elementami skoriczonymi opieraja sie na
technikach adaptacyjnego lokalnego precyzowania (refinement) siatki elementéw
skoniczonych [5, 48], ktore tylko w szczegblnym (choé najezesciej spotykanym) przy-
padku polegaja na zageszczaniu elementéw siatki. W ogdlnosci chodzi o lokalng
poprawe doktadnosci aproksymacji, ktéra uzyskuje si¢ nastepujacymi sposobami

e precyzowanie typu h — zageszczanie elementow, czyli redukcja rozmiaru siatki
mierzonego parametrem h analogicznym do kroku dyskretyzacji w roznicach
skonczonych

e precyzowanie typu p — zwiekszanie stopnia (p) wielomianéw aproksymujacych

e precyzowanie typu h-p — techniki mieszane korzystajace zarowno z zageszcza-
nia siatki jak i zwigkszania stopnia wielomianéw aproksymujacych.

Przywotujac pojecie weztéw aproksymacji odpowiadajacych stopniom swobody, czyli
elementom wektora niewiadomych, mozna zagadnienie doprecyzowania siatki ujed-
nolici¢ jako zageszczanie weztow aproksymacyi.

W dalszej czedci pracy uwaga zostanie skoncentrowana na metodach adaptacyj-
nych z liniowymi elementami skonczonymi i zageszczaniem typu h.

W tradycyjnej (jednosiatkowej, jednopoziomowej) metodzie z elementami skon-
czonymi uzyskanie efektu adaptacyjnosci mozliwe jest tylko poprzez wielokrotne
kompletne rozwigzywanie tego samego zagadnienia dla stopniowo modyfikowanych
siatek [109]. Jest to wiec proces wielokrotnie bardziej czasochtonny niz przy zasto-
sowaniu adaptacyjnych metod wielosiatkowych. W dalszej czesci pracy pokazano, iz
adaptacyjna metoda wielosiatkowa z elementami skonczonymi moze by¢ ok. 15 razy
szybsza od zwyklej adaptacyjnej metody elementéw skonczonych (AFE).

Przyktadows siatke 2D dla przekroju struktury planarnej uzyskana w wyniku
adaptacyjnego zageszczania przedstawia rysunek 2.8. Ré6wnomierne zageszczanie tej
samej siatki poczatkowej przy tej samej liczbie weztow siatki koncowej daje 1.7 razy
gorsze tempo redukcji btedu dyskretyzacji liczone jako nachylenie logarytmicznej
zaleznosci bledu od liczby weztéw. Oznacza to, ze na poziomie bledu okoto 1%
zageszezanie adaptacyjne wymaga ponad 10 razy mniej weztéw i niewiadomych niz
rownomierne.

Typowy cykl wielosiatkowy z adaptacyjnym zageszczaniem wyglada tak samo jak
pelny cykl wielosiatkowy (rys. 2.7). Jedyna réznica polega na stosowaniu algoryt-
mu adaptacyjnego w kazdym kroku zageszczania. Azeby uzyskaé siatke optymalna,
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Rysunek 2.8: Adaptacyjnie zageszczona siatka (1000 weztéw) dla pola elektryczne-
go w potowie przekroju linii koplanarnej; zgrubna siatka poczatkowa ma tylko 25
weztéw [93].

nalezy, w miare zageszczania, utrzymywaé mozliwie staty rozktad lokalnego btedu
dyskretyzacji w catej dziedzinie poprzez dogeszczanie elementéw wyrdzniajacych sie
duzym bledem. Pojedynczy krok adaptacyjnego zageszczania sktada si¢ z nastepu-
jacych etapow.

1. Oszacowanie lokalne btedow dyskretyzacji w kazdym elemencie siatki za pomo-
ca wskaznikéw bledu (oszacowanie stopnia poprawy doktadnosci aproksymacji
po ewentualnym rozdrobnieniu elementu [86]) lub estymatoréw bledu (oszaco-
wanie normy faktycznego lokalnego btedu dyskretyzacji — rozdziat 3.3). Wskaz-
niki btedu sg znacznie tansze numerycznie, lecz nie pozwalaja na ekstrapolacje
rozwiazania poprzez korekcje btedem estymowanym (rozdzial 5.3.2). Ponad-
to, w przeciwienstwie do wiekszosci estymatoréw, moga by¢ stosowane przy
elementach wyzszego rzedu niz liniowe.

2. Okreslenie wartos$ci progowej btedu — zgodnie z zatozonym stopniem przewi-
dywanej redukcji btedu dyskretyzacji lub wzrostu liczby elementéw

3. Wytypowanie elementéw przeznaczonych do zageszczenia — elementy, dla kto-
rych estymator lub wskaznik btedu przekraczaja wartos¢ progowa oraz ich
sasiedzi.

4. Podzial wybranych elementéw na mniejsze [104] — najczesciej gtéwny podzial
odbywa si¢ w oparciu o bisekcje brzegéw elementéw, czyli na 4 trojkaty (2D)
lub 8 czworoscianéw (3D). Elementy sasiednie, na ktoérych brzegach pojawity
sie nowe wezly musza zostaé réwniez dodatkowo podzielone (podziatl dopetnia-
jacy — na 2 tréjkaty w przypadku 2D) tak, aby wezly te uczynié¢ wierzchotkami
elementéw. Zeby unikngé zbytniego sptaszczenia elementéw poprzez skumu-
lowanie niepelnych podziatow, wskazane jest uprzednie usuniecie podzialéw
dopetmiajacych z poprzedniego kroku.

Znane sg tez bardziej rozbudowane algorytmy, w ktorych oprocz adaptacyjnego
zageszezania siatki redukujacego btad dyskretyzacji, same cykle wielosiatkowych ite-
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racji sa adaptacyjnie modyfikowane w celu odpowiedniej kontroli btedu algebraiczne-
go (blad iteracyjnego rozwiazywania uktadu réwnan). Podstawowa zasada jest ,syn-
chronizowanie” btedéw algebraicznego i dyskretyzacji poprzez zblizenie rzedéw ich
wielkoéci. Do tej klasy procedur naleza wielosiatkowa technika adaptacyjna MLAT
(multilevel adaptive technique) [28] i wywodzaca sie z niej calkowicie adaptacyjna
metoda wielosiatkowa FAM (fully adaptive multigrid method) oparta na algorytmie
wielopoziomowych iteracji adaptacyjnych MLAT (multilevel adaptive iteration) [106].

Oprocz poprawy doktadnosci aproksymacji, adaptacyjne zageszczanie siatki daje
jeszcze jedng korzysé, ktora dotyczy samego algorytmu wielosiatkowego. Klasycz-
ne metody wielosiatkowe wykazuja optymalne obciazenie numeryczne i bardzo do-
brg zbiezno$é gltéwnie dla probleméw o dostatecznie regularnym rozwigzaniu [103].
Zbieznos¢, ktora pogarsza sie w poblizu osobliwosci wywotujacych gwaltowne zmia-
ny pola moze zostaé poprawiona przez dodatkowe lokalne wygtadzanie (relaksacje)
w tych okolicach [128]. Jednakze efekt wygladzania mozna osiagnaé¢ réwniez przez
lokalne zageszcezanie weztdéw dyskretyzacji, co ma miejsce wlasnie w adaptacyjnych
metodach wielosiatkowych.

2.6 Algebraiczne metody wielosiatkowe

W wielu sytuacjach siatka poczatkowa moze by¢ juz bardzo gesta ze wzgledu na
skomplikowana geometri¢ dyskretyzowanej dziedziny. Wtedy jest wskazane konstru-
owanie rodziny siatek idac w przeciwnym kierunku, niz to ma miejsce w schemacie
FMG, to znaczy poprzez rozrzedzanie siatki gestej poczatkowej w tylu krokach, az
otrzymana zostanie siatka o dostatecznie matej liczbie niewiadomych. Procedury ta-
kie bazuja gtéwnie na samej macierzy uktadu réwnan liniowych i dlatego nazwano
je algebraicznymi metodami wielosiatkowymi (AMG)

Oryginalna koncepcja metod wielosiatkowych, ktora zwiazana jest z czastkowy-
mi réwnaniami rézniczkowymi doczekata sie wiec uogélnienia wtasnie do postaci
algebraicznej, gdzie nie jest juz zadany dyskretny problem rézniczkowy lecz jedy-
nie postaé algebraiczna, czyli liniowy uktad réwnan. Pierwotna posta¢ zagadnienia
ciagltego tez nie musi by¢ juz okreslona. Jego dyskretyzacja dokonywana poza sama
AMG przy uzyciu dowolnie wybranej metody (FD lub FE). Niestety, z tego sa-
mego powodu w metodach algebraicznych trudno jest zastosowaé¢ wprost algorytm
adaptacyjny.

W ostatnich kilku latach wzrosto zainteresowanie metodami algebraicznymi dzie-
ki opracowaniu coraz bardziej efektywnych algorytmoéw algebraicznego rozrzedzania
macierzy zdyskretyzowanego problemu ciggtego. Zagadnienie to doczekato sie wie-
lu badan [31, 34], ktére zajmowaly sio réznorodnymi problemami numerycznymi.
Stworzone w ten sposob algorytmy sa czesto bardzo wyrafinowane i réznia sie po-
dejsciem do problemu. Sa to na przyktad metody wazonej interpolacji macierzowej
[49], metody oparte na niekompletnym rozktadzie LU [14, 13] lub metody agregacji
[25, 122]. W wigkszosci przypadkow do rozrzedzania i komunikacji pomiedzy réznymi
poziomami doktadnosci aproksymacji wykorzystuje sie wartosci elementéw macie-
rzy. Znane sg tez propozycje opierajace si¢ jedynie na samej strukturze macierzy w
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postaci tzw. macierzowego grafu rozrzedzania [16].

7 reguty podejscie algebraiczne daje mniej skuteczng korekcje wielosiatkowa niz
rozrzedzanie geometryczne, choé¢ dla probleméw o znacznej regularnosci roznice te
moga by¢ niewielkie. Jednym z niebezpieczenstw metod algebraicznych jest przekta-
manie oryginalnego problemu wskutek nadmiernego rozrzedzenia macierzy.

2.7 Prekondycjoning wielosiatkowy

Metody wielosiatkowe, wedtug przedstawionej dotychczas koncepcji, mozna, w du-
zym uproszczeniu, traktowac jako technike stuzaca do przyspieszania zbieznosci pod-
stawowych (stacjonarnych) iteracyjnych metod rozwiazywania uktadéw réownan z
wielkimi macierzami rzadkimi.

Inna sfera zastosowan metod wielosiatkowych wigze si¢ z niestacjonarnymi me-
todami iteracyjnymi, ktore w porownaniu do metod stacjonarnych sa mtodsze, szyb-
sze, cho¢ bardziej zawite matematycznie, a w ostatnich latach odnotowuja szczegol-
ny wzrost zainteresowan. Najpowszechniejszymi reprezentatami tej klasy sa metody
gradientow sprzezonych (CG) i metody minimalnych residuéw (np. GMRES, QMR).
Ogoélna wtasciwoscia metod niestacjonarnych jest uzaleznienie tempa zbieznosci od
dobrego uwarunkowania macierzy. Zeby stworzyé¢ warunki do osiggniecia szybkiej
zbieznosci, oryginalny uktad réwnan zastepuje si¢ réwnowaznikiem o lepszej ma-
cierzy, ktéra uzyskuje si¢ na drodze specjalnych przeksztatcen zwanych prekondy-
cjoningiem?® (preconditioning). Podstawowym i najkosztowniejszym jego elementem
jest przyblizone odwracanie macierzy poprzez przyblizone rozwigzanie pomocnicze-
go uktadu réwnan, do czego doskonale nadaja si¢ wtasnie metody wielosiatkowe. W
tym zastosowaniu metody wielosiatkowe mozna zatem uznac za sposob przyspiesza-
nia iteracyjnych metod niestacjonarnych.

2.7.1 Niestacjonarne metody iteracyjne

Niestacjonarne metody iteracyjne zaliczaja sie do grupy metod podprzestrzeni Kry-
towa, ktore wciaz pozostaja dziedzing aktywnych badan i zwane sa tez metodam:
projekeji [15, 58]. Uktad réwnan liniowych

Au=f (2.26)

rozwigzywany jest poprzez minimalizacje funkcjonatu residualnego, czyli za pomoca
rownowaznego zadania wariacyjnego. Oryginalnie przeznaczone sa wiec do uktadéw
z macierzami symetrycznymi dodatnio okreslonymi (SPD). Efektywne stosowanie
ich przy innych typach macierzy wymaga szczegdlnych zabiegéw i modyfikacji algo-
rytméw, co w ostatnich latach jest przedmiotem wytezonych badan. Minimalizacja

3chodzi o wstepng poprawe uwarunkowania macierzy ukladu réwnaf, na co nie ma w jezyku
polskim zwartego okreslenia; w literaturze polskojezycznej stowo ,prekondycjoning” (spolszczone
brzmienie nazwy angielskiej) zaproponowano w [72]



34  Rozdziat 2 Metody wielosiatkowe

zachodzi w specjalnej przestrzeni wektorow, tzw. przestrzeni Krytowa, ktora zwia-
zana jest z sekwencjg wektorow ortogonalnych, rozbudowywang w kazdym kroku
iteracji.

Metody niestacjonarne przedstawione zostang na przyktadzie ich sztandarowego
reprezentanta — metody gradientéw sprzezonych (conjugate gradients — CG). Mini-
malizowany jest funkcjonal energetyczny

1
F(u) = iuTAu —u’f, AecRVN (2.27)
ktory zwigzany jest z tzw. A-normgq || - |4, zwana tez normq energetyczng ||| - ||
zbudowang w oparciu o skalarny iloczyn energetyczny, indukowany przez macierz A

(u,v)4 = (u,Av) =u’Av

1
[ulla = [lufl]l = /{w,u)a = [|Azul], (2.28)

gdzie (-,-) i || - ||2 sa euklidesowym iloczynem skalarnym i norma. Macierz A jest
symetryczna dodatnio okreslona.

Startujac z przyblizenia poczatkowego ug, kolejne przyblizenia u, w iteracjach
k = 1,...,N otrzymuje si¢ przez przesuniecie wektora niewiadomych ui_; w
kierunku pg_1

U, = ug_; + AEPL (229)

na odlegto$¢ ay, ktéra dobiera si¢ tak, aby minimalizowaé F'(uy). W metodzie naj-
szybszego spadku, z ktérej wywodzi sie metoda CG, za kierunek przesuniecia przyj-
muje sie ujemny gradient funkcjonatu, identyczny z wektorem residualnym r;_;

Pr = —VF(u_)=f—-Au_, =1,
ar = [erll3/lIvell (2.30)

Taka strategia, cho¢ w ogdlnosci poprawna, zawodzi jednak dla macierzy o duzym
wspotczynniku uwarunkowania.

Z tego powodu metoda gradientow sprzezonych wprowadza modyfikacje kierun-
kéw poszukiwan (przemieszczen), taka aby, rozpoczynajac od p; = rp, tworzyly
one uktad {p1,...,pr} A-ortogonalny (sprzezony), czyli ortogonalny ze wzgledu na
iloczyn energetyczny

<pk7pj>A =0 dla j 7é k?

a kazdy nowo dodany kierunek pj byt jednoczesnie najblizszy wektorowi residual-
nemu ry_;. Przy takich zalozeniach wektory residualne tworza uktad {rg,...,rr_1}
ortogonalny

(rp,r;) =0 dla j#k,

ktory rozpina te sama podprzestrzen (jest baza ortogonalna tej samej podprzestrze-
ni) co kierunki poszukiwan

span{ps,...,px} = span{rg,...,rx_1} = K(ro, A k), gdzie
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K(ro, A, k) = span{rg, Arg, ..., A¥"!ry} jest podprzestrzenia Krytowa. Nowy kieru-
nek poszukiwan jest kombinacja liniowa poprzedniego kierunku i biezacego wektora
residualnego

Pr = Tk—1 + BkPr-1,
co ostatecznie daje nastepujacy algorytm [58]

Algorytm (gradienty sprzezone: CQ)
wybraé: ug = 0,rg = f
for k=1,....N
if r,.,=0 then u=wu;_;; stop
if k=1 then p;=r
if k£>1 then

Bk = [ler—1ll3/llrr—2l13
Pr = Ti—1 + BePr—1
end

ar = [lex-all3/lIprll%

U = Ug—1 + 0Pk

r, =Try_1 — aApy
end

W kazdym kroku iteracji wykonywane jest tylko jedno mnozenie macierzy przez
wektor — Apg. Przy braku bledéw zaokraglen, doktadne rozwigzanie jest osiggane w
najwyzej N iteracjach, a rekurencyjnie wyliczane residua rj sg rowne prawdziwym
(2.30) i sa wzajemnie ortogonalne. W praktyce relacje te nie beda spetnione ze wzgle-
du na skonczong doktadnosé arytmetyki numerycznej. Faktyczne tempo zbieznosci
zalezy wprost od wskaznika vwarunkowania macierzy A

”AHQ )‘max
A) = = .
%2(8) = G = o

(2.31)

Jesli u* jest rozwiazaniem dokladnym, to norma energetyczna (A-norma) bledu
przyblizenia po k iteracjach uy zostanie zredukowana w stosunku do przyblizenia
poczatkowego uy wedlug zaleznosci [58]

[, — a4 < effug — |4, (2.32)

k
e—2 (M> (2.33)

\/lig(A) —f- ]_

Azeby osiagna¢ stopieni redukcji bledu e, koniecznych jest k > £1/ka(A)In(2/e)
iteracji. Najszybsza zbieznos¢ osiaga sie, gdy k2(A) ~ 1. Dobra zbieznosé¢ uzyskuje
sie nawet, jezeli wskaznik uwarunkowania nie jest dostatecznie maly, ale wartosci
wlasne pozostaja silnie zgrupowane wokol nielicznych ognisk [58].

gdzie
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2.7.2 Zasada prekondycjoningu

Prekondycjoning polega na zastapieniu uktadu réwnan Au = f przez uktad réwno-
wazny

M;'AM; ! Myu = M;'f (2.34)
_\:—/ \‘V/—’ H:_/
A u f

Transformacja w (2.34) zachowuje symetri¢ macierzy A jezeli My = MY, W przy-
padku niesymetrycznej A mozna zastosowac prostszy prekondycjoning jednostronny
M-1Au=M"f.

Uklad Aa = f jest nastepnie rozwiazywany za pomoca metody niestacjonarnej
(metody podprzestrzeni Krytowa) np. gradientow sprzezonych. Wskaznik uwarun-
kowania macierzy nowego uktadu RQ(A) zostanie poprawiony (warto$¢ ko zblizy sie
do jednosci), jezeli macierz prekondycjoningu M = MM, bedzie dobrym przybli-
zeniem macierzy A. Macierz M wraz z obydwoma czynnikami sktadowymi powinny
ponadto by¢ proste i tatwo odwracalne. Jakos¢ prekondycjoningu mierzona moze
by¢ wiec jakoscig przyblizenia odwrotnosci A

M~ A (2.35)

na co sktada sie zaré6wno stopien przyblizenia jaki i niski koszt numeryczny.
Wstawienie przetransformowanego uktadu (2.34) do algorytmu gradientéw sprze-
zonych [58] pokazuje, ze ani macierz M, ani M ™! nie musza by¢ podane jawnie. Jej
odwrotnos¢ ma by¢ dostepna jedynie jako rozwigzanie pewnego pomocniczego ukta-
du réwnan z macierza M. Prekondycjonowana metoda gradientow sprzezonych z
symetryczng dodatnio okreslong macierza M ma postac¢ nastepujacego algorytmu

Algorytm (prekondycjonowane gradienty sprzezone: PCQ)
wybrac: ug = 0,rg =f
for k=1,....N
if r,.1=0 then u=wu;_;; stop
rozwigzac: Mz =1 — 2z,
if k=1 then p; =1z
if £>1 then
Br = <I'k71, Zk71>/<rk72a Zk72>
Pr = Zg—1 + BpPr-1
end
ay, = (re-1,ze-1)/[[Prll%
Uy = Ug-1 + QxPk
r, =TI — aApy
end.

Algorytm ten jest uogdlnieniem metody CG, ktora uzyskuje sie przez podstawienie
M=1

Zgodnie z warunkiem (2.35) rozwiazanie rownania Mz = r mozna otrzymac
przez przyblizone rozwigzanie takiego samego uktadu, lecz z macierza A. Do tego
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celu doskonale nadaja sie podstawowe (stacjonarne) metody iteracyjne. Przywotujac
macierzowa postaé stacjonarnych metod iteracyjnych (2.1) mozna jawnie odtworzy¢
M~! za pomocy macierzy iteracji G

M =G” dlav iteracji (2.36)

lecz jest to zabieg czysto formalny i przydatny jedynie w analizie zbieznosci oraz
innych wtasciwosci prekondycjonowanych algorytméw. W praktyce do prekondycjo-
ningu najczedciej stosuje sie metody Jacobiego, Gaussa-Seidela, SSOR, niekomplet-
nego rozktadu LU oraz cykle wielosiatkowe.

2.7.3 Metody wielosiatkowe w prekondycjoningu

Ze wzgledu na wyjatkowa efektywnos¢ i wszechstronno$¢ metody wielosiatkowe za-
stuguja na szczegdlng uwage. Jak wezesniej wspomniano, prekondycjoning wielo-
siatkowy mozna uwaza¢ za metode przyspieszania metod niestacjonarnych. W [128§]
zaproponowano odmienne spojrzenie — metoda gradientéw sprzezonych w postaci
algorytmu PCG stuzy do przyspieszania metod wielosiatkowych. Jezeli algorytm
wielosiatkowy zostanie dobrze dopasowany do problemu (na co sktada sie miedzy
innymi dopasowanie siatki do rozktadu rozwigzania oraz doboér parametrow cyklu
wielosiatkowego), a sam problem jest dostatecznie regularny (brak silnych osobliwo-
Sci), zbieznosé z reguly bedzie bardzo sprawna, a rozbudowa algorytmu o metode
gradientéw sprzezonych moze okaza¢ sie¢ zbytecznym nadmiarem wydatku nume-
rycznego. Jednak gdy metoda wielosiatkowa nie da sie dostatecznie adaptowac sie do
problemu, to przyspieszanie za pomocg gradientow sprzezonych jest zwykle bardzo
prostym i skutecznym srodkiem zaradczym. Czesto bowiem pogorszenie zbiezoSci
metod wielosiatkowych zwigzane jest z pozostawaniem jedynie kilku stabozbiezych
modéw. Widmo macierzy prekondycjonowanej A bedzie wtedy silnie skupione wo-
kot zaledwie kilku wartosci wlasnych [128], co warunkuje szybka zbieznosé metody
gradientéw sprzezonych.

Podstawowe przypadki probleméw eliptycznych, w ktorych kombinacja metod
wielosiatkowych i gradientéw sprzezonych warunkuje poprawe zbieznosci to:

e skomplikowana geometria dziedziny wymagajaca bardzo nieregularnych siatek

e osobliwosci w postaci ostrych wklestych zataman brzegéw dziedziny

e silne uskoki wspétezynnikow réwnania rézniczkowego (statych materiatowych)

e waskie obszary silnych niejednorodnosci osrodkéw (boundary layers)

e brak warunkéw brzegowych Dirichleta wobec czysto jednorodnych warunkdéw
Neumanna (np. problem magnetostatyczny z potencjatem skalarnym w struk-

turach niesymetrycznych — patrz rozdziat 7), co prowadzi do osobliwej macierzy
uktadu réwnan
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Oprocz geometrycznych metod wielosiatkowych, w schemacie PCG z powodzeniem
stosowane sg metody algebraiczne, na ktérych bazie zbudowane sa takie znane al-
gorytmy jak BPX [27] i AMLI [3].

Konstruowanie metod prekondycjonowanych w oparciu o pelny schemat wielo-
siatkowy FMG prowadzi do klasy kaskadowych metod wielosiatkowych [24]. Przy-
pominaja one jednokierunkowe metody wielosiatkowe, w ktorych wykonywany jest
tylko ruch w strone coraz gestszych siatek. Tu jednak, po kazdym kroku zageszczania
nastepuje rozwigzanie uktadu réwnan za pomocg metody gradientoéw sprzezonych
prekondycjonowanej klasycznymi cyklami wielosiatkowymi (V lub W), a dodatkowy
ruch korekcyjny w strone siatek rozrzedzonych wprowadzony jest na etapie pre-
kondycjoningu. Przywotujac interpretacje [128], kaskadowe metody wielosiatkowe
mozna uznaé za schemat FMG przyspieszany gradientami sprzezonymi.



Rozdziat 3

Metoda elementow skonczonych

Metoda elementéw skoniczonych (finite element — FE) stuzy do przyblizonego rozwia-
zywania réwnan rézniczkowych czastkowych i rozpowszechnita sie jako odpowiedz na
trudnosci metody réznic skonczonych (FD) w swobodnym ksztaltowaniu geometrii
rozwigzywanych zagadnien. Oparta jest na dwoch podstawowych zasadach

1. dyskretyzacja dziedziny — dekompozycja na mniejsze, elementarne poddziedzi-
ny o prostej geometrii, tzw. elementy skonczone, tworzace siatke dyskretyzacji

2. zamiana zagadnienia brzegowego na postac catkowa przy zastosowaniu jednego
z dwoch podejsé:

zasady wariacyjnej — przeksztatca sie do jednej z dwoch postaci

e zadania minimalizacyjnego
e slabej postaci zagadnienia brzegowego

metody residuéw wazonych — prowadzi do

e slabej postaci zagadnienia brzegowego.

Jak wida¢, stabg postac¢ zagadnienia brzegowego uzyskuje sie w dwojaki sposob,
wychodzac z zasady wariacyjnej lub w metodzie residuéw wazonych.

Do przyblizonego rozwigzania, w dziedzinie zdyskretyzowanej siatka elementdw
skonczonych, kazdego z otrzymanych sformutowan przeksztatconego zagadnienia
brzegowego — zadania minimalizacyjnego i stabej postaci — stosuje sie dwie rézne
metody:

e zadanie minimalizacyjne < metoda Ritza (Rayleigha-Ritza) — jedna z pod-
stawowych metod bezposrednich rachunku wariacyjnego; zadanie minimali-
zacyjne istnieje, a metoda Ritza moze by¢ stosowana tylko dla zagadnien z
operatorem symetrycznym dodatnio okreslonym

e staba postaé «— metoda Galerkina — bardziej ogdlna od metody Ritza, moze
by¢ stosowana, gdy nie istnieje zadanie minimalizacyjne lub, gdy nawet nie
istnieje sformutowanie wariacyjne (wéwczas staba postaé uzyskuje sie z metody
residuéw wazonych); procedura Galerkina ma tez szersze zastosowanie np. w
metodzie dopasowania rodzajow.

39
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Obie metody, Ritza i Galerkina, poszukuja aproksymacji rozwiazania w przestrzeni
o skoniczonej liczbie wymiaréw rozpietej na uktadzie funkcji bazowych zbudowanych
za pomoca dyskretyzujacej siatki elementow skonczonych. W przypadku operatoréw
symetrycznych dodatnio okreslonych (symmetric positive definite — SPD) obydwa
podejscia sa rownowazne i prowadza do identycznych uktadéw rownan liniowych.
Wybér funkcji aproksymujacych zalezy od typu funkcji niewiadomej rozwigzania
(skalarna, wektorowa) oraz rodzaju operatoréw rézniczkowych zagadnienia. W ska-
larnym réwnaniu Laplace’a moga to by¢ wielomiany niskiego stopnia, od liniowych
zaczynajac.

W dalszej czesci rozdziatu metoda elementéw skonczonych zostanie oméwiona
w kontekscie skalarnych réwnan rézniczkowych czastkowych drugiego rzedu, a w
szczegbdlnoscei réwnan eliptycznych.

3.1 Zadanie minimalizacyjne i staba postaé

3.1.1 Zasada wariacyjna

Wariacyjne sformutowanie zagadnienia brzegowego w dziedzinie €2, o postaci opera-
torowej

Lu=f, (3.1)
dla £ samosprzezonego, opiera si¢ na funkcjonale
1
F(u) = 5{Lu,u) = (fu). (3-2)

Zadanie minimalizacyjne znajduje rozwigzanie zagadnienia brzegowego u € X jako
u = arg min F(w), (3.3)

gdzie X jest przestrzenig funkcji dostatecznie gladkich w 2 oraz o skonczonej
energii pierwszej pochodnej (X C H'(Q)) i dodatkowo speianiajacych warunki
brzegowe. Dostateczng gladkos¢ funkcji gwarantuje ich catkowalnosé z kwadratem
(X C L*(Q)). Nloczyn skalarny (w L%(Q2)) okreslony jest

(u,v) = /Qu ~vdV. (3.4)

Zadanie wariacyjne moze by¢ sformutowane ogolniej, jako poszukiwanie warun-
kéw stacjonarnosci funkcjonatu (3.2) posréd funkeji u € X
OF (u+ av)
oJe!

co sprowadza sie do zerowania jego pierwszej wariacji dla zaburzenia v

0F,(u) = 0 YveX, gdze
0F,(u) = (Lu,v)—(f,v). (3.6)

=0, (3.5)

W odréznieniu od zadania minimalizacyjnego (3.3), zagadnienie (3.6) juz zawiera
wykonang analitycznie minimalizacje funkcjonatu.
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3.1.2 Metody residuéw wazonych

Rozwiazaniem zagadnienia (3.1) jest funkcja u, dla ktérej zeruje sie btad residualny
R=Lu—f=0, (3.7)

czemu réwnowazna jest catkowa postac
(R,v) =0 (3.8)

dla dowolnej funkcji wagi v € X | czyli
(Lu,v) — (f,v) =0 Yve X cC HYQ). (3.9)

Rézne implementacje metody otrzymuje sie stosujac rézne zasady doboru funkcji
wagl v, z ktérych najlepsze przyblizenie w metodach elementéow skonczonych daje
metoda Galerkina.

Widaé, ze sformutowanie wariacyjne (3.6) i metoda residualna daja identyczna
postaé¢ catkowa zagadnienia brzegowego. Zaburzenie v w (3.6) i funkcje wagi v w
(3.9) mozna traktowaé jednakowo jako tzw. funkcje testowa, co ma miejsce wtasnie
w metodzie Galerkina.

3.1.3 Staba postac

Posta¢ catkowa zagadnienia brzegowego (3.9) nazywana jest ,staba’, poniewaz na-
ktada stabsze warunki dopuszczalnosci funkcji w niz oryginalna, ,mocna” postaé
(3.1), co utatwia rozwiazywanie problemu. Mozliwe jest jeszcze wigksze ostabienie
wymogow dopuszczalnosci prowadzace do sformutowania, ktére powszechnie okre-
slane jest jako sfaba postac¢ zagadnienia brzegowego. Dopiero staba postaé pozwala
zastosowa¢ metode Ritza i Galerkina w oparciu o aproksymacje funkcja odcinkami
liniowa, wiec o nieciggtej pochodnej, tak jak w metodzie elementow skonczonych.
Rozwazmy nastepujace mieszane zagadnienie eliptyczne

—V(kVu)+qu = f w Q
u = u” na TP (3.10)
Ju
an

= 0 na IV,

gdzie I'P i 'V to fragmenty brzegu dziedziny 02 z warunkami Dirichleta i Neuman-
na (TP UTY = 90), a ki ¢ to rzeczywiste wspolczynniki. Postaé catkowa (3.9)
zagadnienia jest nastepujaca

/ —V(kVu)vdV—i—/ quvdV—/ fvdV =0 (3.11)
Q Q Q
Warunek Dirichleta ogranicza przestrzen poszukiwan rozwiagzania X do funkcji

ue XP, gdze XP={uec Hn(Q), czyli ulpp=1u"}
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Pierwsza catke w (3.11) mozna przeksztalci¢ tak, aby obnizy¢ rzad pochodnych
ostabiajac tym samym warunek ciggtosci funkcji aproksymujacych u. Korzystajac z
twierdzenia Gaussa otrzymuje si¢ (analogicznie do catkowania przez czesci)

/Q—V(k:Vu) vdV =
/Q—V(v kVu) + Vo - kVu dV =
[ —vkVudS+ [ Vo kVuav =
N Q
/FD—kaud§+/FN—vkg—ZdS+/§2Vv kY dV (3.12)

Druga caltka, po brzegu I'V znika na mocy warunkéw Neumanna. Calka po brze-
gu z niejednorodnym warunkiem Dirichleta I'P réwniez zniknie, jezeli odpowiednio
ograniczy sie przestrzen funkcji testowych v

vE Xy, gdzie Xo={veH;(Q), czyli v|pg=0}.
Dostajemy wiec rownowazno$¢ dwoch sformutowan catkowych

/ —V(kVu)v dV  + warunki Neumanna = /Vv - kVu dV, (3.13)
Q Q

z ktérych prawe tworzy nastepujaca stabg postac zagadnienia brzegowego (3.10):
znalezé¢ funkcje u € X7,  ktéra spetia

a(u,v) =L(v) Yv e X, (3.14)

gdzie a(u, v) i £(v) to forma dwuliniowa i liniowa
a(u,v) = /(kJVU -Vu + quv) dV
Q

(o) = /va v (3.15)
Réwnowaznos$é (3.13) mozna uogdlnié jako
(Lu,v) + warunki Neumanna = a(u,v) Yo € X, (3.16)
Korzystajac z powyzszej notacji mozna réwniez przepisaé funkcjonal w sformu-
towaniu wariacyjnym (3.2)
1

F(u) = 5 a(u,u) — l(u). (3.17)

Nalezy zauwazy¢, ze w stabej postaci zagadnienia warunki brzegowe, zaleznie od
sposobu traktowania, naleza do jednej z dwu kategorii

e naturalne — zadane w samym funkcjonale F' lub formach a i ¢ (naturalnie
obecne w stabej postaci); sa nimi warunki Neumanna i Cauchy’ego

e zasadnicze — narzucone poprzez ograniczenie przestrzeni funkcji niewiadomych
X; sa nimi warunki Dirichleta
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3.2 Aproksymacja

Zagadnienie w przestrzeni skonnczeniewymiarowej

Metody Ritza i Galerkina poszukuja, zamiast rozktadu doktadnego rozwigzania
u(x), jego aproksymacji uy(x) w przestrzeni skonczeniewymiarowej X, C X o ukta-
dzie n funkeji bazowych {¢;},

up(x) = Zuhj ¢j(x), n=dim(X,), (3.18)
j=1
gdzie uy = [up1, Ung, - - ., Upn|T, jest poszukiwanym wektorem wspotczynnikéw roz-

winigcia (3.18), a x € RY(Q) to wektor wspétrzednych punktu w dziedzinie
d-wymiarowej (d € {1,2,3}).

Zadanie minimalizacyjne (3.3) z funkcjonatem F'(uj) w metodzie Ritza sprowa-
dza sie do minimalizacji funkcjonatu zdyskretyzowanego Fj, ze wzgledu na wektor
wspotezynnikow

uy, = arg Vgrenfgl Fy(w), (3.19)
gdzie

" 1
F,(w)=F (Z w; gb]) = §WT A,w—w' by, (3.20)
j=1

Macierz Aj,, zwana globalng macierzq wspotczynnikow, i wektor by, sa dyskretnym
odpowiednikiem operatora L i funkcji f zagadnienia brzegowego, a doktadniej formy
dwuliniowej a(-, -) i liniowej £(-) w stabej postaci (3.14)

bh € R" bhi = K(QSZ)
Ah c Rnxn : Ahz] = a(¢i, (bj) (321)

Rozwiazaniem zadania minimalizacyjnego (3.19) jest uy,, ktéry spelnia uktad réwnan
liniowych

Ah u, = bh (322)

Dyskretyzacja stabej postaci zagadnienia brzegowego (3.14) w oparciu o baze
przestrzeni X, prowadzi do nastepujacego zadania

znalez¢ wektor uy, dla ktorego
viA,u,=vIb, VYveR" (3.23)

Istota metody Galerkina jest wykorzystanie funkcji bazowych w charakterze funkcji
testowych v € {¢;},, co oznacza, ze wektorami testowymi v sa wszystkie wersory
(ortogonalna baza wektorow jednostkowych) z R™. Wtedy (3.23) sprowadzi sie do
uktadu réwnan (3.22), identycznego z otrzymanym w metodzie Ritza (3.21).
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Dyskretyzacja

W metodzie elementéw skonczonych funkcje bazy aproksymacji ¢; sa scisle zwigzane
z dyskretyzacja — dziedzina podlega dekompozycji na uktad elementéw (ztaczonych
tylko brzegami), a aproksymacja uy, jest zlozeniem lokalnych aproksymacji uf(x) w
postaci wielomianow p-tego stopnia zdefiniowanych lokalnie dla kazdego z elementow

Q=T up(x) = Jup(x): uj(x) =0, gdy x¢&T.. (3.24)

Lokalne funkcje uf,(x) musza zachowaé ciagto$¢ na brzegach taczacych sasiadujace
ze sobg elementy. Jesli funkcjonat i staba posta¢ zawieraja forme dwuliniows za-
miast kwadratowej, to pochodna moze by¢ nieciggta, czyli uy(x) € C°(QQ), czego
najprostszym jednowymiarowym przyktadem jest funkcja odcinkami liniowa.

Zwykle siatke dyskretyzacji tworza elementy najprostsze — odcinki, trojkaty i
czworosciany, odpowiednio dla problemoéow jedno-, dwu- i tréjwymiarowych. Mozliwe
sg réwniez inne elementy, o wickszej liczbie wierzchotkow, takie jak wypukte czwo-
rokaty, piecio- i szeSciosciany. Zaleznie od stopnia wielomianow aproksymujacych p,
mowi sie, ze elementy sg liniowe, kwadratowe lub wyzszego stopnia. Najbardziej roz-
powszechnione sa elementy liniowe (p = 1). Elementy wyzszego stopnia daja lepsza
doktadnos¢ aproksymacji jednak za cen¢ znacznego wzrostu kosztu obliczeniowego.

Wezty aproksymacji m = 1,..., M®, okreslajace stopnie swobody w elemencie e
odpowiadaja wspotezynnikom w lokalnym wielomianie aproksymujacym uf(x), a w
przypadku najprostszych elementéw liniowych pokrywajg sie z ich wierzchotkami.
Azeby umozliwi¢ zbudowanie bazy {¢;},, wielomiany u,(x) w elemencie e definiuje
si¢ jako superpozycje lokalnych funkcji interpolujacych N¢ (x), zwanych funkcjami
ksztattu, zwiazanych z kazdym weztem m oddzielnie

uj(x) = Zl uy,,, N2 (), (3.25)

przy czym w weztach

N;(x5) = di5  (symbol Kronekera)

Przyktadowo, dla dwuwymiarowych tréjkatnych elementéw liniowych x = [z y],
M¢ = 3 oraz

uy,(x) = ag + agr + ay, (3.26)
co daje funkcje ksztattu

-1

1 x5
[ Nf(x) N§(x) N§(x) | =[1 x] 1 x| (3.27)

gdzie x§, to wspohrzedne wierzchotka m (rys. 3.1). W elementach jednowymiarowych
wyzszych stopni funkcje ksztaltu sa wielomianami Lagrange’a [136].



3.2  Aproksymacja 45

N, N;
3
I
1 2 1 2

Rysunek 3.1: Funkcje ksztattu w liniowym elemencie trojkatnym

Bazy
Znane sa dwa podstawowe typy uktadéw funkcji bazowych {¢;}, (rys. 3.2)

bazy wezlowe — najpowszechniejsze; kazdemu wezlowi aproksymacji przypisana
jest jedna funkcja bazowa ¢;, czylin = N

bazy hierarchiczne — rzadziej stosowane, gtéwnie w skojarzeniu z adaptacyjnym
zageszezaniem siatki lub metodami wielosiatkowymi, czyli tam, gdzie operuje
si¢ hierarchia zagniezdzonych w sobie siatek o rosnacym zageszczeniu.

(b)

Rysunek 3.2: Poréwnanie bazy weztowej {¢;} (a) 1 bazy hierarchicznej {¢;;} (b)
dla jednowymiarowej siatki elementéw liniowych przy jednorodnych warunkach Di-
richleta w z¢ i 2 1. Funkcje bazy hierarchicznej indeksowane sg numerem poziomu
(stopnia zageszczenia) siatki [ i kolejnym numerem i weztéw dodanych.

Niezaleznie od typu bazy, kazda funkcja bazowa zwigzana jest z innym weztem dys-
kretyzacji i stanowi zlozenie zaczepionych w nim funkcji ksztaltu, we wszystkich
elementach zawierajacych ten wezel. Ilustracje funkcji bazowych na jednowymiaro-
wej siatce o elementach liniowych zawiera rysunek 3.2.

W bazach hierarchicznych, po kazdym kroku zageszczania uktad funkcji bazo-
wych jest poszerzany o funkcje zaczepione tylko w nowo dodanych weztach. Moze to
przynies¢ pewne oszczednosci pamigciowe oraz obliczeniowe zwigzane z konstruowa-
niem elementow globalnej macierzy wspotczynnikéw. W przypadku implementacji
w metodach wielosiatkowych bazy hierarchiczne wykazuja dobre wtasciwos$ci w po-
réwnaniu do baz weztowych, jednak tylko dla probleméw dwuwymiarowych [8, 23].
Przy zagadnieniach tréjwymiarowych zbiezno$¢ wielosiatkowych metod hierarchicz-
nych wyraznie sie pogarsza [133].

Elementy bazy weztowej tworzone sa z funkcji ksztaltu wedhug procedury

K Me°

On(x) = U Z o Ne(x) dla n=1,...,N, (3.28)

e=1m=1



46  Rozdziat 3 Metoda elementéw skorczonych

gdzie

(3.29)

. 1 gdy globalny wezet n =  lokalny wezet m w T°
oy = . oo
0 kiedy indziej

Zagadnienie lokalne i globalne

W kazdym elemencie mozna zdefiniowa¢ zagadnienie lokalne w oparciu o baze zto-
zona 7z funkcji ksztaltu jednego elementu. Niewiadomymi sa wartosci weztowe aktu-
alnego elementu uf, wedtug aproksymacji (3.25), w ukladzie réwnan

A} u;, = by , gdzie
o = )

AS = a(N,,N;) dla pqg=1,...,M" (3.30)

hpq
Samo zagadnienie ma naturalnie whudowane w stabg posta¢ jednorodne warun-
ki brzegowe Neumanna, ktére jednak nie zapewniaja jednoznacznosci rozwigzania.
Oczywiscie, rozwiazanie problemu globalnego wymaga jednoczesnego rozwiazywania
wszystkich zagadnien lokalnych sprzezonych ze soba poprzez wspolne wezty sasia-
dujacych ze sobg elementéw. Realizuje sie to tworzac cato$ciowy uktad réwnan z
globalna macierza wspétczynnikéw bezposrednio z aproksymacji (3.18) z globalnym
ukladem funkcji bazowych wedtug zaleznosci (3.21). Przy bazach weztowych mozna
skorzysta¢ réwniez ze sformutowan lokalnych (3.30) i procedury taczenia macierzy
lokalnych

K
Apij = ZAhm b =S b, (3.31)
e=1

wykorzystujacej odwzorowanie indekséw lokalnych {p, ¢}¢ na globalne {i,j}, co w
potaczeniu z (3.30) i (3.28) daje

K Me
Ay = 33 86,85, a(Ng, NS
e=1 p,q=1
K M¢©
bvi = Y, Y, 05 L(NS). (3.32)
e=1 p=1

Globalna macierz wspoétczynnikéw Ay, jest rzadka — element Aj;; # 0 tylko wtedy,
gdy wezty 7 1 7 nalezg do tego samego elementu, inaczej mowiac rozktad elemen-
tow niezerowych macierzy oddaje konfiguracje potaczen miedzy weztami siatki. Dla
zagadnienia z operatorem symetrycznym dodatnio okreslonym macierz wspotezyn-
nikéw jest réwniez symetryczna dodatnio okreslona (SPD).

Sformutowanie probleméw lokalnych (3.30) pozwala na niezalezne obliczanie
funkcjonatu dla kazdego elementu

1
Fi(u) = Sui” Afw;— b, proy caym (3.33)

Fy(uy) = Z_:l Fy(uy)
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a tym samym energii zwiazanej z kazdym elementem.
Inne zastosowanie zagadnien lokalnych to obliczanie estymowanego btedu dys-
kretyzacji na podstawie aktualnego rozwigzania — tzw. estymacja a posteriors.

3.3 Estymacja btedu dyskretyzacji

W adaptacyjnych odmianach metod wielosiatkowych z elementami skonczonymi klu-
czowg role odgrywa okreslenie obszaréw dziedziny, ktore wymagaja dalszego zagesz-
czenia siatki. Standardowa procedura polega na wyszukiwaniu elementow siatki,
gdzie btad dyskretyzacji przekracza zatozona warto$¢ progowa. Niezaleznie od spo-
sobu ustalania tego progu i schematu zaggszczania, niezbedna jest wtasciwa lokalna
estymacja bledu, czyli oszacowanie bledu dyskretyzacji (zwanego réwniez bledem
aproksymacji) we wszystkich elementach siatki na podstawie rozkladu biezacego
przyblizenia rozwiazania (estymacja a-posteriori).

Poza adaptacyjng optymalizacja siatki, estymacja stuzy do oceny catkowitej do-
ktadnosci rozwiazania, ktora z kolei niezbedna jest jako kryterium zakonczenia ite-
racji zageszczania. Innym waznym zastosowaniem dla estymatoréow bledu jest eks-
trapolacja rozwigzania, szczeg6lnie w postaci energii. Zagadnienie to szczegdtowo
przedstawiono w rozdziale 5.3.2.

Powszechnie stosowana miarg btedu jest norma energetyczna, ktéra jest natural-
nie obecna w metodach elementéw skonczonych. Aproksymacja Galerkina korzysta z
zamiany oryginalnego problemu na jego stabe sformutowanie a(u,v) = £(v), Vv € H'.
Rozwiazanie u zapewnia z kolei, dla réwnowaznego zagadnienia wariacyjnego, mi-
nimum funkcjonatu zbudowanego w oparciu o te sama forme dwuliniowa a(u,v).
Funkcjonat ten, zaleznie od fizycznej natury problemu ma sens catkowitej energii
zwigzanej z analizowang struktura. Dostepny globalnie, dla catej dziedziny, lub lo-
kalnie, dla kazdego elementu siatki oddzielnie. Norma energetyczna jest specyficzna
dla konkretnego zagadnienia — |||ul||? = a(u, u).

Do oceny jakosci réznych estymatoréw czesto stosuje sie tzw. indeks efektywno-
sci k., definiowany jako stosunek btedu estymowanego do prawdziwego. Estymator
uznaje sie za efektywny, gdy indeks jest ograniczony wraz ze swoja odwrotnoscig dla
dowolnych rozmiaréw siatki. Gdy dodatkowo k. — 1 dla h — 0, to estymator jest
asymptotycznie doktadny. O ile wigkszos¢ metod prowadzi do efektywnej estymacji
btedu, to asymptotyczna doktadnos¢ zwykle zachodzi dla szczegdlnych typow siatek.

3.3.1 Estymacja ekstrapolacyjna

Najprostszym podejsciem do estymacji btedu jest ekstrapolacja Richardsona (patrz
rozdzial 5.1) wykonywana oddzielnie dla kazdego elementu siatki e. Jeden krok ite-
rowanej ekstrapolacji wedtug schematu (5.3) i rozwiniecia (5.8) pozwala na oszaco-
wanie energetycznej normy btedu w kroku zageszczania j:

u§ — ug

o= [IEEN17,  gdzie &= 241‘1 ~ e (3.34)
q; —
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jest przyblizeniem bledu doktadnego e := u®—uj, a u® oznacza wartosci rozwiazania
w weztach nalezacych do elementu e. Norma energetyczna ||| - ||| dotyczy calego
elementu, a nie poszczegdlnych wierzchotkéw, i zdefiniowana jest poprzez wartosé
funkcjonatu w tym elemencie.

Estymacja btedu na podstawie ekstrapolacji Richardsona nie gwarantuje dosta-
tecznej doktadnosci, dlatego zwykle stosuje si¢ bardziej precyzyjne estymatory, jed-
nak cena ich jest wyraznie wiekszy koszt numeryczny. Wyr6zni¢ tu mozna dwie
zasadnicze klasy metod estymacji — rezydualne oraz oparte na rozwigzaniu tzw. lo-
kalnego zagadnienia dla btedu.

3.3.2 Estymatory rezydualne

Btad oszacowuje sie za pomoca rezydudéw liczonych wewnatrz elementow siatki oraz
na ich brzegach [124]— r;, rp. Przyktadowo dla réwnania Poissona o postaci

—VaVu=f

przyblizenie norma energetycznej btedu w elemencie T, ep = |||e”|||? oblicza si¢ jako

_ h% 2 hr 2
Er = — T[dQ_'__ TBdF7
a JT a JoT

gdzie hp to maksymalna dhugos¢ boku elementu 7', r; = f + VaVu, a rezyduum
na brzegu wyznacza uskok sktadowej normalnej gradientu pomiedzy elementem 7' i
jego sasiadem N

rp = ]CanUN - ]CTanT.

Ten typ estymacji btedu nie numerycznie kosztowny, lecz moze nie gwarantowaé
asymptotycznej doktadnosci.

W szczegdlnych sytuacjach czesé btedu pochodzaca od r; (wnetrze elementu)
moze zosta¢ pominicta. Wilasciwos¢ ta dotychczas zostata wykazana dla liniowych
elementéw tréjkatnych [37] .

3.3.3 Estymatory z lokalnym zagadnieniem dla bfedu

Jest to szeroka klasa estymatoréw opartych na poréwnywaniu rozwiazania na bie-
zgcej siatce z rozwigzaniem lokalnych problemow o lepszej aproksymacji, sformuto-
wanych dla poszczegdlnych elementéw.

Poprawe aproksymacji w ogélnosci mozna uzyskac¢ poprzez tzw. rozdrobnienie lub
precyzowanie typu p lub h (p-refinement lub h-refinement), czyli odpowiednio zwiek-
szenie rzedu p elementéw (z reguty z liniowych na kwadratowe) na nie zmienionej
siatce lub zgeszczanie siatki i zmniejszanie kroku h. Do konstruowania estymatorow
btedu z reguly stosuje sie¢ pierwszy typ rozdrobnienia i najczesciej na siatce ele-
mentow liniowych rozwigzywane sa lokalne problemy o aproksymacji kwadratowej,
czyli

e = |||[u® —a®*V||2, gdzie p=1 (3.35)

oraz @? oznacza rozwiazanie kwadratowego problemu lokalnego.
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Warunki brzegowe na elementach powstaja z rozwiagzania problemu globalnego
na biezacej siatce i moga mieé¢ posta¢ warunkéw Dirichleta [5] lub czesciej Neuman-
na [12].

Przedstawiona w [11] odmiana z warunkami Neumanna oparta jest na bazach hie-
rarchicznych (hierarchical bases) i wyréznia sie mozliwoscia wykorzystania estymacji
do doktadniejszej interpolacji rozwigzania w weztach nowo dodanych w trakcie ad-
aptacyjnego zageszczenia. Dysponujac rozwigzaniami lokalnymi o lepszej doktadno-
Sci aproksymacji mozna unika¢ koniecznosci rozwiazywania zagadnienia globalnego
przez kilka nastepnych krokéw zageszczania. Ostatecznie jednak, problem globalny
powinien zosta¢ przeliczony na siatce o docelowej doktadnosci lub inaczej wynik
lokalny mozna bedzie traktowac jedynie jak szacunkowsa ekstrapolacje.
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Rozdziat 4

Generacja siatki

4.1 Charakterystyka geometryczna planarnych
uktadow mikrofalowych

Warstwy metalizacji

Najbardziej charakterystyczng cechg uktadéw planarnych sg cienkie warstwy meta-
lizacji o grubosciach wielokrotnie mniejszych od wymiarow calej struktury. W ukta-
dach monolitycznych grubos¢ warstw przewodzacych moze by¢ 100 razy mniejsza
od samego podtoza. Przy analizie quasi-statycznej wszystkie elementy przewodzace
traktuje sie jak ,dziury”, na ktérych wymuszone sg warunki brzegowe. Dziedzing
analizy jest obszar nieprzewodzacy (dielektryk lub material magnetyczny), z kté-
rego wykrojone sg fragmenty z cienkich warstw przewodnika. We wspolnej cienkiej
warstwie sasiaduja ze soba obszary przeznaczone do dyskretyzacji z obszarami, ktore
dyskretyzacja ma omijac.

Zadawanie dowolnie cienkiej warstwy metalizacji jest ktopotliwe przy dyskrety-
zacji, wymaga bowiem lokalnego rozdrobnienia siatki do wymiarow bliskich grubosci
metalizacji, a w efekcie znacznego wzrostu liczby niewiadomych. Z tego powodu le-
piej jest warstwy bardzo cienkie zastapi¢ gruboscig zerowsg, ktora jednak wymaga
specjalnego traktowania przy dyskretyzacji elementami skonczonymi.

Podtoza

Najczesciej podloze stanowi jedng lub wiecej warstw jednorodnego materiatu izola-
cyjnego uwarstwionych réwnolegle do ptaszczyzny metalizacji — zwykle ponizej, choé
mozliwe sa réwniez naktadki zakrywajace metalizacje. W modelu matematycznym
parametry elektromagnetyczne tych warstw przektadaja si¢ na wspotczynniki row-
nania rézniczkowego. Zaleznie od metody ich rozwiazywania, dyskretyzacja takich
obszaréw musi, powinna lub nie musi odtwarza¢ geometrii uwarstwienia, jednak sil-
ne uskoki wspotezynnikow wystepujace pomiedzy weztami dyskretyzacji prowadzi¢
moga do pogorszenia uwarunkowania numerycznego problemu.

ol
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Zamkniecie

Fizyczne zamkniecie struktury ekranami metalowymi naturalnie ogranicza dziedzine
analizy, co jest niezbedne przy analizie statycznej. Jezeli efekt ekranowania ma by¢
pominiety, to i tak ekrany trzeba umiesci¢, lecz na tyle daleko, aby ich wptyw na
rozktad pola byt faktycznie pomijalny. Powstaja wtedy jednorodne obszary o bardzo
duzych rozmiarach, ktére wraz z oddalaniem si¢ od warstw niejednorodnych powin-
ny by¢ dyskretyzowane bardzo oszczednie, czyli rzadko. W przeciwnym przypadku
numeryczny rozmiar zagadnienia rozro$nie sie znacznie ponad faktyczne potrzeby,
pogarszajac efektywno$¢ metody analizy. Podobna sytuacja wystepuje w struktu-
rach monolitycznych, gdzie podtoza sg bardzo grube w poréwnaniu z warstwami
metalizacji.

4.2 Siatki dla metod elementéw skonczonych

Metody elementéw skonczonych pozwalaja na symulacje zagadnien fizycznych opi-
sywanych przez réwnania rozniczkowe czastkowe w obszarach o praktycznie dowol-
nej konfiguracji geometrycznej. Wynika to z faktu, iz metody te opieraja sie na
dyskretyzacji dziedziny uzyskanej poprzez jej podzial na ,mate” elementy geome-
tryczne o dowolnych ksztattach. Najczesciej sa to trojkaty lub czworokaty w przy-
padku 2-wymiarowym i czworosciany lub nieregularne szesciany dla probleméow 3-
wymiarowych. Elementy przylegaja do siebie $cianami, bokami lub wierzchotkami
tworzac siatke.

Najbardziej podstawowym i oczywistym kryterium doboru siatki elementéw
skoniczonych jest zapewnienie wymaganej doktadnosci dyskretyzacji, czyli przyblize-
nia zagadnienia cigglego jego odpowiednikiem dyskretnym. Siatka z wigksza liczba
elementéw o drobniejszych rozmiarach zmniejsza btad dyskretyzacji, ale staje si¢
bardziej ,kosztowna”. Wzrasta bowiem koszt numeryczny samej generacji siatki,
ale réwniez jej dalszej obrobki, czyli przede wszystkim rozwigzania zagadnienia dys-
kretnego, co wynika ze zwickszenia liczby niewiadomych. Dla elementow pierwsze-
go rzedu jest ona rowna liczbie weztow siatki. Dodatkowo ksztatt elementéw moze
wplywaé na efektywnos$¢ rozwiazywania rownania dyskretnego. Siatka optymalna
jest najlepsza ze wzgledu na okreslone kryteria, ktére spetnia si¢ poprzez dobédr ta-
kich cech charakterystycznych jak metoda generacji, rozmiary elementéw oraz ich
ksztatty i liczba.

4.2.1 Podstawowe typy siatek

Siatki jednorodne

Siatki jednorodne uzyskuje sie z réwnomiernego podzialu dziedziny w kierunkach
poszczegdlnych wspolrzednych (rys. 4.1a). Jest to najprostsza, wiec najmniej kosz-
towna metoda generacji, ktora gwarantuje stata, precyzyjnie kontrolowang, dobra
jakos¢ elementow. Siatki takie maja jednak najgorsze wtasciwosci pod wzgledem od-
twarzania geometrii rozwiazywanego zagadnienia. Dodatkowo, poprzez réwnomierne
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rozmieszczenie weztéw, redukowanie btedu dyskretyzacji wiaze si¢ z zageszczaniem w
catej dziedzinie, podczas gdy przewidywany rozktad przestrzenny rozwigzania moze
wymaga¢ doktadniejszej siatki tylko w okreslonych obszarach.

Siatki regularne

Siatki regularne (structured) powstaja z siatek jednorodnych poprzez dowolna trans-
formacje wspotrzednych, czyli przesuwanie weztéw wedtug okreslonego wzorca (rys.
4.1b). Dopasowanie siatki do dowolnej geometrii jest juz tatwiejsze, cho¢ moze pro-
wadzi¢ do powstawania elementéw o niekorzystnych ksztattach (bardzo wydtuzone
lub sptaszczone). W najprostszym przypadku transformacja moze dotyczy¢ kazdej
ze wspotrzednych niezaleznie, co odpowiada zastosowaniu zmiennego kroku dyskre-
tyzacji w siatce jednorodnej (rys. 4.1c).

Szczegodlna odmiana siatek regularnych sa siatki lokalnie zageszczane, w ktérych
wybrane elementy zostaty podzielone na mniejsze poprzez dodanie punktéw dyskre-
tyzacji w kierunkach wspotrzednych. Zwykle stosuje si¢ je w przypadku niezaleznych
transformacji wspotrzednych. Efekt lokalnego zageszczania mozna réwniez uzyskaé
przez odpowiedni dobér transformacji bez dodawania nowych weztéw, jednak dzieje
sie to kosztem rozrzedzenia w obszarach sasiednich.

Siatki nieregularne

Rozktad, ksztalt i wielkos¢ elementéw na siatce nieregularnej (unstructrured) jest
niezalezny od uktadu wspoétrzednych, dzieki czemu uzyskuje sie petng swobode w
odtwarzaniu dowolnej geometrii modelowanej struktury (rys. 4.1d). Generowanie
siatek nieregularnych jest jednak ztozone, a przez to numerycznie kosztowne. Uni-
wersalne generatory siatek wymagaja implementacji skomplikowanych algorytmoéw,
ktorych tworzenie i rozwijanie stato sie niezalezng dziedzing matematyki stosowane;j.
Gotowe generatory siatek roznig sie miedzy soba dostepnoscia (komercyjne i publicz-
ne), stopniem wszechstronnosci, mozliwoscig kontrolowania parametréow siatki oraz
jakoscig elementéw w siatce. O ile stosunkowo tatwo dostepne sa publiczne genera-
tory 2-wymiarowe, to dla analizy 3-wymiarowej struktur bardzo ztozonych (liczne
dziury) zdecydowanie przewazaja programy komercyjne.

Siatki ztozone

W przypadku zagadnien o znacznym stopniu zréznicowania komplikacji geometrycz-
nej, wewnatrz jednej dziedziny mozna stosowadé kilka réznych technik generacji i
typow siatek w dla réznych podobszaréw. Przyktadowo, w strukturach wielkoskalo-
wych (duza dynamika rozmiaréw elementéw geometrii struktury) dla wielkich ob-
szar6w jednorodnych stosowa¢ mozna siatki regularne, zas w okolicach drobnych
niejednorodnodci i silnych zmian geometrii brzegéw dziedziny — siatki nieregularne.
Wtagdnie planarne uktady mikrofalowe, a szczegélnie monolityczne dobrze nadaja sie
do stosowania siatek ztozonych, gdzie siatki nieregularne mogltyby by¢ uzyte jedynie
w okolicach nieciagtosci.



54 Rozdziat 4 Generacja siatki

SRR
BN

RN NANAN

¢ d

Rysunek 4.1: Przyktadowe typy siatek dwuwymiarowych — jednorodna (a), regularna
(structured) (b,c), nieregularna (unstructured) (d)
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NP

Rysunek 4.2: Tworzenie siatki z paskami zerowej grubosci (linia ciagla) i rozcigciem
dziedziny (linia przerywana). W siatce zmodyfikowanej podwojone wezty rozsunieto
tylko dla potrzeb ilustracji, w rzeczywistosci maja one te same wspotrzedne.

4.2.2 QOgodblne kryteria wyboru siatek
Specyfika geometrii zagadnienia

Jezeli istotny jest koszt generatora siatki (dostepnosé programu i czas generacji), to
nalezy uzalezni¢ typ siatki do stopnia ztozonosci geometrii i jej specyfiki. Nie zawsze
potrzebna jest kosztowna siatka nieregularna. W przypadku struktur planarnych o
prostokatnych elementach metalizacji powinna wystarczy¢ siatka regularna, co przy
analizie trojwymiarowej moze przynies¢ wymierne oszczednosci kosztéw generacji.

Jak wspomniano wczesniej, szczegdlnym przypadkiem geometrii sg struktury za-
wierajace obiekty o zerowej grubosci. Moga to by¢ paski na tyle cienkie, ze bardziej
optaca sie pomingé ich grubosé lub specjalne rozciecia dziedziny stosowane w analizie
rozkladu magnetycznego potencjatu skalarnego [96]. Siatka musi by¢ wtedy genero-
wana wymuszajac przebieg brzegéw elementéw tam, gdzie ma by¢ cienki pasek lub
rozciecie. Nastepnie siatka zostaje zmodyfikowana przez podwojenie weztéw dyskre-
tyzacji (bez zmiany wspéhrzednych) w tych przekrojach i zwiazanie ich z elementami
(trojkaty lub czworosciany) po przeciwnych stronach (rys. 4.2).

Optymalny ksztatt siatki

Nalezy znalez¢ kompromis pomiedzy nastepujacymi postulatami:
e mala liczba elementéw (mniej zmiennych)
e gesta siatka (lepsza doktadnos¢ dyskretyzacji)

e dobry ksztalt elementéw (trojkaty bardzo rozwarte pogarszaja zbieznosé)
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Najlepszym podejsciem taczacym dwa pierwsze warunki jest siatka adaptujaca sie
do przestrzennego rozktadu rozwigzania. Wtedy dogeszczana bedzie lokalnie, tam
gdzie wystepuja odpowiednio silne gradienty rozwigzania. Trzeba jednak wczesniej
znaé owo rozwigzanie. Adaptacyjne metody wielosiatkowe startujac z siatki rzadkiej
prowadza zageszczanie na podstawie estymacji btedu dotychczasowej dyskretyzacji.
Przy hierarchicznym algorytmie zageszczania, siatki rzadkie (z poprzednich krokéw
zageszczania) pamietane sa i wykorzystywane do korekeji rzadka siatka w cyklu-V.
Sam algorytm zageszczania przejmuje na siebie znaczna czesé funkcji generatora
siatki.

4.2.3 Woybor siatek dla metod wielosiatkowych

Istotg metod wielosiatkowych jest cykliczne korygowanie wektora btedu na siatkach
rozrzedzonych. Mozna je tworzy¢ w dwdch zasadniczych trybach:

e generowanie siatki najrzadszej i jej sukcesywne dogeszczanie w cyklu FMG
(rys. 2.7)

e generowanie docelowej siatki doktadnej i jej geometryczne rozrzedzanie

Pierwsze podejscie jest atrakcyjne ze wzgledu na mozliwosé wlaczenia w cykle wie-
losiatkowe algorytmu adaptacyjnego zageszczania. Tworzenie siatki rzadkiej (zgrub-
nej) nie musi wiec zapewnia¢ wymogu minimalizowania bledu dyskretyzacji, czyli
jest prostsze i moze by¢ wykonywane nieskomplikowanymi i szybkimi generatorami
siatek regularnych.

Siatka najbardziej zgrubna (na najnizszym poziomie cyklu wielosiatkowego) po-
winna spetnia¢ dwa rywalizujace ze soba wymagania:

e ma by¢ mozliwie najrzadsza — glebsza korekcja btedu na siatce rzadkiej, wiec
skuteczniejsze eliminowanie wolnozmiennych sktadnikow btedu i szybsza zbiez-
nos¢é

e nie moze by¢ zbyt rzadka — pogorszenie jakosci elementéw w siatce przez nad-
mierne wydtuzenie i splaszczenie elementéw (trojkatéw lub czworoscianéw),
co spowalnia zbieznosé

Stopien rozrzedzenia siatki w klasycznych metodach z elementami skonczonymi jest
naturalnie ograniczany geometryczna konfiguracja brzegéw dziedziny (warunkéw
brzegowych), do ktérych musi byé dobrze wpasowana. Krzywoliniowe fragmenty
brzegu narzucaja w klasycznych metodach elementéw skonczonych koniecznosé roz-
drobnienia siatki, zbyt zgrubne bowiem przyblizenie tukéw i krzywych powierzchni
odcinkami prostymi i ptaszczyznami zwicksza btad dyskretyzacji juz na etapie sa-
mego formutowania zagadnienia. Inaczej jest w metodach wielosiatkowych, gdzie
zgrubne siatki stuza jedynie do ,rozruszania” wolnozmiennych sktadowych btedu —
nie musza wiec wiernie odwzorowywaé geometrii warunkoéw brzegowych. W trakcie
zageszezania siatka musi jednak adaptowac si¢ do ich krzywizn tak, by zapewni¢ na
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Rysunek 4.3: Adaptacyjne precyzowanie geometrii poprzez zageszczanie weztow dys-
kretyzacji na krzywoliniowych brzegach — siatka poczatkowa (24 wezty) i siatka po
8 krokach zageszczania (664 wezly).

najwyzszym poziomie (siatka najdoktadniejsza) dostateczng wierno$¢ odtwarzania
brzegéw zagadnienia ciagtego (rys. 4.3).

Metody wielosiatkowe pozwalaja wiec osiggnaé optymalng dyskretyzacje po-
przez:

e adaptacyjne dopasowanie siatki do rozktadu rozwigzania

e adaptacyjne dopasowanie siatki do geometrii warunkow brzegowych.

4.3 Przyktadowe generatory siatki trojwymiarowej

Przedstawione przyktadowe generatory siatki trojwymiarowej przeznaczone sa do
tworzenia rzadkich siatek na potrzeby adaptacyjnej metody wielosiatkowe;j.

4.3.1 Generacja siatki regularnej — program tri2tet

Warstwowa struktura mikrofalowych uktadéw planarnych pozwala zasadniczo zredu-
kowaé koszt generacji siatki tréjwymiarowej (3D). Opracowano oryginalna procedure
— program tri2tet — generowania regularnej czworosciennej siatki 3D na podstawie
tréjkatnych siatek dwuwymiarowych (2D) zadanych pomiedzy poziomymi warstwa-
mi struktury. Warstwy wyznaczone sg przez fizyczny rozktad materiatow, ale moga
tez by¢ sztucznie stworzone wewnatrz obszaréow jednorodnych, aby wymusi¢ drob-
niejsza dyskretyzacje. Siatki na wszystkich granicach warstw sa topologicznie jedna-
kowe — wezty moga by¢ przesuwane, ale tak zeby taczac je poprzecznie do ptaszczyzny
warstw, elementy 2D na obu granicach poziomych kazdej warstwy utworzyly piecio-
Sciany (graniastostupy) o réwnolegtych podstawach tréjkatnych. Kazdy piecioscian
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Rysunek 4.4: Tworzenie uwarstwionej siatki trojwymiarowej z siatki dwuwymiarowej
— przyktad pojedynczej warstwy

jest nastepnie dzielony na trzy czworosciany. Wezesniej siatki trojkatne musza by¢
odpowiednio uporzadkowane, tak aby czworosciany przylegajacych do siebie pie-
cioScianow mialy wspolne krawedzie. Na rysunku 4.4 przedstawiono przyktadowsa
pojedyncza warstwe siatki 3D.

4.3.2 Generacja siatki nieregularnej — program NETGEN
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Rysunek 4.5: Siatki wygenerowane przez program NETGEN — najrzadsza (123 wezty
czas generacji 2.6 sek) i umiarkowanie gesta (634 wezty, czas 12.3 sek)

Jest to program upubliczniony dla zastosowan niekomercyjnych [115], do gene-
racji nieregularnych siatek czworosciennych. Jego podstawowymi zaletami sg:

e dostepnos¢

e uniwersalnos¢ — zdolno$¢ generowania siatek dla bardzo skomplikowanych
struktur z wieloma wydrazeniami

e czytelny interfejs graficzny — mozliwo$¢ doktadnej inspekeji geometrii 3D oraz

wygenerowanej siatki
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e dobra kontrola stopnia zageszczenia siatki

e wygodny jezyk opisu geometrii struktury — struktura tworzona jest przez ta-
czenie prymitywow trojwymiarowych przy pomocy operacji mnogosciowych

e whudowana ,sktonnos¢” do rozrzedzania siatki — program stara sie maksymal-
nie rozrzedzaé siatke wszedzie tam, gdzie geometria struktury na to pozwa-
la zachowujac przy tym minimalng zadana jakosé elementéw (unikanie zbyt
ostrych i zbyt rozwartych katéw); program byt stworzony z mysla o stosowaniu
go dla potrzeb metod wielosiatkowych

Przyktadowa definicja struktury zagietego paska z rozcieciem dziedziny (rys. 4.5)
podano ponize;j.

algebraic3d
##Zagiecie z rozcieciem: pasek t=0.24

solid cube = orthobrick( 0,0,0; 1,1,1) -bc=0;
solid down = plane (0, 0.48, 0; 0, 1, 0) -bc=0;
solid right = plane (0.4, 0, 0; -1, 0, 0.1) -bc=111;
solid back = plane (0, 0, 0.6; 0, 0, 1) -bc=111;
solid cubeup = cube and not down -bc=201;
solid stripleft = plane (0.7, 0, 0; -1, 0, 0)
and plane (0, 0, 0.5; 0, 0, 1) ;
solid stripright = plane (0.3, 0, 0; -1, 0, 0)
and plane (0, 0, 0.8; 0, 0, 1)
and plane (0.3, 0, 0.5; -0.5, 0, 0.2) ;
solid strip0 = not stripleft and stripright
and plane (0, 0.72, 0; 0, 1, 0) -bc=203;
solid strip = stripO and cubeup;
solid gora = cubeup and not stripO;
solid dollewo = cube and down
and not (right and back) -bc=202;
solid dolprawo = cube and down and right and back -bc=202;

tlo gora -col=[0, 0, 1] -transparent;

tlo dolprawo -col=[0.5, 0, 1] -transparent;
tlo dollewo -col=[0, 0.5, 1] -transparent;
tlo strip -col=[1, 0.5, 0] ;

4.3.3 Porbéwnanie siatek i generatorow

Poprawianie stopnia rozrzedzenia siatki

Podstawowym problemem w stosowaniu automatycznych generatoréw siatek niere-
gularnych dla celow metod wielosiatkowych jest generowanie siatki mozliwie rzad-
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kiej. W programie NETGEN, ktorego szczegdlna zalety jest mozliwo$¢ wygodne-
go sterowania gestoscia siatki (wstepnie ustawione poziomy — very coarse, coarse,
moderate, fine, very fine), stopien rozdrobnienia zalezy bezposrednio od najmniej-
szych wymiaréw elementéw dyskretyzowanej struktury. Wynika to z wbhudowanego
mechanizmu poprawiania jakosci wygenerowanych elementéw, ktéry automatycznie
podzieli bardzo wydtuzone lub sptaszczone elementy na wiele mniejszych o lepszych
ksztattach, co wymusza z kolei dalsze rozdrabnianie siatki w ich sasiedztwie. Jest
to najwazniejsza kwestia w dyskretyzacji struktur planarnych o cienkich paskach
lub waskich szczelinach. W siatce regularnej (program tri2tet) ograniczenie ta-
kie nie istnieje, gdyz podczas generacji nie kontroluje si¢ jakosci elementoéw, mozna
wigc uzyskac siatke bardzo rzadka o dowolnie ,ztych” elementach, czego przyktadem
moze by¢ struktura z rys. 4.6.

Rysunek 4.6: Trojwymiarowa siatka regularna z programu tri2tet dla rozwartego
konca linii koplanarnej (potowa struktury symetrycznej) — siatka poczatkowa i siatka
po 4 krokach adaptacyjnego zageszczania.

Azeby poprawi¢ rozrzedzenie najbardziej zgrubnej siatki generowanej przez
NETGEN kosztem pewnego pogorszenia elementow, mozna do dyskretyzacji za-
da¢ strukture o sztucznie pogrubionych paskach, a nastepnie przesunaé¢ wezty na ich
powierzchni uzyskujac zadana grubos¢ (rys. 4.7). Taka transformacja siatki z pogru-
bionymi paskami moze obejmowac¢ réwniez dowolnie odlegle sasiedztwo przesuwane;j
powierzchni tagodzac tym samym nieco efekt deformacji elementow.

Wptyw grubosci paska

Analizowano strukture zagiecia mikropaskowego przedstawiong na rysunku 4.8.
Whplyw grubosci paska (warstwy metalizacji) wyrazonej wzgledem wysokosci ca-
tej struktury jako ¢, = % na parametry siatki generowanej przez NETGEN przed-
stawiono w tabeli 4.1. W programie tri2tet grubo$¢ paska nie wptywa na liczbe
wezlow ani na czas generacji (tab. 4.2). Stata, niezalezna od grubosci paska maksy-
malna wartos¢ katéw miedzy Scianami czworoscianéw wynika z regularnosci siatki
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Rysunek 4.7: Poprawa rozrzedzenia siatki (z lewej) poprzez transformacje siatki z
pogrubionymi paskami (w $rodku). Siatka najrzadsza wygenerowana automatycznie
ma 96 wezléw, a siatka rozrzedzona (z prawej) — 28.

| tr=t/H | 02 | 01 | 0.05 ] 0.02 | 0.01 |
liczba weztow 28 56 96 221 338
czas generacji [s] 1.2 1.5 2.2 4.7 7.1
tréjkaty: min kat[°] 123 | 11.2 | 10.2 | 3.8 2.5

tréjkaty: max kat|°] 134.0 | 138.4 | 137.9 | 163.1 | 152.6
czworosciany: min kat[°] || 11.6 | 10.4 | 12.8 | 4.4 2.4
czworosciany: max kat[°] || 152.1 | 155.7 | 158.9 | 166.7 | 168.9

Tabela 4.1: Parametry siatki najrzadszej (very coarse) z programu NETGEN przy
zmianie grubosci paska.

poczatkowej, jednak przy adaptacyjnym zageszczaniu katy rozwarte wyrazniej rosng
dla cienkich paskéw, niebezpiecznie zblizajac si¢ do 180°.

Wptyw siatki poczatkowej na zbieznos¢ rozwigzania

Poréwnano profile zbieznosci adaptacyjnej metody wielosiatkowej o schemacie FMG
dla struktury zagiecia mikropaskowego z rys. 4.8 o réznych grubosciach paska. Siatki
poczatkowe wygenerowane przez tri2tet maja 64 wezty i roznia sie przede wszyst-
kim stopniem sptaszczenia elementéw w warstwie metalizacji. Wyniki zestawione w
tabeli 4.4 zawieraja liczbe weztéw po maksymalnym kroku zageszczania — rozmiar
dostepnej pamigci pozwalat na przeprowadzenie 9 krokow.

Zaobserwowanym skutkiem ztego ksztaltu elementéw (bardziej sptaszczone ele-
menty dla ciefiszych paskéw) bylo wydtuzenie rozwigzywania ukladu réwnan po
kazdym kroku zageszczania (liczba iteracji i czas rozwiazania) oraz pogorszenie do-
ktadnosci dyskretyzacji (btad estymowany)[4]. Wstepne zageszczenie siatki z 64 do
100 weztéw spowodowato poprawe zbieznosci dla najcienszego paska dzigki lepszemu
ksztattowi elementow, ale réwniez pogorszenie doktadnosci przez gorzej dopasowang
siatke (wstepne zageszczenie nie bylto adaptacyjne).
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t.=t/H 0.2 0.1 0.05 | 0.02 | 0.01
poczatek: min kat[°] | 15.8 | 11.1 | 5.7 2.3 1.1
poczatek: max kat[°] | 150.5 | 150.5 | 150.5 | 150.5 | 150.5

5 krok: min kat[°] 7.7 5.3 2.8 1.1 0.4
5 krok: min kat[°] 159.6 | 169.3 | 174.6 | 177.8 | 179.1

Tabela 4.2: Parametry siatki (katy w czworoscianach) z programu tri2tet — po-
czatkowej oraz po 5 krokach adaptacyjnego zageszczania — przy zmianie grubosci
paska. Liczba weztéw w siatce poczatkowej jest stala i wynosi 64, a czas generacji

jest pomijalny.

‘ typ generacji

H najrzadsza ‘ rzadka ‘ srednia ‘ transf. 1 ‘ transf. 2 ‘

liczba weztow 338 632 1808 96 28

czas generacji [s] 7.1 12.1 33.4 2.2 1.2

tréjkaty: min kat[°] 2.5 3.2 5.8 2.1 1.0
tréjkaty: max kat|[°] 152.6 170.5 | 1534 171.2 121.0

czworosciany: min kat|[°] 24 2.7 4.4 3.2 1.1
czworosciany: max kat[°] 168.9 171.1 | 161.1 174.0 139.1

Tabela 4.3: Parametry siatki z programu NETGEN w zaleznosci od sposobu genera-
cji. dla paska t, = 0.01. Siatki transformowane 1 i 2 tworzone sa z siatki najrzadszej
dla ¢, = 0.05 1 0.20.

wezty poczatkowe 64 100
t.=t/H 0.01 | 0.02 | 0.05 | 0.10 | 0.20 | 0.01 | 0.05
wezly 74367 | 72172 | 71969 | 68414 | 64718 | 62961 | 64994
iteracje 47 41 32 27 27 41 33
czas 16.4 13.7 9.1 6.3 6.1 10.9 7.8
blad [%] 0.94 | 0.89 | 081 | 0.79 | 0.79 | 1.25 | 1.06

Tabela 4.4: Wplyw grubosci metalizacji na przebieg rozwiazania. Czasy i liczby

iteracji sa skumulowane w zakresie do 9 kroku
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Rozdziat 5

Ekstrapolacyjne poprawianie
rozwigzania

Przyblizone rozwiazania zagadnien rozniczkowych i catkowych, otrzymane po dys-
kretyzacji problemu cigglego na siatce elementéw lub roéznic skoriczonych o rosnacym
zageszezeniu punktow dyskretyzacji, tworza cigg zbiezny do rozwigzania doktadne-
go. Ekstrapolacyjne poprawianie rozwigzania prowadzi do przyspieszenia zbieznosci
tego ciggu, co w praktyce oznacza redukcje bledu dyskretyzacji bez koniecznodci
dalszego zageszczania siatki. Sytuacja taka typowa jest wtasnie dla metod wielosiat-
kowych, gdzie operuje si¢ sekwencjag stopniowo zageszczajacych sie siatek.

Przedstawione ponizej rozwazania zorientowane sa na poprawe doktadnosci przy-
blizenia catkowitej energii pola elektrycznego i magnetycznego otrzymanej na pod-
stawie rozwigzania rownania Laplace’a adaptacyjng metoda wielosiatkowa z linio-
wymi elementami skonczonymi.

5.1 Ekstrapolacja Richardsona

Ekstrapolacja Richardsona polega na przewidywaniu lepszego przyblizenia rozwia-
zania, jakie otrzymatoby sie na siatce o wigkszej doktadnosci dyskretyzacji bez ko-
nieczno$ci rozwigzywania zagadnienia na tej siatce, lecz jedynie na podstawie profilu
zbieznosci odtworzonego z rozwigzan na siatkach o mniejszej gestosci, a wiec otrzy-
manych zdecydowanie mniejszym kosztem numerycznym.

Niech F'(h) oznacza przyblizenie rozwiazania doktadnego F' = F'(h)+ R(h) otrzy-
mane na siatce o gestosci dyskretyzacji mierzonej dtugoscia kroku h. Reszta R(h)
okresla zarazem btad dyskretyzacji i jest rzedu O(h") dla r > 1. Przy h — 0 maleje
btad e(h) = R(h) — 0, ale jednocze$nie gwaltownie rosnie koszt obliczenia F'(h).
Oprocz tego zaczynaja uwidaczniac sie¢ btedy zaokraglen, ktore uniemozliwiaja do-
wolne poprawianie doktadnosci przyblizenia F' poprzez dalsze zageszczanie siatki.

Ekstrapolacja Richardsona jest mozliwa, gdy potrafimy skonstruowaé¢ oszaco-
wanie asymptotyczne bledu e(h), czyli rozwiniecie w szereg potegowy wzgledem h.

65
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Wtedy

F o= )+ el + Ru(h) (5.1)

i=1
e(h) = Y eh” + R(h),
i=1

gdzie 0 < p; < py < -+ < pp oraz R, (h) =O(h") dlar > p
Znajac rozwiazanie F'(qh) na rzadszej siatce o kroku gh (¢ > 1) mozna wyelimi-
nowaé z rozwiniecia (5.2) pierwszy wyraz otrzymujac

F=FY(h)+ > e + R, (h)
i=2
gdzie FM(h) wyznacza si¢ wedtug formuty

F®(h) — F®(gh)
qPr — 1

F*D(py = F® () + (5.3)
dla F(h) = FO(h).

Wielokrotne stosowanie zaleznosci (5.3) dla k < m — 1 stanowi iterowang eks-
trapolacje Richardsona i prowadzi w kazdym kroku do eliminowania z szeregu roz-
winiecia (5.2) kolejnych wyrazéw, co daje

F= +Z ih"" + Ry (h)

i=k+1

Oznacza to coraz dokltadniejsze przyblizenie rozwiazania

F = F®(h) + Ry (h) (5.5)
z btedem Ry 1(h) = O(h"), gdzie r > pri1.
Parametry siatek h na kolejnych poziomach zageszczania j = 0,1,...,n tworza

ciag h € {h;}. We wzorze (5.3) wspélczynnik ¢ moze zmieniaé¢ si¢ w miare postepu
zageszezania, czyli ¢ = g, gdzie hj_; = ¢;h; dla j > 1.

Ciag iteracji Richardsona {F®(h,)}, (k= 1,2,...,m) na siatce najdoktadniej-
szej h,, mozna traktowac jako kontynuacje ciagu rozwiazan {F'(h;)}; otrzymywanych
na kolejno zageszczanych siatkach o malejacych krokach h;.

F'(ho)
F(hy) | FO(hy)

.g : :
SRy | FO) - FO)
S : : (5.6)
I F(hy) | FYhy,) - F®(h,) --- F(m)(hm)
F(hy) F(l)(hn) .. F(k)(hn) .. F(m)(hn)

ekstapolacja —
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Do wykonania pelnego cyklu iterowanych ekstrapolacji konieczne jest, aby n >
m, oraz aby byly skonstruowane réwniez ciagi {F® (h;)}y, dla k = 1,2,...,4, na
siatkach posrednich dla j =n—m+1,n—m+2, ..., n. Ciagi ekstrapolacyjne moga
tez by¢ tworzone poczawszy od pierwszego zageszcezenia siatki, dla 7 =1,...,n, tak
jak w schemacie (5.6)

Skuteczno$¢ iterowanych ekstrapolacji Richardsona w poprawianiu doktadnosci
przyblizenia F'(h,) wzrasta wiec wraz z liczba wyrazéw asymptotycznego rozwiniecia
jego bledu (5.2). Dlugos¢ tego szeregu nie jest jednak dowolna i zalezy od metody
dyskretyzacji zagadnienia ciggtego.

5.1.1 Asymptotyczne rozwiniecie bfedu

W rownaniach rézniczkowych czastkowych najprostszym przypadkiem jest dyskre-
tyzacja réznicami skonczonymi z rownomiernym krokiem, gdzie doktadnos¢ metody
wynika z btedu réznicowego przyblizenia pochodnych. Mozna go rozwinaé¢ w szereg
o dowolnej dtugosci m:
Ou  u(r+h)—u(x—h)
or 2h

+ 3 eh* + O(R™), (5.7)
i=1
W praktyce dtugos¢ rozwinigcia, jakg mozna wykorzysta¢ do ekstrapolacji jest ogra-
niczona liczbg siatek rozrzedzonych, na ktérych znane jest rozwiazanie problemu, co
w metodach wielosiatkowych odpowiada liczbie wykonanych krokéow zageszczania.
Bardziej ztozonym zagadnieniem jest asymptotyczne oszacowanie btedu w me-
todach elementéw skonczonych. Na jego doktadno$¢ i posta¢ wptyw maja takie
czynniki jak rzad elementow (liniowe czy wyzszego rzedu), regularnosé siatki, spo-
s6b definiowania parametru siatki h, czy geometria dziedziny problemu. W jednym
z najprostszych przypadkow, dla dwuwymiarowego skalarnego réwnania Poissona
—Au = f 7z warunkami Dirichleta na brzegu 02 wypuktego wieloboku o réwnomier-
nej siatce trojkatnych elementéw liniowych znane jest z [20] nastepujace rozwiniecie
btedu rozwigzania w weztach z

w(z) = un(2) + erh? + Ru(2), gdze  Ra(2) = O(h*In %) (5.9)

Parametr h okresla rozmiar trojkatéw i zdefiniowany jest jako $rednia geometrycz-
na Srednic okregdéw opisanych na tréjkatach i wpisanych w nie. Dysponujac jednym
wyrazem rozwiniecia mozna wykonac tylko jedna iteracje ekstrapolacji Richardsona.
Blad u(z) — up(z) = O(h*In 1) zostanie wéwczas zredukowany do O(h*In 1). Bar-
dziej staranna analiza w [20] pozwolita uzaleznié reszte Ry,(z) od geometrii dziedziny,
a $cislej od najwickszego wewnetrznego kata w na 02, oraz wydtuzy¢ rozwiniecie
(5.8) do dwoch wyrazow:

u(z) = un(2) + 3 eh® + O(pminlmininlid), (5.9)
i=1
gdzie m = 1,2. W najlepszym przypadku, kiedy w = 7/2 (prostokat) i wykonamy
dwa kroki ekstrapolacji (m = 2), doktadno$¢ rozwiniecia (5.9) jest O(h®). Dla brzegu
o katach dochodzacych do 7 reszta Ry,(z) wzrasta do O(h%) (O(h?) przy m = 1).
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W [20] rozwazane sa réwniez dwa inne rodzaje siatek. Dla siatki kawatkami jed-
norodnej (réwnomierne podsiatki w makrosiatce dowolnych tréjkatéw) reszta roz-
winiecia jednolementowego (m = 1) wynosi O(h*In %) Kiedy brzeg 0f jest krzywo-
liniowy i nie pozwala na utworzenie siatki kawatkami jednorodnej, reszta rosnie do

O(h*In +).

5.2 Ekstrapolacja Aitkena

Ogolna koncepcje ekstrapolacji Richardsona polegajaca na kontynuacji ciagu rozwia-
zan wykorzystuje ekstrapolacja Aitkena. Inaczej jednak niz w metodzie Richardsona,
nie odtwarza si¢ profilu zbieznosci w funkeji parametru dyskretyzacji {F(h;)}, lecz
tylko wewnetrzny profil samego ciagu rozwigzan {F;}. Ciag ten musi wiec wykazy-
wac jakas regularnosé zbieznosci, a konkretnie wymagane jest, aby réznice pomiedzy
kolejnymi wyrazami {F; — Fj_,} tworzyty w przyblizeniu ciag geometryczny [19]

Iy — Fja

— 2~ ~ const. 5.10
o (5.10)

q =
Z tego powodu ekstrapolacja Aitkena nosi tez nazwe ekstrapolacji wyktadnicze;j.

Doktadna granica ciagu {F}}
lim £y = Fy

J—00

moze by¢ oszacowana jako FJQ ~ Iy, gdzie

(F; — Fj1)?

FO— F.
J J F]—QF],1+F],2

(5.11)

tworza clag szybciej zbiezny do Fy niz {F;}, tym bardziej im lepiej spelniony jest
warunek (5.10). W praktyce oznacza to konieczno$é zachowania statego geometrycz-
nego postepu zageszcezania siatki.

Przy tych zalozeniach ekstrapolacje Aitkena stosowano w [102] do dwuwymiaro-
wej analizy falowodéw optycznych metoda elementow skonczonych na siatce rowno-
miernie zageszczanej. W przypadku zageszczania adaptacyjnego spetnienie przybli-
zenia (5.10) moze byé¢ w praktyce bardzo utrudnione lub zbyt stabe do osiagniecia
skutecznej ekstrapolacji.

5.3 Ekstrapolacja energii

W specyficznych zagadnieniach modelowania, gdzie rozwiazanie poszukiwane jest
w postaci catkowitej energii zwigzanej z analizowang strukturg zadanie poprawy
doktadnosci poprzez ekstrapolacje moze zostaé¢ sprowadzone do samej normy ener-
getycznej funkcji u, zamiast jej pelnego rozktadu przestrzennego. W metodach z
elementami skonczonymi, gdzie wariacyjne sformulowanie problemu oparte jest na
funkcjonale energetycznym, obliczanie normy energetycznej odbywa sie bez wiek-
szego dodatkowego naktadu numerycznego. W przypadku zas algorytméw z adap-
tacyjnym zageszczaniem siatki (jak w adaptacyjnych metodach wielosiatkowych)
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zaré6wno energia catkowita jak i zwigzana z poszczegdlnymi elementami dostepna
jest juz ,za darmo”, gdyz musiata by¢ obliczana wczesniej do oceny rozktadu btedu
i sformutowania globalnego kryterium zbieznosci.

Zagadnienie brzegowe dla eliptycznych réwnan rézniczkowych czastkowych ze
wzgledu na nieznana funkcje u mozna zapisa¢ w ogdlnej postaci operatorowe;j

Lu=f dla u, feH (5.12)

gdzie L jest operatorem liniowym okreslonym na przestrzeni Hilberta H.

Dla operatoréw £ symetrycznych i dodatnio okreslonych (SPD) rozwiazanie tego
zagadnienia u, moze by¢ poszukiwane poprzez sformulowanie wariacyjne [132] o
postaci

F(u,) = minF(u), gdzie

ueH

Fu) = 5 ((Cuu) = (fu) — (/) (513)

a w przypadku rzeczywistych funkcji u i f
1

Funkcjonal F'(u) przyjmuje w rozwiazaniu u, wartosé

F(u,) = %(ﬁuo,uo),

co pozwala przeksztatci¢ (5.13) do postaci

Flu) — F(uy) = %([,(u —uy), (u—up)) VueH (5.15)

Korzystajac z definicji normy energetycznej w H skojarzonej z operatorem L:
lulll ==/ (Lu, u),
otrzymuje sie
1
Fuo) = F(u) = S llu = ol (5.16)

gdzie e := u—u, oznacza btad, z jakim pewna funkcja u przybliza doktadng wartos$c¢
rozwigzania u,.

5.3.1 Ekstrapolacja Richardsona dla energii

Mozna przyjaé, ze profil zbieznosci dla normy energetycznej rozwigzania |||u,||| na
siatce h; (po j krokach zageszczania) dla calej dziedziny jest taki jak dla u; w
weztach siatki. Wtedy ekstrapolacja Richardsona dla normy moze byé¢ wykonana
korzystajac z rozwiniecia (5.8), czyli energia po jednym kroku ekstrapolacji

1 1 sl = ety 11\
1 il — w1
Wiy = =S = = (gl + : (5.17)
J
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Okazuje sie, ze bardzo zblizony rezultat otrzymuje sie przy ekstrapolacji wykonanej
bezposrednio z kwadratu normy energetycznej

—~ 1 1
Wry ~ gl

T (e Ml Tl
Ty = 5 (t+ LAl 5.15)

co mozna przedstawi¢ za pomoca energii W; = 1|[ju;|?
Wj — Wj_l

q; — 1

Wr; =W, + (5.19)

Doktadnos¢ tego przyblizenia ekstrapolacji zdecydowanie (o ponad rzad wielkosci)
przewyzsza samg doktadno$¢ aproksymacji rozwigzania u; mierzong estymowanym
bledem energetycznym e; (kwadrat normy energetycznej bledu). Przyktadowo dla
tréjwymiarowego réwnania Laplace’a w szeScianie 1x1x1 z wydrazeniem w ksztatcie
zagigtego paska o grubosci 0.05 wzgledna réznica energii pomigdzy sformutowaniem
doktadnym (5.17) i przyblizonym (5.18) dw, ; = (Wg; — Wg,;)/Wr; zalezy od €; w
nastepujacy sposob:

€j  Owp,
10.5% 1.40%
5.3% 0.30%
2.4% 0.06%

Ekstrapolacja energii moze by¢ stosowana w dwoch wariantach — globalnie dla
catkowitej energii lub lokalnie dla energii zwigzanej z poszczegdlnymi elementami.
Pierwsze podejscie jest prostsze, lecz narazone na btad wynikajacy z koniecznosci po-
stugiwania si¢, przy wyznaczaniu wspotczynnika ¢;, wspolng, usredniong wartoscig
kroku h dla catej siatki. Nie ma przy tym potrzeby okreslania bezwzglednej wartosci
kroku siatki, lecz jedynie relacje do wartosci z poprzedniego kroku zageszczania, po-
stugujac si¢ w zamian liczbg weztéw N;. Wobec tego srednig warto$¢ wspotezynnika

hj—l

¢ = (5.20)

J

1
N\
w35 (5.21)

J

mozna liczy¢ jako

gdzie d jest wymiarem przestrzennej dziedziny problemu (d = 1,2, 3).

Przy adaptacyjnym zageszczaniu siatki nalezy oczekiwaé znacznych roznic w
rozmiarach elementéw w obrebie catej siatki. Co wiecej, roznice te zmieniajac sie
w miare zageszczania, nie odzwierciedlaja doktadnie rozktadu zmian energii. Czes¢
elementow o btedach nieco ponizej wartosci progowej zostanie rozdrobniona dopiero
w nastepnym kroku zageszczania powodujac skumulowanie efektu korekcji energii
przypadajace na jednokrotng zmiane rozmiaru tych elementéw. Mozna spodziewac
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si¢ wiec, ze zmiany energii liczone rytmem usrednionej zmiany kroku siatki beda na
przemian spowalniane i przyspieszane. Inaczej méwige, wspotczynnik ¢; usredniony
na podstawie liczby wezléw bedzie na zmiane za duzy lub za malty, co wywota
oscylacje w profilu zbieznosci energii ekstrapolowanej.

5.3.2 Korekcja energii btedem estymowanym

Jezeli u otrzymuje sie, jako przyblizone rozwiazanie wuy, dla problemu (5.12) zdyskre-
tyzoawnego metoda elementéw skonczonych na siatce o parametrze h, to e, = up—u,
oznacza btad dyskretyzacji (aproksymacji), ktérego norme energetyczna szacuje sie
za pomoca estymatoréw bledu (podrozdzial 3.3)

en & [lenlll*.

Korzystajac z (5.16) doktadna wartosé funkcjonatu energetycznego F' dla rozwiaza-
nia u, mozna oszacowac jako

Fluy) ~ F.(u,) ::p(uh)-%gh. (5.22)

Dla zagadnien, w ktorych funkcjonal F' ma fizyczng interpretacje energetyczng
zaleznos¢ powyzsza wyraza korekcje energii bledem estymowanym:

1 1
Wg=W — 25 gdzie W := §|||uh|||2 (5.23)

Wg oznacza energie skorygowang o poprawionej doktadnosci oraz
W e{W;}, Wge{Wg,}.
Jezeli doktadnosé estymatora btedu okresla reszta R.(h), czyli
llenlll* = en + Re(h),

to réwniez

F(uo) = F.(u,) + Re(R).

Dla poprawnosci korekeji (5.23) wymagana jest jak najlepsza asymptotyczna do-
ktadnosé estymatora ey, czyli w idealnym przypadku R.(h) — 0 dla h — 0.

Nalezy zauwazy¢, ze korekcje btedem estymowanym mozna uznaé¢ za odmiane
ekstrapolacji. Wida¢ to na przyktadzie ekstrapolacji Richardsona. Przy jednowyra-
zowym rozwinieciu bledu (5.8) ekstrapolacje Richardsona (5.2) dla rozwigzania u,
na siatce h; po j-krotnym zageszczaniu zapisujemy analogicznie do (5.17) w formie
korekeji

Uy & ug.l) = u; — eV (5.24)
btedem przyblizonym
m_ %t
et = g1 (5.25)
Zaleznosé (5.25) bywa wykorzystywana do konstruowania prostych estymatoréw ble-
du (podrozdziat 3.3.1), co dodatkowo potwierdza analogie pomiedzy ekstrapolacja i
korekcja btedem.
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5.3.3 Ekstrapolacja Richardsona dla energii skorygowanej bfe-
dem estymowanym

Korekeja energii btedem estymowanym wedtug zaleznosci (5.23) prowadzi do nowego
ciagu przyblizen, ktorego doktadnosé mozna prébowaé jeszcze bardziej poprawi¢ za
pomoca ekstrapolacji Richardsona.

W przypadku zastosowania estymatoréw z lokalnym zagadnieniem dla btedu,
algorytm korekcji korzysta z poréwnania biezacego rozwigzania z rozwigzaniem o
lepszej aproksymacji (3.35). Prowadzi zatem do przyblizonego odtworzenia normy
energetycznej lokalnego rozwigzania z elementami kwadratowymi. Mozna wiec ocze-
kiwac, iz doktadnos¢ takiej korekcji bedzie zblizona do doktadnosci aproksymacji
problemu globalnego z elementami kwadratowymi. Podobne tez powinno by¢ rozwi-
niecie asymptotyczne btedu. Jednakze w literaturze matematycznej brakuje opraco-
wan na ten temat, a nawet dotyczacych asymptotycznego rozwiniecia btedu dyskre-
tyzacji elementami kwadratowymi samego problemu globalnego.

Zaproponowana tu koncepcja poprawy doktadnosci rozwigzania poprzez uzu-
petnienie korekcji btedem estymowanym ekstrapolacja Richardsona zostanie wigc
zweryfikowana w eksperymencie numerycznym.

Przyjmijmy nastepujaca postaé¢ rozwiniecia btedu korekeji btedem estymowanym

Wy — WEJ’ = aph?c + RE(h), (526)

gdzie Wy to dokladna wartos¢ energii, a W ; jest energig ekstrapolowang uzyskang
na siatce h;. Ekstrapolacja Richardsona zastosowana do tego rozwinigcia pozwala
wyznaczy¢ poprawiong energie ekstrapolowang

WE,j - WEJ_l

Wgr,; = Wgr; + o1
J

(5.27)

Otwartg kwestia jest okreslenie potegi p. w (5.26). Znane jest oszacowanie bledu
aproksymacji dla elementow rzedu p jako

lenll2 = O(RP*).

Przez analogie do postaci rozwiniecia btedu dla elementéw liniowych, mozna
probowac eksperymentalnie dobra¢ wyktadnik odpowiadajacy szybszej zbiezno$ci
elementow kwadratowych, czyli p. > 2. Jak pokaze test numeryczny, optymalna war-
tosé¢ dla przyktadowego problemu jest p. = 2.5. Bardziej precyzyjne rozstrzygniecie
kwestii wartosci p, wymaga gtebszej, matematycznej analizy tego zagadnienia, co
jednak wykracza poza zakres niniejszej pracy.

5.3.4 Algorytmy ekstrapolacji energii

Przedstawione w trzech poprzednich podrozdziatach strategie ekstrapolacji energii
mozna przedstawi¢ w postaci algorytmow.

Ekstrapolacja Richardsona — Wpg




5.3  Ekstrapolacja energii 73

1. rozwiazaé zagadnienie na wstepnej (rzadszej) siatce j — 1
2. wyliczy¢ energi¢ W;_;

3. zagesci¢ siatke i wyliczy¢ ¢; wg. (5.21)

4. rozwiazaé zagadnienie na zageszczonej siatce j

5. wyliczy¢ energi¢ W

6. skonstruowaé ekstrapolacje energii Wg; wg. (5.17) lub (5.19) na podstawie
Wj,1 i Wj

Zaleta tego algorytmu jest brak koniecznosci estymacji btedu.

Korekcja btedem estymowanym — Wy

1. rozwiazaé zagadnienie na docelowej (gestej) siatce j

2. wyliczy¢ energi¢ W

3. wyliczy¢ btad estymowany e

4. wyliczy¢ energie skorygowang Wg ; wg. (5.23) lub (5.19)

Zalety jest operowanie tylko jedng, docelowa siatka, zas wadg koniecznos¢ kosztow-
nego obliczania btedu estymowanego. W praktyce oba te czynniki znosza sie, gdy
stosujemy adaptacyjne zageszczanie siatki, gdzie i tak wymagana jest estymacja
btedu.

Ekstrapolacja Richardsona dla energii skorygowanej — Wgg

1. rozwiazaé zagadnienie na wstepnej (rzadszej) siatce j — 1
2. wyliczy¢ energi¢ W;_;

3. wyliczy¢ btad estymowany e

4. wyliczy¢ energi¢ skorygowang Wg ;4

5. zagescic¢ siatke 1 wyliczy¢ g;

6. rozwiaza¢ zagadnienie na zageszczonej siatce j

7. wyliczy¢ energi¢ W

8. wyliczy¢ btad estymowany e

9. wyliczy¢ energi¢ skorygowang Wg ;
10. dobrac p,

11. skonstruowac ekstrapolacje energii Wgg ; na podstawie Wg ;1 1 Wg
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Ostatni algorytm taczy zalety obydwu poprzednich, a w przypadku adaptacyjnego
zageszczania siatki nie wnosi Zadnego istotnego kosztu obliczeniowego. Co wiecej,
koszt zaréwno estymacji btedu jak i zageszczanie siatki, elementoéw niezbednych w
algorytmie adaptacyjnym, zwraca sie dodatkowo poprzez ich wtoérne wykorzystanie
do ekstrapolacji.

5.3.5 Metody oceny korekcji btedem

Korekcja btedem estymowanym, podobnie jak inne metody ekstrapolacyjnego popra-
wiania rozwigzania, moze by¢ wykorzystana w dwojaki sposob — do dalszej poprawy
doktadnosci dyskretyzacji na siatce o osiggnietym stopniu zageszczenia lub do przy-
spieszenia rozwigzania z zalozong stala doktadnoscig dzieki mozliwosci unikniecia
kilku ostatnich krokéw zageszczania. Obydwa podejscia réznig sie zasadniczo kry-
terium oceny jakosci korekcji. W pierwszym przypadku potrzebne jest oszacowanie
btedu dyskretyzacji po korekcji, w drugim miarg jako$ci moze by¢ wprowadzony tu
wspotezynnik g nazwany skutecznosciqg korekcji lub inaczej skutecznosciq ekstrapo-
lacji (druga nazwa bierze sie ze wspomnianej wezesniej analogii pomiedzy korekcja
bledem a ekstrapolacja). Wspolezynnik ten okresla, ile razy mozna zmniejszy¢ licz-
be weztéw, aby w wyniku korekcji otrzymaé taka sama wartosé energii, jaka by
osiggnieto bez korekcji, czyli

W (g%) = W(N), (5.28)

gdzie Wg(N) jest przebiegiem skorygowanej energii W(N) w funkcji gestosci siat-
ki wyrazonej liczba weztow dyskretyzacji N. Skutecznosé korekcji jest wiec miarg
oszczednosci kosztu numerycznego, czyli czasu obliczen i pamieci.

Interpretacje wspotczynnika ggr dla korekcji energii btedem estymowanym ilu-
struje rysunek 5.1, na ktérym widac¢ jednoczesnie, ze przebieg energii skorygowanej
mozna przedstawi¢ jako ekstrapolacje przebiegu rozwigzania w funkcji gestosci siat-
ki.

Do oceny doktadnosci korekeji btedem zaproponowano trzy metody oszacowania
btedu wzglednego

e zmiana energii skorygowanej po kazdym kroku zageszczania siatki

_ Wi, —Wgja
W1

O

e estymacja oparta na ekstrapolacji Richardsona wedlug zaleznosci (5.27)

Op

R
£ = —
E qﬁ?e_l

dla ¢; wg. (5.21) i p. > 2
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Rysunek 5.1: Energia w funkcji liczby weztéw — (test nr 3). Przyktad ilustruje zasade
korekcji btedem estymowanym — przebieg energii skorygowanej Wg za pomoca btedu
estymowanego ¢ jest przesuniety wzdtuz osi liczby weztow o g = 10 razy, tak aby
Wg(n/gg) = W(n) dla liczby weztéw n. Wspolezynnik grp nazwany skutecznoscig
ekstrapolacyi wyraza krotnos¢ oszczednosci liczby weztoéw przy statym btedzie.

e ckstrapolacja btedu estymowanego
Eh
dla = —,
(gm)™ W
gdzie m to srednie nachylenie przebiegu wzglednego btedu estymowanego ¢ w
funkcji liczby weztow N;

g =

Na rysunku 5.2 przedstawiono zasade oszacowania doktadnosci korekcji poprzez
ekstrapolacje btedu estymowanego oraz poréwnano z dwiema innymi metodami.

5.4 Testy numeryczne

Do testéw uzyto estymatora z lokalnym zagadnieniem kwadratowym dla btedu (pod-
rozdziat 3.3.3). Skutecznosé ekstrapolacji oraz oszacowania dokladnosci w adapta-
cyjnej metodzie wielosiatkowej z elementami skonczonymi przebadano dla nastepu-
jacych przypadkow:

1. jednorodny odcinek linii paskowej o ¢ = 0 oraz kwadratowej linii wspotosiowej
(t = w) o jednostkowej dtugosci — pole elektryczne; znana jest dokladna war-
tos¢ energii z rozwigzania metoda odwzorowan konforemnych dla przekroju
poprzecznego; rys. 5.4
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Rysunek 5.2: Blad wzgledny energii w funkcji liczby weztéw (test nr 3). Blad energii
skorygowanej Wg wyrazony jest jako wzgledna zmiana energii dg oraz estymacja z
ekstrapolacja Richardsona . Inne oszacowanie £ uzyskano przesuwajac przebieg
bledu estymowanego ¢ (dla energii) o nachyleniu m = —0.61 wzdtuz osi bledu o
ge~ ™ = 4.1 razy (linia kropkowana).

2. jednorodny odcinek paska o t = 0.1H — pole elektryczne i magnetyczne; roz-
wigzanie wzorcowe uzyskano z obliczen przyblizonych dla przekroju z doktad-
noscig rzedu 0.001%; rys. 5.5

3. prostopadtle zagiecie mikropaskowe ze $cietym rogiem — pole magnetyczne w
potowie struktury odcietej ptaszczyzna symetrii z warunkami Dirichleta w po-
towie grubosci paska; wyliczona energia odpowiada dwukrotnej energii dla ca-
tej struktury z plaszczyzna rozciecia (test nr 4)

4. prostopadle zagiecie mikropaskowe ze $cietym rogiem (struktura jak w tescie
nr 3) — pole elektryczne i magnetyczne w powierzchnia rozcigcia pod paskiem —
rys. 5.6; za rozwiazanie wzorcowe przyjeto W, = Wy /2, gdzie Wy jest wynikiem
uzyskanym na bardzo zageszczonej siatce (N & 100000) w tescie nr 3.

Whplyw wartosci p. na jakosé ekstrapolacji Richardsona dla energii ekstrapolowa-
nej btedem estymowanym Wigg oraz poréwnanie z innymi technikami ekstrapolacji
przedstawiono na rys. 5.3.

Wspélcezynnik skutecznosci ekstrapolacji dla korekcji btedem estymowanym
(Wg) zamieszczono w legendzie i podpisach wykresow energii oraz zestawiono w
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tabeli 5.1. Wartosci gg wahaja si¢ w zakresie od 6.9 do 16.4. Nawet dla najgorszego
przypadku wynik ten przedstawia istotng oszczednosé obliczeniows.

Dalsza poprawe doktadnosci uzyskano po zastosowaniu ekstrapolacji Richard-
sona do energii skorygowanej btedem estymowanym (Wgg), lecz profil zbieznosci
przestat by¢ monotoniczny. Podobny przebieg, choé¢ przy nieco stabszej poprawie
wykazuje ekstrapolacja Richardsona wykonana bezposredni dla energii (Wg). W
jednym przypadku (rys. 5.3a) niemonotoniczno$¢ byta na tyle silna, ze ekstrapola-
cja Richardsona dawata gorszy wynik od korekcji btedem estymowanym.

Dla ostatniego przyktadu obliczeniowego, w tabeli 5.2 zestawiono profil zbiez-
nosci zageszczania. Jest to przypadek obliczen pola magnetycznego z powierzchnia
rozciecia dziedziny nie bedaca ptaszczyzng symetrii, wiec najbardziej kosztowny nu-
merycznie (zwykle dla pola elektrycznego liczba iteracji w kazdym kroku nie prze-
kracza 5). Zastosowanie metody poprawiania rozwigzania opartej na ekstrapolacji
Richardsona pozwala osiggnaé¢ doktadnos¢ rozwiazania uzyskanego na najdoktad-
niejszej siatce (okoto 1%) z pominieciem co najmniej 4 ostatnich krokéw zageszcza-
nia. Odpowiada temu prawie 100-krotna oszczedno$é¢ czasu obliczen.

‘ test ‘ JE ‘
nr 1 (pasek) 15.7
nr 1 (kwadrat) 7.4
nr 2 (pole elektr.) | 12.9
nr 2 (pole magn.) | 16.4
nr 3 (pole elektr.) | 6.9
nr 3 (pole magn.) | 8.5
nr 4 10.0

Tabela 5.1: Skutecznosé ekstrapolacji gg dla korekeji btedem estymowanym (Wg)

(N[ e A [ DA | cu (4] [ on (9] | cumn [ | f5) | fterace ]

70 27.0 | 455 6.2 45.5 6.2 0 5
211 14.0 | 22.6 9.5 1.6 5.0 0.1 7
866 7.0 10.0 2.3 1.9 0.84 0.3 17
1750 4.3 6.3 1.8 0.30 1.2 1.0 11
3542 2.9 4.0 1.0 0.17 0.06 2.7 11

8262 1.8 24 0.59 0.32 0.17 9.1 20
16591 || 1.2 1.6 0.36 0.14 0.08 42.8 86
34105 || 0.75 | 0.95 0.19 0.07 0.008 | 99.3 49

Tabela 5.2: Zestawienie wartosci btedu energii (dla testu nr 4) wzgledem wartosci
wzorcowej W, = Wy/2 = 0.09928 (W, uzyskane na siatce N =~ 100000 w tescie
nr 4) dla oryginalnego rozwiazania W (blad estymowany ¢ i btad wzgledem W, —
g¢) 1 réznych metod ekstrapolacji — Wg, Wg, Wgr (bledy odpowiednio ez, &g,
eipr liczone wzgledem W;) w kolejnych krokach zageszczania (N weztéw); iteracje
— liczba iteracji rozwigzywania uktadu réwnan, ¢ — skumulowany czas catkowity
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Rysunek 5.3: Energia ekstrapolowana w funkcji liczby weztéw (zblizenie na konco-
we kroki zageszczania) — test nr 3. Zestawione sa trzy metody (u gory): korekcja
btedem estymowanym Wy, ekstrapolacja Richardsona dla energii Wg i ekstrapo-
lacja Richardsona dla energii skorygowanej btedem estymowanym Wggr uzyskana
przy pe = 2.5. Na dole — Wgg dla réznych wartosci p.. Linia kropkowana oznacza
najlepsze uzyskane przyblizenie energii prawdziwej W, = Wy (dla N ~ 100000)
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Rysunek 5.4: Energia (u géry), btad wzgledny (w srodku) i energia ekstrapolowana
(na dole) w funkcji liczby weztow (test nr 1)— pole elektryczne dla jednorodnego
odcinka linii paskowej ¢t = 0, gg = 15.7 (a) 1 wspolosiowej kwadratowej, gg = 7.36

(b).
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Rysunek 5.5: Energia (u géry), btad wzgledny (w érodku) i energia ekstrapolowana
(na dole) w funkcji liczby weztéw dla jednorodnego odcinka linii paskowej ot = 0.1H
(test nr 2) — pole elektryczne, gp = 12.9 (a) i magnetyczne, gp = 16.4 (b).
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Rysunek 5.6: Energia (u géry), btad wzgledny (w srodku) i energia ekstrapolowana
(na dole) w funkcji liczby weztéw dla Scietego zagiecia mikropaskowego (¢ = 0.1H)
(test nr 3) — pole elektryczne, gp = 6.92 (a) i magnetyczne, gg = 8.53 (b).
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Rozdziat 6

Podejscie quasi-statyczne
w analizie uktadow mikrofalowych

Analiza uktadéw mikrofalowych wykorzystujaca przyblizenie statyczne polega wy-
odrebnieniu w strukturze jednorodnych odcinkéw linii quasi-TEM oraz taczacych je
skupionych nieciggtosci. Nastepnie, niezaleznie dla kazdego z wyodrebnionych ob-
szarow oblicza sie rozktad statycznego pola elektromagnetycznego. Sprzezenia w
uktadzie analizuje sie badz jako sprzezenia mi¢dzy jednorodnymi odcinkami linii,
lub pomiedzy skupionymi nieciggtosciami. W pierwszym przypadku mamy do czy-
nienia z uktadem linii sprzezonych. Wszystkie sytuacje sprzezen pomiedzy liniami,
ktorych nie da sie traktowaé jako jednorodne linie sprzezone wymagaja wyodrebnie-
nia dodatkowych nieciggtosci. Przyktadem moze by¢ skrzyzowanie odcinkéw linii w
roznych warstwach struktury planarnej.

Mozna zatem wyrdzni¢ nastepujace przypadki analizy pola elektromagnetyczne-

go:

e parametry zastepcze linii quasi-TEM — analiza 2D (uktad kartezjanski) w prze-
kroju jednorodnego odcinka linii; w przypadku linii niejednorodnej wzdtuz
kierunku rozchodzenia sie fali, nalezy zastapic¢ ja skonczona liczba sekcji jed-
norodnych i analizowa¢ kazda oddzielnie

e parametry zastepcze jednorodnych linii sprzezonych — analiza 2D w przekroju
poprzecznym

e clementy schematu zastepczego dowolnych nieciggtoséci — analiza 3D w rejonie
nieciggtosci

e clementy schematu zastepczego nieciggtosci w strukturach osiowosymetrycz-
nych — analiza 2D (uktad cylindryczny) w przekroju podtuznym nieciaglosci.

Odcinki bezstratnych linii charakteryzuje sie za pomoca impedancji charaktery-
stycznych i predkosci fazowych. Linie mozna tez przedstawi¢ w ogdlniejszej postaci,
za pomoca schematu zastepczego dla przekroju poprzecznego, o elementach Ly, C1,
Ry, G| przypadajacych na jednostkowa dlugo$é¢. W tym przypadku mozliwe jest

83
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wigc zamodelowanie strat. Niecigglosci przedstawia si¢ jako obwody zastepcze o
schematach odwzorowujacych konkretng geometri¢ nieciagtosci.

Podstawowe czynniki, ktére wplywaja na doktadno$¢ przyblizenia quasi-
statycznego to

e poprawno$¢ podziatu struktury na odcinki linii i skupione nieciggtosci

e (uasi-statyczna wierno$¢ modelu — zwigzana z tym, jak kompletny jest schemat
zastepczy w stosunku do statycznego rozktadu pola

e szerokopasmowa doktadnos¢ modelu statycznego — okresla, w jakim stopniu
doktadny model statyczny opisuje zjawiska polowe na wyzszych czestotliwo-
Sciach

Zakres czestotliwosci, dla ktérych model statyczny dobrze przybliza wtasciwosci
pola elektromagnetycznego zalezy od takich czynnikéw jak

e dyspersja fali w jednorodnych odcinkach linii
e stopien w jakim nieciggtosci pozostaja skupione
e wzbudzanie wyzszych rodzajow pola

e promieniowanie z obszaréw nieciggtosci — prowadzi badZz do wypromieniowa-
nia energii ze struktury otwartej lub do powstania rezonanséow w strukturze
zamknietej

e dokladnosé modelu strat w nieidealnych materiatach.

6.1 Parametry zastepcze linii quasi-TEM

W prowadnicy wielospojnej o idealnych przewodnikach oraz izotropowym i jedno-
rodnym materiale stanowigcym osrodek propagacji rozchodzi sie fala o podstawo-
wym rodzaju TEM. Osrodek moze wprowadza¢ straty dielektryczne i magnetyczne,
co wyraza zespolona wartos¢ przenikalnosci elektrycznej € = epe, i magnetycznej
W= Hofbr

Er :g;_jg;la Hor ::u/r_j:u;/ (6.1)
Niejednorodnos¢ lub anizotropia w o$rodka w przekroju poprzecznym do kierunku
propagacji sprawia, ze pojawiaja sie wzdluzne sktadowe pola, a fala przestaje by¢
czystym rodzajem TEM. Podobny efekt wywotuje réwniez skonczona konduktyw-
nos¢ przewodnikéw. W wigkszosci przypadkéw jednak sktadowe poprzeczne domi-
nuja i mamy do czynienia z rodzajem quasi-TEM. W strukturach takich statyczna
analiza pola, identyczna jak dla rodzaju TEM, ktora zaniedbuje istnienie sktadowych
wzdhiznych daje poprawne wyniki az do okreslonej czestotliwosci.
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6.1.1 Linia pojedyncza

Jednorodny (w kierunku propagacji) odcinek linii quasi-TEM charakteryzuje roz-
tozony schemat zastepczy o szeregowej impedancji Z; i réwnolegtej admitancji Y;
przypadajacych na jednostke dtugosci

}/1 = G1 —|—ij1, Zl = le + Rcl +jW(L1 + Lcl) (62)

Pojemno$¢ C i konduktancje Gy reprezentujacy straty dielektryczne okresla sie na
podstawie rozktadu pola elektrostatycznego w przekroju poprzecznym i przenikal-
nosci odpowiednio €/, i €”. Analogicznie, na podstawie rozktadu statycznego pola
magnetycznego i przenikalnosci pl i p! oblicza si¢ indukcyjnosé Ly i rezystancje
strat magnetycznych R,,;. W obydwu przypadkach analize pola przeprowadza sie
przy zatozeniu idealnosci przewodnika

W osrodku jednorodnym

" "
G1 = wE—fC’l, le = wu—le. (63)
e

T (s

Elementy L., i R.; reprezentuja indukcyjnosé oraz straty nieidealnego przewod-
nika i zaleza od rozkladu gestosci powierzchniowej pradu w przewodniku. W przy-
padku dobrego przewodnika (o malych stratach) technika perturbacyjna pozwala
obliczy¢ przyblizony rozktad gestosci pradu na podstawie statycznej analizy pola
magnetycznego, wiec przy zatozeniu, ze przewodniki sa idealne.

Zastepcze parametry obwodowe linii zamienia sie¢ na jej parametry falowe — im-
pedancje charakterystyczng i wspotezynnik propagacji

VA . /
Zc: ?17 ")/:Oé—i-jﬁ: Z1Y17 (64>
1

Do okreslenia stalej fazowej i predkosci fazowej czesto uzywa sie przenikalnosci efek-

tywnej e
w Vo

VD= — = , 65
B \/ Eeff ( )
gdzie vy = 1/\/110g0. W przypadku bezstratnym (a = 0) dostaje sie
Ll . . 2
ZC = F, Y= jﬁ = Jw LlCl, Eeff = UOLlcl. (66)
1

Do okreslenia rozktadu pola w linii wystarczy rozwigza¢ dwuwymiarowy problem
elektrostatyczny i magnetostatyczny w przekroju poprzecznym, w formie skalarnego
rownania Laplace’a dla potencjatu elektrycznego ¢ i sktadowej wzdtuznej wektoro-
wego potencjatu magnetycznego A=A,

¢ =V, na Sciance elektrycznej 7
Ve, Vo =0, 0 6.7
A 92 _ 0 na écianakach magnetycznych (6.7)

on
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1 A, = ®; na Sciance elektrycznej ¢
V—VA, =0, 0A, . (6.8)
s 5 = 0 na scianakach magnetycznych
n
oraz
E= -V, H =V x (A,i,). (6.9)

Sciankami elektrycznymi sa powierzchnie idealnych przewodnikéw, zag magnetycz-
nymi — ptaszczyzny symetrii. ®; to strumien indukeji magnetycznej wokét przewod-
nika ¢, gdzie ¢ = 0 oznacza ekran, na ktorym zwykle zadaje si¢ Vo =01 &y = 0.

Ze wzgledu na identyczng posta¢ obydwu zagadnien, czesto problem magneto-
statyczny rozwiazuje si¢ poprzez jego réwnowaznik elektryczny ze wzgledu na ¢,

otrzymany po zamianie
1
Om — A, el — — (6.10)
Ho
Pojemno$¢ linii C',, otrzymana z problemu réwnowaznego stuzy do obliczenia in-
dukcyjnosci linii
1
Ly = pogo—=— 6.11
1= Ho 001m ( )
Przyjecie do analizy tylko rzeczywistej czesci przenikalnosci osrodkéw mozliwe
jest, gdy straty w tych oSrodkach sa male, czyli e/ << &/ i p! << pul. Zatozenie to
umozliwia zastosowanie techniki prturbacyjnej, wedtug ktorej zaburzenie wprowa-
dzone przez straty osrodka nie zmienia rozkltadu pola.

W przypadku bezstratnym otrzymuje si¢ parametry falowe o znanej postaci:

[ Moo 1 Ch
. = = Eoff = —— 6.12
CiCim VoV C1Chm, T Cim ( )

Dla osrodkéw niemagnetycznych (u = po) Chp 0znacza pojemnosé linii otrzymana
z rozktadu pola elektrycznego po rozwiazaniu réwnania Laplace’a w przekroju z
usunietymi dielektrykami.

Mozliwe sg dwie metody okreslania pojemnosci zastepczej linii na podstawie roz-
wigzania réwnania Laplace’a dla potencjatu elektrostatycznego. Pierwsza polega na
dalszej obrobce rozktadu potencjatu. Dla roznicy potencjatow Vi miedzy przewo-
dem sygnalowym a ekranem, dowolnie przyjetej jako warunek brzegowy dla réw-
nania Laplace’a, pojemnos$é¢ zastepcza liczy sie z tadunku zgromadzonego na
sygnalowych przewodach w linii:

_@

C, —
1 Vl

(6.13)

()1 to tadunek przypadajacy na jednostke diugosci paska, ktory zwigzany jest z
potencjatem poprzez natezenia pola elektrycznego i prawo Gaussa dla struktury
jednorodnej w dowolnym kierunku propagacji fali.

Q1 = <o 74 & Bl E,=fE=vVy (6.14)
L
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| v

Er

Rysunek 6.1: Przekréj prowadnicy planarnej quasi-TEM (linia koplanarna); zazna-
czono kontur catkowania L do obliczania tadunku na pasku ¢,

gdzie 7 jest wersorem normalnym do konturu L (rys. 6.1).
Korzystajac z tych samych zaleznosci oblicza si¢ konduktancje linii przy naste-

pujacych podstawieniach

G
el — el O — =2 (6.15)
w

T

Zaleznosci (6.13), (6.14) i (6.11) zastosowane do elektrycznego réwnowaznika pro-
blemu magnetycznego dadza L, a R,,; po podstawieniach

ool Ly S (6.16)
w

Druga metoda oparta jest na podejsciu energetycznym. Catkowita energia W,
zgromadzona w polu elektrycznym zwiazanym ze struktura w ktérej wymuszono réz-
nice potencjatu V; (warunki brzegowe w réwnaniu Laplace’a) wyrazi¢ mozna wtasnie
poprzez zastepcza pojemnosé C. tej catej struktury. Dla linii transmisyjnej wystar-
czy analizowaé¢ tylko przekrdj poprzeczny i wielkosci przypadajace na jej dlugosé

jednostkowa.
Wec Ol _ 2Wel
Vi Ve
Obliczanie energii W; na podstawie potencjalu wymaga catkowania natezenia
pola po catym przekroju prowadnicy, co moze by¢ bardziej czasochtonne niz catko-
wanie po konturze przy obliczaniu tadunku. Podejscie energetyczne jest wiec optacal-
ne, jesli sam problem elektrostatyczny zostal sformutowany energetycznie. Metody
wariacyjne oparte sg wlasnie na minimalizacji funkcjonatu energetycznego zaleznego
od rozktadu potencjatu. Te zas sg podstawa dyskretyzacji ciggltego zagadnienia r6z-
niczkowego na siatce elementow skonczonych. Rozwigzujac tak powstaly problem
dyskretny oblicza sie rozktad przestrzenny minimalizujacy funkcjonat energetyczny,
a ,przy okazji” okreslona zostaje tez wartos¢ tego funkcjonatu, czyli energia W,
(lub W, dla problemu plaskiego w przekroju prowadnicy).
Do obliczenia G korzystamy z podstawien (6.15), co jednak wiaze si¢ z ko-
niecznoscig ponownego przeliczenia energii. Dla kazdego elementu siatki elementow

C, =2 (6.17)
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skonczonych konstruuje nowy lokalny problem dyskretny z macierza wspoétczynnikow
wyliczong po zmianie przenikalnosci. Nie ma jednak potrzeby tworzenia globalnej
macierzy i rozwigzywania problemu globalnego, gdyz rozktad potencjalu w postaci
wektora niewiadomych pozostaje niezmieniony, jest wiec juz znany.

6.1.2 Linie sprzezone

Przedstawione powyzej podej$cie umozliwia obliczanie pojemnosci i indukcyjnosci
wzajemnych w liniach sprzezonych. Poszczegélne elementy catosciowego schematu
zastepczego oblicza sie wymuszajac odpowiednie kombinacje pobudzen (potencjatéw
w warunkach brzegowych réwnania Laplace’a)

Dla N linii sprzezonych tworzacych uktad jednorodny w kierunku propagacji (po-
szczegblne linie sa jednorodne i wzajemnie réwnolegle) roztozony schemat zastepczy
sktada sie z elementow przypadajacych na jednostkows diugosé, reprezentowanych
przez symetryczne macierze Z i Y o rozmiarach N x N [57, 75]

Z =R+ jwL Y =G+ jwC. (6.18)
Macierze te zbudowane sa przez nastepujace elementy schematu

e N niezaleznych obwodéw dla kazdej linii o numerze ¢

N
Vi = Gi+jwCi =Y — ZYik (6.19)
ki
N
ki
gdzie R; i L; moga zawiera¢ efekt wnikania pola w gtab nieidealnych przewod-

nikow

. %N (N + 1) elementéw wzajemnych (—Y;;) i Z;; reprezentujacych sprzezenie
pomiedzy para linii {¢,j} dla ¢,5 = 1,...,N oraz i # j; pojemnosci C;; i
indukcyjnosci L;; reprezentujq sprzezenie za posrednictwem pola elektrycznego
1 magnetycznego

W przypadku dwoéch linii sprzezonych macierze Z i 'Y reprezentuja czworniki o
schematach typu T i 7.

Pole elektryczne pobudzone jest napieciami V; miedzy miedzy linig ¢ a wspolnym
przewodem masy (ekranem), tworzacymi wektor V. Wtedy energia pola elektrycz-
nego w calym przekroju struktury wieloprzewodowej wyraza si¢ zaleznoscia

1
W, = §VT CV, (6.21)

Energia W,, identycznie jak w przypadku pojedynczej linii, dostepna jest jako funk-
cjonal w rozwiazaniu metoda elementéw skonczonych. Oznaczajac energie uzyskang
dla szczegblnej kombinacji pobudzen jako

Wei dla V=1, Vp=0, k#1

Weij dla Vi=V, =1, Vi, =0, k#1,j (6.22)
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pojemnosci z macierzy C wyznacza si¢ nastepujaco
Ciz' = 2Wei C@'j = Wei + Wej — Weij- (623)

Rozwiazujac elektryczny problem réwnowazny dla pola magnetycznego (po pod-
stawieniu (6.10)) oblicza sie macierz C,,, ktora stuzy do wyznaczenia macierzy in-
dukeyjnosci L = C,,!. Postepujac podobnie jak dla linii pojedynczej (podstawienia
(6.15) i (6.16)), mozna wyznaczy¢ pozostate macierze tworzace Z i'Y.

Powyzsza zasada obliczania pojemnosci zastepczych sprzezonego uktadu linii na
podstawie dwuwymiarowej analizy pola dla réznych kombinacji pobudzen moze by¢
wykorzystana réwniez do okreslania elementéw schematu zastepczego trojwymiaro-
wych nieciggtosci zawierajacej sprzezenia.

Parametry falowe oblicza sie zaczynajac od zagadnienia wtasnego [110]

V¥V=2ZYYV, (6.24)

ktoérego rozwigzaniem jest N wspolczynnikéw propagacji v; dla j-tego modu (pier-
wiastek j-tej wartosci wlasnej) oraz odpowiadajace im wektory wlasne V; okresla-
jace kombinacje napie¢ pobudzajacych na liniach ¢ = 1,..., N. Tworzac napiecio-
wa macierz wektoréw wtasnych My, ktérej kolumnami sg V; i diagonalng macierz
wspélezynnikow propagacji [y], impedancje charakterystyczne otrzymuje sie w for-
mie macierzy

Z.=My[IM'Y (6.25)

ktora wigze napigciowa i pradowa macierz wektoréw wlasnych
Z.=MyM;!, gdzie M;=YMy[y] ™" (6.26)

Wektory wlasne w macierzy M sg rozwigzaniem problemu wtasnego 2 I = YZ 1.

Rozwazajac sekcje linii sprzezonych o dtugosci [ jako 2/N-wrotnik, mozna dalej
obliczy¢ dowolna z jego macierzy sieciowych, takich jak macierz rozproszenia czy
impedancyjna. Punktem wyjscia jest relacja napie¢ i pradow pomiedzy przekrojami
linii 2 =012z =1 [35]

V(0) _ My cosh([y]) My* My sinh([]l) M; ! \20) (6.27)
1(0) M, sinh([7))) Myt M;cosh((y]) M7 | | 1) |

gdzie V(z) i I(z) to wektory napieé¢ i pradéw w przekroju z linii ¢ = 1,..., N.

6.2 Elementy schematu zastepczego nieciggtosci

Jako ogélny przyktad niecigglosci wybrano zmianeg szerokosci paska w linii koplanar-
nej. Rzut struktury na powierzchnie metalizacji oraz réwnowazny schemat zastepczy
niecigglosci przedstawiono na rysunku 6.2. Mimo iz sama nieciagtos¢ zdefiniowana
jest pomiedzy przekrojami T; i T,, niejednorodno$¢ rozkladu pola utrzymuje sie
jeszcze w pewnej odlegtosci od tych przekrojow. Z tego powodu analize struktury
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nalezy przeprowadzi¢ w obszarze A;—As, ktory zachodzi na jednorodne odcinki linii
na dhugosci [ i l5. Wprowadzone tak do analizy odcinki linii zostaty juz uprzednio
scharakteryzowane i znane sg ich zastepcze indukcyjnosci i pojemnoéci na jednostko-
wa dtugosci Ly, C i Lo, Cy. Postuzg one nastepnie do wyodrebnienia z parametréow
zastepczych catego obszaru elementéw samej nieciaglosci.

S

,_,2 | | -I-l -I-z | |
L 1 2

Al L T T | A,

Rysunek 6.2: Przyktadowa nieciggtos¢ — zmiana impedancji w linii koplanarnej oraz
jej schemat zastepczy

Kazdy w elementow schematu zastepczego obliczany jest na podstawie oddzielnej
tréjwymiarowej analizy statycznej pola w obszarze nieciggltosci — elektrycznego dla
pojemnosci i magnetycznego dla indukcyjnosci. Poszczegdlne elementy wyodrebnia-
ne sa ze schematu poprzez odpowiednig kombinacje¢ pobudzen pola, czyli potencja-
tow i pradéw na przewodach. W przedstawionym tu przyktadzie mozliwa jest tylko
jedna kombinacja pobudzen dla pola elektrycznego i jedna dla magnetycznego, co
pozwala wyznaczy¢ tylko dwa elementy schematu — C), i L, ktérg arbitralnie dzieli
sie na Ly 1 Lgo.

Straty w nieciaglosci mozna okresli¢ identycznie jak dla linii pojedynczej lub
uktadu linii sprzezonych. Dla strat wnoszonych przez osrodek, rezystancje szere-
gowa z indukcyjnoscia i konduktancje réwnolegta do pojemnosci wyznacza si¢ na
podstawie rozktadu pola magnetycznego i elektrycznego, odpowiednio, liczonego dla
rzeczywistych czesci przenikalnosci. Wykorzystuje sie wiec te sama analize pola, ja-
kg przeprowadzono dla okreslenia pojemnosci i indukcyjnosci, po czym oblicza si¢
energie po zastapieniu czesci rzeczywistych przenikalnosci przez czeéci urojone. Stra-
ty w nieidealnym przewodniku wymagaja okreslenia rozptywu pradu na idealnym
przewodniku, czyli analizy pola magnetycznego. Nalezy jednak zaznaczy¢, iz dla
wiekszosci nieciggtosci, ich mate rozmiary pozwalajg najczesciej pomingé¢ elementy
rezystancyjne w schemacie zastepczym.

6.2.1 Pojemnosci

Pojemnos¢ rownolegty w schemacie zastepczym niecigglosci wyznacza sie analogicz-
nie do pojemnosci zastepczej linii transmisyjnej z tg roznica, ze konieczna jest analiza
tréjwymiarowa obszaru, ktory nie jest juz jednorodny w kierunku propagacji [92].
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g/‘Al/ scianki magnetyczne\Ai7 g/

samils

Rysunek 6.3: Wyznaczanie pojemnosci réwnolegtej w modelu zastepczym nieciggto-
Sci (uskok i otwarty koniec linii); Q. — catkowity tadunek na przewodzie zamknietym
powierzchnig S

Rozwiazanie rownania Laplace’a dla potencjatu elektrycznego ¢ w obszarze ogra-
niczonym ekranami przewodzacymi i $ciankami magnetycznymi w przekrojach A; i
Ay (rys.6.3) pozwala wyznaczy¢ catkowity tadunek Q. zgromadzony na sygnatowym
przewodzie wewnatrz tego obszaru wedtug zaleznosci:

Qe = 50€ry{SEd; E=-Vop (6.28)

Odpowiada temu catkowita réwnowazna pojemnos¢ C., z ktorej wydziela si¢ pojem-
nos¢ C, w modelu zastepczym niecigglosci:

_ Qe

C.=
Vo

C,=C.— (Cyly + Cyly) (6.29)

W analogiczny sposob oblicza si¢ pojemno$¢ konca linii. Istnieje juz tylko jeden
z przekrojow A; lub Ay, wiec powierzchnie catkowania mozna od strony konca linii
dowolnie zblizy¢ do przewodu sygnatowego.

Bardziej zlozona, cho¢ wcigz oparta na tej samej zasadzie, jest procedura wy-
znaczania modelu poprzecznej szczeliny (rys.6.4). Pojemnosci réwnolegte Cp1 i Cpo
oblicza sie identycznie jak pojemnosci konca linii przy parzystym pobudzeniu prze-
wodéw po obu stronach szczeliny (Vi = V). Pojemnosé szeregowa szczeliny C,
liczona jest dla pobudzenia nieparzystego (V3 = —V5), kiedy wypadkowe pojemno-
Sci na koncu przewodow zawieraja réwniez sprzezenie poprzez szczeling. Oznaczajac
w tym przypadku wypadkowe pojemnosci koncéw linii jako Ch; i Cy, pojemnosé
szczeliny wynosi:

_ Cii —Cp _ Coy — Cpp (6.30)
2 2

Podejscie energetyczne upraszcza procedure wyznaczania pojemnosci schematu

zastepczego, gdyz dla kazdej kombinacji pobudzen (potencjaléw na przewodach)

oblicza si¢ tylko wypadkowsa energie w catej strukturze

Cy
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Rysunek 6.4: Szczelina poprzeczna i jej schemat zastepczy; Q).; — catkowity tadunek
na przewodzie zamknietym powierzchnia S; (i = 1,2)

6.2.2 Indukcyjnosci

Indukecyjnosci w schemacie zastepczym niecigglosci wyznacza sie na podstawie roz-
ktadu pola magnetycznego w strukturze. Problem magnetostatyczny jest zagadnie-
niem bardziej ztozonym niz elektrostatyczny, a jego rozwiazanie zostanie omoéwione
w oddzielnym rozdziale.

Rysunek 6.5: Wyznaczanie indukcyjnosci szeregowej w modelu zastepczym niecig-
glodci — (a) rzut na pl. metalizacji, (b) przekrdj poprzeczny; I. — catkowity prad
plynacy wzdtuz przewodu, A,,1, A2 — powierzchnie do obliczen strumienia indukcji
magnetycznej wokot przewodu z pradem

Przypomnijmy na poczatek, ze indukcyjnosci zastepcze na jednostke dlugosci
linii quasi-TEM L1, Ly sa juz znane z analizy pola w przekroju poprzecznym. In-
dukecyjnos¢ szeregowa L, nieciggtosci oblicza si¢ na podstawie catkowitego pradu
plynacego wzdtuz przewodu sygnatowego I. i catkowitego strumienia indukcji ma-
gnetycznej @, wokot tego przewodu. W przypadku struktur planarnych do obliczen
strumienia wygodnie jest wybra¢ powierzchnie lezaca w plaszczyznie metalizacji i
rozciggajaca sie od paska sygnatowego do ekranu. W przyktadowej linii koplanar-
nej sa to powierzchnie miedzy paskiem srodkowym a metalizacjg masy — A,,; lub
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Apme (rys.6.5). Jedli nie bedzie dany prad w pasku I.., jego warto$¢ okresla sie jako
cyrkujacje wektora H wokoét paska.

Ly = Le— (Lily + Loly) L.=—
(6.31)
I.=¢ Hdl @c:uo/ﬁd}:—uo/ﬁd}
Ly Am1 Ama2
Mozliwe jest tez energetyczne podejscie do indukcyjnosci zastepczej w nieciaggho-
sci. Catkowita energia pola magnetycznego w analizowanym obszarze W,,. zwiazana
jest z indukcyjnoscia L. oraz pradem pobudzajacym pole I,

Wmc
J2

[

L.=2

(6.32)

Opierajac sie na analizie pola magnetycznego przedstawionego za pomoca skalar-
nego potencjatu magnetycznego v (patrz nastepny rozdzial) otrzymamy zaleznos$é
catkowicie analogiczng do energetycznego sformutowania na pojemnosé

Wi
Ay’

gdzie Ay jest zadane w postaci warunku brzegowego jako zastepcze pobudzenie pola.
Jak wida¢, znika koniecznos¢ obliczania rozktadu natezenia pola magnetycznego w
celu okreslenia pradu /..

W przypadku struktur o schemacie ztozonym z kilku indukcyjnosci stosuje sie,
podobnie jak w przypadku pojemnosci, odpowiednig kombinacje pobudzen pola eks-
ponujaca wybrane elementy schematu. Szczegdlowe rozwazania na ten temat znaj-
duja sie w rozdziale dotyczacym przyktadowych zastosowan.

L.=2

(6.33)

6.3 Wykorzystanie rozwigzan analitycznych

Dalszym usprawnieniem proponowanej strategii analizy jest potaczenie metody wie-
losiatkowej zastosowanej w poblizu przewodzacych paskow z analitycznym rozwia-
zaniem réwnania Laplace’a w podobszarach jednorodnych, wewnatrz zamknigtej
struktury MUS [94]. Wiasénie w uktadach planarnych, a szczegdlnie monolitycznych
MMUS, powyzej i ponizej ptaszczyzny metalizacji rozciagaja sie, najczedciej znacznej
objetosci, obszary o jednorodnym wypetnieniu dielektrycznym (rys.6.6). Podejscie
to mozna rowniez stosowaé¢ w analizie struktur otwartych, gdzie zerowy potencjat w
nieskoriczonosci przyblizany jest dostatecznie odlegta Scianka elektryczna. W prze-
kroju poprzecznym, dla prostopadtosciennego ekranu rozktad potencjatu ma postaé
szeregu Fouriera o wspotezynnikach a?) zaleznych od wartosci potencjatu pp; i ¢p
na granicach rozdziatu B; i Bs:

Z a,; sin —x sinh —Wy gdzie
a
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N\

Rysunek 6.6: Potaczenie metody wielosiatkowej w podobszarze MG z rozwinieciem
funkcyjnym w F. Rozklad potencjalu w potéwce przekroju linii koplanarnej (z pra-
wej); linie kropkowane — rozwigzanie analityczne [94]

i=1 vy =y (ponizej By) i=2 y =b—y (powyzej By)

Przekroje By i By mozna traktowaé jako fikcyjne powierzchnie graniczne z wa-
runkami brzegowymi ¢p; i ¢p; wspolnymi dla podobszarow F i MG. Muszg one
by¢ okreslone, zeby zastosowaé metode wielosiatkowa w MG i rozwiniecie funkcyjne
w F. Z drugiej jednak strony wartosci te beda znane dopiero po osiagnigciu osta-
tecznego rozwigzania wspolnego dla F i MG. W praktyce mozna ¢p; i pp; okresli¢
iteracyjnie, wykorzystujac fakt, ze rozwiniecie funkcyjne w F musi pokrywaé sie z
rozwiazaniem numerycznym (metoda wielosiatkowa) réwniez w glebi obszaru MG.
Zbieznosé takiej metody potwierdzono w [94].

6.4 Struktury osiowosymetryczne

Przy osiowej symetrii linie oraz jej niejednorodnosci, czyli nieciggtosci, traktuje sie
tak samo i mozna przedstawi¢ w ukladzie cylindrycznym (p, ¢, z). Ze wzgledu na
jednorodnos¢ wzdtuz kierunku '7¢ strukture taka mozna analizowa¢ dwuwymiarowo
w przekroju podtuznym na potptaszczyznie (p, z). W stosunku do problemu zdefi-
niowanego we wspotrzednych kartezjanskich, zmienia si¢ posta¢ operatoréw réznicz-
kowych, wiec réwnanie Laplace’a zamiast

V(kV u(z,y)) = %(k}g—z) + %(kg—;) =0 (6.34)

ma postac
10 ou 0, Ou
pap( pap)+az( 55) =0 (6.35)

Mnozac (6.35) przez p otrzymuje takie samo réwnanie, jak dla uktadu kartezjanskie-
go. Wystarczy zmieni¢ oznaczenia wspotrzednych p — x i1 z — y oraz wspotczynnik
rOwnania k «— kx.

V(kVu(p, 2))



Rozdziat 7

Rozwigzanie trojwymiarowego
problemu magnetostatycznego

Najbardziej naturalnym podejsciem do problemu magnetostatycznego wydaje sie
by¢ rozwigzanie zagadnienia ze wzgledu na wektorowy potencjal magnetyczny A:

1 S
Vx;VxA:J, (7.1)

ktore w przypadku jednorodnym oraz przy warunku koniecznym dla jednoznacznodci
potencjatu wektorowego, VA = 0, sprowadza sie do wektorowego réwnania Poissona:

—V*A=pJ pH=VxA (7.2)

Rozmiar tego rownania odpowiada trzem réwnaniom skalarnym, na kazda sktadowsa
potencjatu wektorowego. Inaczej niz w analizie dwuwymiarowej przekroju prowad-
nicy falowej, gdzie potencjal posiadal tylko jedna sktadowa, w dowolnej strukturze
tréjwymiarowej niewiadomymi sg wszystkie trzy sktadowe. Juz z tego powodu roz-
wiazanie tak sformutowanego zagadnienia jest, w ogdlnym przypadku (przy braku
symetrii w strukturze), numerycznie trzykrotnie bardziej pracochtonne niz dla pola
elektrycznego.

W przypadku niejednorodnych o$rodkow ogdlna postaé zagadnienia (7.1) pro-
wadzi do znacznego skomplikowania wariacyjnego sformutowania problemu, na co
sktada si¢ przede wszystkim koniecznos¢ wymuszenia warunkow ciggtosci na grani-
cy réznych osrodkéw. Pomijajac dodatkowe utrudnienia dotyczace warunkow brze-
gowych zwiagzane z klopotliwa interpretacja fizyczna potencjatlu wektorowego [68],
najpowazniejsza przeszkoda jest koniecznosé¢ zadawania pradu w postaci rozktadu
gestosci J. O ile dla wyznaczenia indukcyjnosci zastepczej mozna przyja¢ dowolng
wartos¢ catkowitego pradu I ptynacego w przewodniku, to jednak jego szczegdlowy
rozptyw (f ) jest $cidle zwiazany z rozktadem pola i nie jest w ogdlnym przypadku
znany bez uprzedniego obliczenia tego pola. Z tego powodu potencjat wektorowy jest
stosowany gtéownie w magnetyzmie, gdzie najczesciej analizuje sie pole wzbudzone
przez uzwojenia cienkich przewodéw o tatwej do okreslenia gestosci pradu [85].

95
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Konkurencyjng alternatywa w stosunku do rozwigzywania rozktadu pola ma-
gnetycznego za posrednictwem potencjatu wektorowego, ktora omija ktopotliwa ko-
nieczno$¢ dysponowania rozktadem gestosci pradu jest wykorzystanie magnetycznego
potencjatu skalarnego 1. Skalarny potencjatl magnetyczny jest pojeciem dualnym do
potencjatu elektrycznego i tak samo spetnia skalarne rownanie Laplace’a. Zgrubne
oszacowanie pozwala wigc oczekiwaé trzykrotnego skrécenia czasu obliczen w sto-
sunku do potencjatu wektorowego.

Przedstawiona w niniejszym rozdziale analiza usuwa wszystkie niedogodnosci
zwigzane z potencjatem wektorowym. Proponowana metoda przeznaczona jest w
ogolnosci dla struktur trojwymiarowych. Mozna ja stosowa¢ réwniez do zagadnien
dwuwymiarowych, cho¢ w przypadku przekroju poprzecznego linii transmisyjnej jest
to zupetnie zbyteczne, gdyz analiza magnetostatyczna moze by¢ zastapiona elektro-
statycznym rownowaznikiem, czyli zwyktym skalarnym réwnaniem Laplace’a. Nie-
miej jednak, przedstawiona ponizej metoda zostanie zaprezentowana w dwuwymia-
rowym przekroju struktury trojwymiarowej, co zwiekszy czytelnosé ilustracji nie
zawezajac ogolnosci rozwazan.

7.1 Skalarny potencjat magnetyczny

Magnetyczny potencjal skalarny mozna wprowadzi¢ jedynie dla obszaréw pozbawio-
nych pradéw, gdzie pole magnetyczne ma charakter potencjalny:

VxH=0 = I:H=-V¢ (7.3)

Prady, ktére musza ptynaé, zeby pole magnetyczne istniato trzeba wiec usunaé z
dziedziny analizy, czyli wyodrebni¢ z niej dowolne roztaczne podobszary, ktére pra-
déw nie zawieraja. Rysunek 7.1 ilustruje te Sytuacje dla dwuwymiarowego przekroju,
cho¢ wszystkie rozwazania na ten temat dotyczg rowniez struktur trojwymiarowych.
Dobierajgc powierzchnie rozdzielajaca 2 na ' i Q” tak, by mozna bylo utworzyé na
nich Scianki magnetyczne M; i My bez zaburzania rozktadu potencjatu, zastepczym
pobudzeniem pola (po usunieciu pradéw) staja sie pewne potencjaly magnetycz-
ne ¥ i ¥y ustalone na tych powierzchniach. Zapewniajg one jednocze$nie warunki
brzegowe na Sciankach magnetycznych dla rownan Laplace’a:

Vi =0 V' =0 (7.4)

w Q1 Q" odpowiednio. Dla zadanych wartosci potencjatéw 11 i ¢y prad w prze-
wodniku otrzymuje sie nastepujaco:
RN RN 55 My _, My _,
I.=¢ Hdl= | H'dl + | H"dl= H'dl + H"dl (7.5)
Ly 2 L My M,

Na mocy potencjalnego charakteru pola magnetycznego w ' i Q)" (warunek 7.3) obie
catki po L} i L' sa sobie réwne i zaleza tylko od wartosci potencjatu na krancach
drogi catkowania, co daje:
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(b) MW ——EW

Rysunek 7.1: Wprowadzenie skalarnego potencjatu magnetycznego 1. Podziat ob-
szaru z pradem /. (a) na rownowazne obszary bez pradu ale z potencjatami 11 1 ¥
(b). EW, MW - $cianka elektryczna i magnetyczna

Na brzegu przewodnika z pradem wylaczonego z dziedziny analizy znika sktadowa
normalna natezenia pola, co dla potencjatu oznacza jednorodny warunek Neumanna

oy _

=0.
on

Taki sam warunek obowiazuje tez na wszystkich innych powierzchniach przewodza-
cych, czyli $ciankach elektrycznych.

Jesli indukeyjnos$é przewodu z pradem wyliczana jest na podstawie strumienia
magnetycznego

L= I (7.7)

to @ okresli¢ mozna na powierzchni $cianki magnetycznej M; lub M,. Nie ma przy
tym znaczenia, w ktorym z podobszarow liczy¢ si¢ bedzie rozktad wektora H , gdyz
i tak poszukiwane sa jego wartosci jedynie na powierzchni granicznej. Tym samym
redukuje sie problem magnetostatyczny do wycinka analizowanej struktury, co moze
by¢ dodatkowsa zalety przedstawionego podejscia. Jezeli korzystamy ze sformutowa-
nia energetycznego W,, = %I 2L, to konieczne jest juz okreglenie energii W,

Won (€0) + Wn(S2")

L=2 I

(7.8)
Pozostaje jeszcze wyznaczenie powierzchni rozdziatu M; i My tak, zeby mogty by¢
one jednoczes$nie Sciankami magnetycznymi bez zaburzania rozktadu pola.

7.2 Dualny problem elektryczny

Powszechnie stosowanym podejsciem do problemu magnetostatycznego w uktadach
planarnych jest rozwiazanie dualnego problemu elektrostatycznego [40, 120], ktéry
powstaje w wyniku podstawien zestawionych w tabeli 7.1. Otrzymany z rozwigzania
rownania Laplace’a dla tak skonstruowanego problemu dualnego rozktad potencjatu
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Problem magnetyczny Problem elektryczny

(& p

plaszczyzny metalizacji z | szczeliny w plaszczyznach
pradem [ metalizacji

szczeliny w plaszczyznach | plaszezyzny metalizacji o

metalizacji napieciu Ay = 1
g > 1 g =1
Uy > 1 Er = MUr Hp = 1

ekrany przewodzace (Scian- | $cianki magnetyczne
ki elektryczne)

Tabela 7.1: Zamiana problemu magnetycznego na dualny problem elektryczny

elektrycznego ¢ jest rownowazny rozktadowi skalarnego potencjatu magnetycznego
1 w problemie pierwotnym. Metoda ta pozwala na analiz¢ trojwymiarows uktadow
planarnych o dowolnej geometrii ptaszczyzn metalizacji, jednak ma ma nastepujace
ograniczenia:

e w szczelinach na ptlaszczyznach metalizacji musza obowiazywaé jednorodne
warunki Neumanna, co oznacza, ze metalizacja musi leze¢ w ptaszczyznie sy-
metrii pola magnetycznego

e grubos¢ metalizacji jest zaniedbywana

7.3 Wybor scianek magnetycznych

W najprostszym przypadku Scianki magnetyczne moga by¢ wstawione w ptaszczy-
znach symetrii ze wzgledu na rozktad pola magnetycznego, czego dwa przypadki
zilustrowano na rysunku 7.2. W ptaszczyznach symetrii natezenie pola magnetycz-
nego posiada tylko sktadowsg normalng. Dla potencjalu magnetycznego oznacza to
powierzchnie statej wartosci, ktéra wolno zastapi¢ Scianka magnetyczna.

Latwo zauwazy¢, ze sformutowanie dualnego problemu elektrycznego niczym nie
rozni sie od oryginalnego problemu dla potencjatu magnetycznego w przypadku
struktur symetrycznych wzgledem plaszczyzny metalizacji. Wtedy bowiem w ptasz-
czyznie tej miedzy przewodami mozna usytuowac¢ scianki magnetyczne z warunkami
Dirichleta dla ¢. Odpowiada to doktadnie cienkiej metalizacji w dualnym proble-
mie elektrycznym — warunki Dirichleta dla ¢. Jednak w oryginalnym sformutowaniu
problemu magnetycznego, inaczej niz w problemie elektrycznym, grubosé, a nawet
ksztatt przekroju przewodéw moga by¢ dowolne, jesli tylko pozostang one symetrycz-
ne wzgledem wspolnej ptaszczyzny (rys. 7.2). Analiza oparta na takich zalozeniach
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Mr

MW — =——EW
(a) (b)

Rysunek 7.2: Dwa przyktady symetrii struktury koplanarnej ze wzgledu na rozktad
pola magnetycznego. Przypadek (b) dopuszcza dowolna geometrie przewodéw w
ptaszczyznie metalizacji. EW, MW — §cianka elektryczna i magnetyczna

stosowana byla w [91] w odniesieniu do struktur koplanarnych o niezerowej grubosci
metalizacji.

Umieszczenie scianek magnetycznych M i My, w plaszczyznach symetrii w ta-
twy sposob umozliwia analiz¢ oparta na potencjatach magnetycznych, ale tylko w
strukturach symetrycznych. W szczegoélnosci, przyjmujac $cianki magnetyczne w
plaszczyznie rownoleglej do warstwy metalizacji ekrany ograniczajace strukture od
dotu i od gory musza by¢ jednakowo od niej odlegte lub oddalone na tyle, zeby ich
wplyw na pole w poblizu paskéw byt do pominigcia. Przyblizenie jednego z ekrandéw
spowoduje koniecznos¢ ,wybrzuszenia” $cianki magnetycznej w jego strone.

W ogolnosci, gdy struktura nie jest symetryczna, poszukiwac¢ nalezy powierzchni,
na ktorej zanika sktadowa styczna pola H , czyli powierzchni ekwipotencjalnych dla
potencjalu magnetycznego. Dla fali TEM jest to réwnowazne warunkowi na sktadowsg
normalna pola E:

Iy

E, =0 lub dla potencjatu I 0 (7.9)
n

Roéwnania te przedstawiaja powierzchnie zawierajace linie sit pola elektrycznego.
Jezeli nawet bedzie znany rozktad pola elektrycznego w wyniku wezedniejszego po-
szukiwania pojemnosci w schemacie zastepczym, to i tak samo wyznaczenie takiej
powierzchni jest numerycznie skomplikowane i moze okazaé si¢ zupetnie nieoptacal-
ne.

7.4 Koncepcja powierzchni rozdziatu potencjatu

Metode pozwalajaca na stosowanie magnetycznych potencjatéw skalarnych bez ko-
niecznosci ktopotliwego wyboru Scianek magnetycznych w strukturach pozbawio-
nych plaszczyzn symetrii zaproponowano w [76]. Jest ona szczegblna modyfikacja
sytuacji, w ktérej Scianki magnetyczne M, i My ztaczono ze soba (rys.7.3), a jeden z
podobszarow zostat pozbawiony wnetrza. Powstata w ten sposéb jedna $cianka ma-
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gnetyczna M w postaci ,szczeliny” rozdzielajacej, ktora na obu swoich powierzch-
niach M; i My ma ustalone rézne wartosci potencjatu jako warunki brzegowe:

Y(My) =1 (M) =1y (7.10)

Uskok potencjatu o wartosci Ay = 1y — 1)y przy przejsciu przez ,szczeling” nie
zaburza ciggtosci natezenia pola magnetycznego, gdyz wystepuje on w podobszarze
o zerowej szeroko$ci, wiec pole w nim nie musi by¢ okreslone. Catka cyrkulacji wokot
przewodu z pradem [I. odpowiada juz tylko jednej catce pomiedzy obu stronami tej
samej powierzchni.

— - = Mo — -
I.= ¢ Hdl= | H'dl = H'dl
Ly L/I My

ICIA¢:¢2—¢1

Z punktu widzenia podobszaru, ktory pozostat i wypekia teraz caty dziedzing
analizy uskok potencjalu nie istnieje, sa tylko dwie réozne wartosci potencjatu na
dwoéch fragmentach jego brzegu. Poniewaz obydwa te brzegi zajmujg geometrycznie
to samo miejsce, rozktady wektora natezenia pola magnetycznego na ich powierzch-
niach musza by¢ réwniez sobie réwne. Nie ktoci sie to z istnieniem niecigglosci w
wynikowym rozktadzie potencjatu, gdyz jego gradient moze nadal pozostawac ciagty.

Rysunek 7.3: Wynik ztaczenia dwoch powierzchni rozdzielajacych obszar z pradem
na podobszary, w ktérych prad zastapiono potencjalami skalarnymi zadanymi w
postaci — (a) statych wartosci 11 i 19 na $ciance magnetycznej M, (b) statej réznicy
potencjatu Ay w dowolnym przekroju P (powierzchnia rozdzialu potencjatu)

Zauwazmy, ze prad I. zwigzany jest faktycznie z r6znicg potencjaléw Ay na po-
wierzchni M, a nie z bezwzglednymi ich wartosciami. Réwniez fizyczne rozwiazanie,
czyli natezenie pola jako gradient potencjatu nie zalezy od bezwzglednych wartosci.
Wobec tego wartosci potencjatow ;1 i 19 zadanych w postaci warunkéw brzegowych
moga dowolnie zmienia¢ si¢ wzdtuz przekroju M, jesli tylko zachowana zostanie stata
ich r6znica pomiedzy obu jego stronami. Nowy przekrdj oznaczony na rysunku 7.3b
jako P mnie musi tworzy¢ Scianki magnetycznej, moze wiec by¢ poprowadzony do-
wolnie miedzy réznoimiennymi przewodami (rys.7.4). W [76] przekrdj taki nazwano
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powierzchniq rozdzialu potencjatu (potential partitioning surface ). Warunki brzego-
we Dirichleta (7.10) na $ciance magnetycznej M trzeba zastapi¢ warunkami stalej
roznicy potencjatu oraz ciggtosci gradientu potencjatu na P:

V(PT) —(P7) = Ay
(7.12)

Vit = Vi~ w przekroju P

P

Rysunek 7.4: Przyktadowe powierzchnie rozdziatu potencjatu P w przekroju linii
koplanarnej

7.4.1 Implementacja powierzchni rozdziatu potencjatu w meto-
dzie réznic skonczonych

Przy dyskretyzacji réwnania Laplace’a réznicami skonczonymi wygodnie jest usta-
wi¢ powierzchnig rozdziatu potencjatu P prostopadle do jednego z kierunkow uktadu
wspéhrzednych. Wtedy warunek ciggtosci gradientow potencjatu (7.12) dotyczyé be-
dzie jednej sktadowej gradientu i wptywac bedzie na sformutowania réznicowe tylko
dla jednej zmiennej. W przyktadowym przypadku (rys. 7.5a) P jest prostopadtia
do kierunku z, wiec nieciaglo$¢ potencjatu wystapi wytacznie dla rozktadu v (z).
Dwa sasiednie przekroje dyskretyzacji osi x, pomiedzy ktérymi znajduje sie ptasz-
czyzna rozdziatu potencjatu oznaczmy jako xj i xz. Pomiedzy tymi wspotrzednymi,
w przekroju x = xp nastepuje uskok charakterystyki A z zachowaniem ciggtosci
pochodnej (rys. 7.5b). Pochodna po obu stronach ptaszczyzny P przybliza sie rézni-
cami lewo- lub prawostronnymi w bezposrednio sgsiadujacych z nig przekrojach
1TR.

W Wrt+AY) -y
or| TR — T,
2 (7.13)
| Yr— (Y — AY)
or| TR — Tl
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V=
AN

Xy Xp Xp X, X, X, X, Xp X

(@) ’ P (b)

Rysunek 7.5: Przyktadowa powierzchnia rozdziatu potencjatu P na siatce réznic
skoniczonych i przebieg potencjalu w jej otoczeniu

Wida¢, ze przyblizenia réznicowe obu pochodnych sg sobie réwne, wiec ich uzy-
cie do dyskretyzacji rownania Laplace’a gwarantuje spetnienie warunkéw na rozktad
potencjatu (7.12) wokét plaszezyzny rozdziatu P. Wplyw nieciaglosci potencjatu na
otrzymany w ten sposéb uktad réwnan ograniczony jest jedynie do rownan dla we-
ztéw bezposrednio sasiadujacych z P. W naszym przypadku (rys. 7.5b) dla réwnaniu
Laplace’ta

wplyw nieciggtosci potencjatu dodatkowo ograniczy sie do sktadnikéw zwigzanych z
pochodnymi po x. Zastepujac A przez prad I. i zaktadajac staty krok dyskretyzacji
h otrzymamy nastepujace réwnania dla weztow xp i zg.

>y 0 — ¢l+(¢R+Ic)—2¢L:O
Ox? h?
2 (7.14)
az_w —0 . (wL_]c)+¢r_2¢R:O
Ox? h?

Przenoszac I. na prawg strone otrzymamy po lewej stronie wyrazenia réznicowe
takie jak przy braku warunkow brzegowych

¢l + wR - 2¢L _Ic

. - - (7.15)
Yo+ —2¢p L
h? e

Uskok potencjatu na powierzchni P zastepujacy prad nie zmienia wiec macierzy
zdyskretyzowanego rownania Laplace’a, a przejawia si¢ jedynie w postaci pradéw

V=
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w wektorze pobudzen i tylko dla elementéw odpowiadajacych weztom bezposrednio
sasiadujacym z P.

Nalezy zauwazy¢, ze potozenie przekroju P nie musi by¢ okreslane poprzez wspot-
rzedng x p, wystarczy bowiem wskazac, z ktoérymi przekrojami dyskretyzacji sasiadu-
je. Stosujac metode wielosiatkowa, podczas przejscia miedzy kolejnymi poziomami
siatek nalezy tylko zapewni¢ konsekwentne zagniezdzanie przedzialéw zawierajacych
P. Mozna to prosto zapewni¢ zwigzujac powierzchnie P z ustalonymi wspotrzednymi
przestrzennymi.

7.5 Powierzchnia rozciecia w metodach elementéow
skonczonych

Koncepcja powierzchni rozdziatu potencjatu zaproponowana oryginalnie w metodzie
réznic skonczonych [76] nie wprowadzata faktycznego rozciecia dziedziny. Wewnatrz
dziedziny zostal wymuszony uskok potencjatu z zachowaniem cigglosci gradientu
poprzez odpowiednie skorygowanie, o warto$¢ A, potencjaléw w weztach sgsiadu-
jacych z P w sformutowaniu réznicowego przyblizenia pochodnych

Zastosowanie tego podejécia w metodach z elementami skonczonymi mogtoby po-
lega¢ na podobnym skorygowaniu wartosci potencjatu dla weztéw lezacych na P, ale
tylko dla elementéw znajdujacych sie po jednej jej stronie. Doprowadzitoby to jednak
do powstania sztucznego uskoku potencjatu wewngtrz tych elementéw, a w konse-
kwencji nienaturalnej koncentracji energii zaleznej wtasnie od gradientu potencjatu.
W przypadku metod z adaptacyjnym zageszczaniem siatki, elementy takie zostaty-
by rozdrobnione, a w efekcie zmniejszenia ich rozmiaréw, gradient wzréostby jeszcze
bardziej generujac jeszcze silniejszy sygnat do dalszego zageszczania elementow. W
pozostalym obszarze siatka nie bytaby w ogole zageszczania, a rozktad energii zo-
statby catkowicie przystoniety przez rosnacy do nieskonczonosci przestrzenny impuls
energii na P.

Wida¢, ze koncepcja powierzchni rozdziatu potencjalu wymaga w przypadku
adaptacyjnej dyskretyzacji elementami skonczonymi odmiennej implementacji — po-
wierzchnia P musi przyjaé¢ postaé fizycznego rozciecia dziedziny analizy, na brze-
gach ktorego nalezy narzuci¢ warunki (7.12). Powierzchnia P ma przebiega¢ wzdtuz
powierzchni styku elementéw, najwygodniej jest wiec wymusié¢ rozktad elementéw
dopasowany do zadanego przebiegu P juz na etapie generacji siatki. Rozdzielenie ele-
mentoéw granicznych, czyli ztaczonych weztami nalezacymi do P, nastepuje poprzez
podwojenie tych weztow bez zmiany wspotrzednych oraz odpowiednie przypisanie
ich do nowo utworzonych powierzchni granicznych P~ i Pt (rys.7.6). Powierzchnie
te oraz zwigzane z nimi elementy graniczne odseparowane sg teraz szczeling o zero-
wej szerokosci, ktora nie nalezy do dziedziny analizy, dzigki czemu uskok potencjatu
W jej obrebie nie zaburzy rozwigzania.

Do dalszych rozwazan oznaczenie magnetycznego potencjatu skalarnego 1 zosta-
nie zastapione ogdlnym symbolem niewiadomej funkcji skalarnej w.

W warunkach brzegowych (7.12) ciagtosé gradientu w poprzek rozciecia P mozna
uprosci¢, gdyz drugi warunek, na stata réznice potencjatu, gwarantuje jednakowsa
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Rysunek 7.6: Rozciecie dziedziny z siatkg elementéw skonczonych. Powierzchnie P+
i P~ rozsunieto na rysunku tylko na potrzeby ilustracji — w rzeczywistosci geome-
trycznie sa jednakowe, to samo dotyczy podwojonych weztéw (kropki czarne i biate).

warto$¢ sktadowej stycznej gradientu w odpowiadajacych sobie punktach P~ i PT.
Dostajemy wiec

ut—uT = Au (7.16)
ou ou
% + % = 0. (7.17)
P+ P-

Odwrdcenie znaku w warunku ciaglosci gradientu (w poréwnaniu do (7.12)) wynika
z faktu, ze dodatnie kierunki powierzchni P~ i P* wskazuja na zewnatrz dziedziny
1 maja przeciwne zwroty.

Warunki (7.16) i (7.17) mozna préobowaé¢ zaimplementowaé analogicznie do wa-
runkéw Dirichleta i Neumanna, czyli jako warunek zasadniczy (essential) dotyczacy
poszczegolnych punktoéw dyskretyzacji na granicy dla uskoku potencjatu oraz natu-
ralny w stabym sformutowaniu zagadnienia brzegowego dla ciagtosci gradientu.

7.5.1 Naturalny warunek ciggtosci gradientu

Potencjal magnetyczny w obszarze ograniczonym $ciankami przewodzacymi spelnia
rownanie Laplace’a o ogblnej postaci:

ViEVu=0 w Q (7.18)

wraz z warunkami (7.16) i (7.17) na brzegach P~ i P* oraz jednorodnym warunkiem
Neumanna na przewodnikach

ou
o 0 na D'y, (7.19)
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gdzie k oznacza parametr materiatowy (w tym przypadku p), a
y=00—(PTUP). (7.20)

Metody z elementami skonczonymi korzystaja ze stabego sformutowania réwna-

nia (7.18)

/Q’UV(kVu) V=0 YoeHY(Q (7.21)
wraz z analogiczng postacia warunkéw brzegowych (7.17) i (7.19)
/ vVudS = 0 (7.22)
'n
/ vvudis*+/+v Vuds = 0. (7.23)
- P

Przeksztaltcajac laplasjan w (7.21) dostajemy
/Q V(vkVu) — Vo - kVau dV =0, (7.24)
co po zastosowaniu twierdzenia Gaussa do pierwszego wyrazu podcatkowego daje
/mv KVuds — /vi kY dV =0 (7.25)

Calka po brzegu dziedziny 02 = I'y U PT U P~ okreSlona jest w warunkach (7.22)
i (7.23) i zeruje sie, co ostatecznie prowadzi do stabego sformutowania w postaci

/ Vo kVu dV = 0, (7.26)
Q

ktora bezposrednio wykorzystywana jest do dyskretyzacji na siatce elementow skon-
czonych. W réwnaniu tym naturalnie obecne sa stabe postacie zarowno warunku
jednorodnego Neumanna, jak i warunku ciggtosci sktadowej normalnej gradientu na
brzegach rozcigcia.

7.5.2 Zasadniczy warunek uskoku potencjatu

Sformutowanie warunku

Warunki Dirichleta nie moga by¢ naturalnie wbudowane w stabe sformutowanie
zagadnienia (7.26), trzeba wigc je narzuci¢ bezposrednio na wartosci funkcji u w
weztach nalezacych do powierzchni z warunkami Dirichleta. Dotyczy to réwniez wa-
runkéw na uskok potencjatu (7.16). Jest to tzw. silna posta¢ warunkéw lub warunki
zasadnicze (istotne), gdyz beda spelnione doktadnie w kazdym z zadanych weztéw,
a nie w formie catkowej dla calej powierzchni. Warunki zasadnicze naktada si¢ do-
piero na okreslone elementy wektora niewiadomych w uktadzie rownan powstatym
po dyskretyzacji zagadnienia. Przy braku zrodel w obrebie dziedziny jest to uktad
jednorodny:

Au=0, (7.27)
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gdzie A to symetryczna globalna macierz wspotczynnikow bedaca zdyskretyzowana
postacia operatora Laplace’a VEV(+).

Warunek na uskok potencjatu wiaze ze soba wartosci weztow znajdujacych sie na
przeciwlegltych krancach dziedziny (pomimo geometrycznej identycznosci), przez co
przypomina warunki periodyczne. Podobna tez bedzie ich implementacja w macierzy
uktadu rownan A. Oznaczajac przez p i q indeksy odpowiadajacych sobie weztow
po przeciwnych stronach powierzchni rozcigcia P, warunek brzegowy (7.16) przyjmie
postaé¢ rownan wigzacych niewiadome o numerach p i ¢

up, = d + uy, (7.28)

gdzie d zastepuje oznaczenie Au, a p € P~ oraz q € PT.

Przypadek siatki adaptacyjnej

W przypadku zastosowania adaptacyjnych metod wielosiatkowych nie wszystkie we-
zty po przeciwnych stronach P beda mialy swoje jednoznaczne odpowiedniki. Adap-
tacyjne zageszczanie siatki uzaleznione jest od rozktadu btedu dyskretyzacji, ktory
przypisany jest nie punktom, lecz catym elementom. Poniewaz elementy sasiadujace
z P po obu stronach pokrywaja inny obszar pola, zageszczanie nie musi przebie-
gaé jednakowo, nawet jezeli dla siatki poczatkowej rozktad weztéw bedzie taki sam.
Przyktadowo, dla siatki dwuwymiarowej, zageszczenie elementu (pq, pa) skojarzone-
go z elementem (¢, q2) tylko po jednej stronie spowoduje pojawienie sie wezta pio
(numer 9 na rys. 7.7), bez swojego odpowiednika po stronie weztéw typu g. War-
tos¢ potencjalu w tym wezle, u,,, bedzie musiata by¢ zwigzana warunkiem (7.28) z
wartoscig interpolowana pomiedzy weztami ¢; 1 g (numery 71 8 rys. 7.7), czyli

N
Uy =d+ Y Wiy, (7.29)
k=1

gdzie wy, to wspétezynniki interpolacji (wagi), > wy = 1, a N, okresla liczbe weztéw,
ktorymi elementy stykaja sie z P, czyli N, = 2 lub 3 dla siatki trojkatow lub
czworoscianow.

Warunki tej postaci dla wszystkich zestawéw weztéw {p, ¢} moga by¢ niezaleznie
wstawiane do uktadu rownan (7.27) tylko, gdy w kolejnych przypisaniach pomiedzy
weztami z P~ 1 PT typ indekséw (p lub ¢) dla poszczegdlnych punktéw nie bedzie
sie zmienial. Inaczej méwiac, wezet typu p dla jednego warunku nie moze stac sie
typu ¢ w innym warunku. Sytuacja taka moze si¢ zdarzy¢, gdy sasiednie elementy
zostana zageszcezone po przeciwnych stronach P. Na przyktadzie z rys. 7.7 przypadek
ten dotyczy wezta 10 — jako nowo powstaly jest typu p, ale miesci si¢ pomiedzy
weztami o wezedniej przypisanym typie ¢ (numery 61 7) i jedynie do nich moze zostaé¢
przypisany. W takiej sytuacji warunek musi by¢ skonstruowany w alternatywnej
postaci rownania

Ny
Up = Wy, (7.30)
k=1
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Rysunek 7.7: Powigzanie weztéw na powierzchniach rozciecia przy formutowaniu

warunkow uskoku potencjatu; wezly typu p i ¢ oznaczone sa jako kropki czarne i
biate

jezeli
Uy, =d+u, oraz {p,q.} C P~ lub P".
Réwnanie to jest szczegdlnym przypadkiem (7.29), gdzie d = 0.

Wstawianie warunkow do ukfadu réwnan

Bezposrednie zastosowanie warunkéow uskoku potencjatu do uktadu réwnan (7.27)
zaburzytoby symetri¢ macierzy wynikowego uktadu

Au=h, (7.31)

Bylby to efekt bardzo niekorzystny, gdyz spowodowalby znaczne pogorszenie wla-
sciwosci uktadu rownan ze wzgledu na dostepnosé i efektywnosé iteracyjnych al-
gorytméw jego rozwigzywania. Symetrie mozna zachowaé, jezeli warunki zostang
wstawione nie do uktadu (7.27), lecz do zdyskretyzowanej postaci funkcjonatu:

1
F(u) = QuTAu —u’b, (7.32)

gdzie b oznacza wektor prawej strony ukladu réwnan (7.27) oraz uktadéw prze-
ksztatconych na podstawie juz wstawionych warunkow.

Takie podejscie jest mozliwe, gdyz przy dyskretyzacji metoda elementéw skon-
czonych korzysta si¢ ze stabego sformutowania réwnania rézniczkowego, ktore w
przypadku symetrycznym i dodatnio okreslonym (jak to ma miejsce w rownaniu
Poissona) jest rownowazne problemowi wariacyjnemu z funkcjonatem (7.32). Aze-
by nie zmieni¢ rozwiazania problemu, ktére zlokalizowane jest w minimum F'(u),
funkcjonat dla przeksztatconego uktadu rownan

1 .- -
F(u) = §uTAu —u’b (7.33)

musi spetnia¢ warunek

F(u) = F(u) +C. (7.34)
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gdzie C jest dowolng stala niezalezng od u.

Niewiadoma u, jest zastgpowana w wektorze u wyrazeniem (7.29), przez co znika
z uktadu réwnan. Nastepnie, dla jej przywrocenia, do uktadu wstawiane jest to samo
réwnanie na u,, (7.29). W wyniku otrzymuje si¢ nowe rownanie (7.31), ktére poddaje
si¢ takim samym przeksztatceniom dla kolejnego réownania warunku z kolejnym .
Po jednokrotnym wstawieniu warunku, zmienione wyrazy macierzy a;; oraz wektora
pobudzen bi sa nastepujace — po usuniegciu zmiennej u,

Uigy = Qig, T Wk Aip, T # G, P (7.35&)
Agj = Ggqj+ Wrap;, J 7 i, P (7.35b)
&QkCIl = af]kfIl + Wi aqlp + wq a'qua ka l =1... Nw (735C>

oraz po wstawieniu réwnania warunku (7.29)

iy = —ay, (7.35d)
Agp = —Wk App (7.35¢)
dpgk = —W Ay (7.35f)

b = —da. (7.35g)

Latwo zauwazy¢, ze w przeksztalconym ukladzie réwnan macierz A pozostaje
symetryczna. Po prawej stronie pojawia si¢ pobudzenia b odpowiadajace zrodtom
reprezentowanym przez uskok potencjatu, ktory z kolei zastepuje fizyczny prad. Jed-
nak sama macierz, ze wzgledu na brak warunkéow brzegowych Dirichleta (ustalaja-
cych wartosci potencjalu w wybranych weztach), bedzie osobliwa. Rozwiazanie w
postaci rozktadu potencjatu moze by¢ okreslone tylko z doktadnoscig do statej. Nie
wplynie to jednak na wartos¢ energii w strukturze, gdyz potencjal magnetyczny
nie jest wielkoscig fizyczng. Rozwigzaniem fizycznym jest dopiero rozkltad natezenia
pola magnetycznego H= —Vu, niewrazliwy na state przesunigcia potencjatu.

7.5.3 Osobliwy ukfad réwnan w metodach wielosiatkowych

Koniecznym warunkiem rozwigzywalnosci uktadu réwnan z macierza osobliwa jest
aby wektor prawej strony lezal w zasiggu (range) macierzy,

b € R(A).

W tym celu wektor zrédet b musi byé kompatybilny z warunkami brzegowymi. Fi-
zyczna interpretacja tego warunku jest nastepujaca. Zamkniecie obszaru analizy
jednorodnymi warunkami Neumanna (na powierzchniach przewodnika) oznacza, ze
linie sit pola magnetycznego nie ,przebijaja” tych brzegdéw i nie wyptywaja na ze-
wnatrz. Jedynymi brzegami, przez ktére pole przeptywa sa powierzchnie rozciecia,
tu jednak linie sit pola zachowuja cigglos¢, wiec powracaja do wnetrza natychmiast
po jego opuszczeniu. Catkowity strumien jest wiec rowny zero, co na mocy prawa
Gaussa musi oznacza¢ zrownowazenie zrodet wewnatrz obszaru. Dla uktadu réwnan
oznacza to, ze

N ~
Z b; =0,
i=1
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co gwarantuje kompatybilnosé b z warunkami brzegowymi. Wymog ten jest spetnio-
ny, poniewaz w macierzy A z jednorodnymi warunkami naturalnymi (Neumanna)

N
a]]:—zam dla Z7éj, jzl,N,
=1

a w macierzy A wyrazy na przekatnej specjalnie dobrano tak, aby a,, = —ay,
(7.35d), dzieki czemu b, = —d a,, (wzoér (7.35g) dla i = p).
Konsekwencje osobliwej macierzy uktadu réwnan:

e Osobliwy uktad réwnan nie moze by¢ rozwiazany metodami bezposrednimi

e Do iteracyjnego rozwigzywania uktadu mozna stosowac tylko wybrane metody:
Metoda Jacobiego jest zbiezna tylko do pewnego momentu, metody gradien-
towe, CG lub GMRES, sa zasadniczo dobrze zbiezne, btedy zaokraglen moga
spowolni¢ iteracje.

e Jak pokazano w [82], sam algorytm wielosiatkowy (korekcja zgrubna siatka)
nie jest wrazliwy na osobliwosé¢ macierzy.

e Na rzadkiej siatce (najnizszy poziom zageszczania — siatka poczatkowa) nie
mozna stosowaé doktadnych metod bezposrednich, lecz jedynie wybrane me-
tody iteracyjne

7.6 Testy numeryczne

Przedstawiona metoda przeznaczona jest do analizy trojwymiarowej, jednak przy-
padek dwuwymiarowy réwniez zostanie przetestowany w celu wstepnej weryfikacji i
czytelniejszej ilustracji. Do testéw zastosowano kaskadowy algorytm wielosiatkowy
oparty na metodzie gradientow sprzezonych (CG) i prekondycjoningu wielosiatko-
wym z iteracjami Jacobiego. W przedstawianych profilach zbieznosci liczba iteracji
odnosi si¢ do metody CG.

7.6.1 Weryfikacja dwuwymiarowa

Dla ilustracji poprawnosci rozwigzania struktura posiada symetri¢ wzgledem piono-
wej osi, a powierzchnie rozcigcia pochylono, tak aby przechodzity przez nia linie ekwi-
potencjalne. Odstep potencjatu pomiedzy liniami jest tak dobrany, aby ich przebiegi
mogly wyraznie kontynuowaé si¢ po przeciwnej stronie rozciecia. Gtadkosé przejsécia
linii ekwipotencjalnych oznacza spetnienie warunku ciggtosci gradientu potencjatu.
Warunek statej wartosci uskoku potencjatu bedzie zawsze speliony, gdyz wbudo-
wany zostal w sam uktad réwnan. Wynik odniesienia w postaci catkowitej energii
pola magnetycznego struktury W,, wyliczonej na podstawie energii réwnowaznego
problemu elektrycznego: 2W,,, = 1/(2W,) W analizowanej strukturze unormowana
wzgledem g energia elektryczna po 19 krokach zageszczania wynosi W, = 3.32725
z bledem estymowanym ¢ = 0.009%, co daje W,,; = 0.075137.
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Na rysunkach 7.8 przedstawiono siatke oraz rozktad potencjatu po 10 krokach
adaptacyjnego zageszczania dla pierwszego z dwoch ustawien powierzchni rozcigcia.
Profil zbieznosci aproksymacji przedstawia tabela 7.2. Wida¢, ze btad estymowa-
ny £e¢ dla energii jest nie odbiega zasadniczo do btedu prawdziwego e; liczonego
wzgledem energii podniesienia W,,,;. Jak przewidywano, osobliwo$¢ macierzy uktadu
rownan nie przeszkadza w utrzymaniu stosunkowo matej liczby iteracji we wszyst-
kich krokach zageszczania. Przyktad ten potwierdza poprawno$é¢ metody implemen-
tacji warunkow brzegowych na powierzchni rozciecia jako naturalnego warunku na
ciggto$é¢ gradientu w stabym sformutowaniu zagadnienia przy wymuszeniu uskoku
potencjatu w macierzy uktadu rownan.
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Rysunek 7.8: Rozktad siatki i potencjalu magnetycznego po 10 kroku adaptacyjnego
zageszczania.

Metoda toleruje ustawienie powierzchni rozciecia pod jeszcze ostrzejszym katem
do linii ekwipotencjalnych i przyblizenie jej w okolice osobliwosci (naroznik przewod-
nika) rys. 7.8. W miejscach takich znaczna koncentracja btedu dyskretyzacji moze
powodowaé jego rozprzestrzenianie si¢ na pobliskie elementy zaburzajac staba po-
sta¢ zagadnienia, a w konsekwencji, do powstawania lokalnych ognisk zwigkszonego
btedu. Zjawisko to dotyczy metod elementéw skoniczonych w ogéle i w literaturze
zostato nazwane jako zanieczyszczenia (polution) [6]. Efekt ten nieznacznie uwidocz-
nit sie po 10 kroku zageszczania, ale samoistnie zniknat przy dalszym zageszczaniu,
co dobrze ilustruje rozktad potencjatu po 16 kroku. Znacznie bardziej czytelng kon-
sekwencja takiego ustawienia powierzchni rozcigcia jest pogorszenie zbieznosci, co
w tabeli 7.3 wida¢ po wyraznym wzroscie liczby iteracji. PrzejSciowe zaburzenie w
kroku 10 uwidocznito si¢ zwigkszonym bledem prawdziwym e;.

Proponuje si¢ nastepujace sposoby ograniczania powyzszych zjawisk:

e umieszczanie powierzchni rozciecia mozliwie daleko od naroznikéw i krawedzi
Scianek przewodzacych
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‘ krok ‘ N ‘ W ‘ Eest | /0] ‘ e [ ‘ iteracje
0 22 0.0970227 | 17.0 29.13 9
1 53 0.0855363 9.6 13.84 7
2 109 | 0.0798254 4.6 6.24 10
3 193 | 0.0778404 2.8 3.60 3
4 242 | 0.0769959 1.9 2.47 4
5 392 | 0.0762938 1.2 1.54 9
6 513 | 0.0760042 | 0.91 1.15 10
7 731 | 0.0757020 | 0.61 0.75 5
8 988 | 0.0755496 | 0.45 0.55 7
9 1353 | 0.0754271 | 0.33 0.39 6
10 | 2078 | 0.0753267 | 0.22 0.25 5
11 2933 | 0.0752686 | 0.16 0.18 9
12 | 4026 | 0.0752317 | 0.11 0.13 4
13 | 5736 | 0.0752127 | 0.08 0.10 8
14 | 7450 | 0.0752233 | 0.06 0.11 5
15 | 9944 | 0.0752158 | 0.05 0.10 3
16 | 13252 | 0.0752079 | 0.04 0.09 7

Tabela 7.2: Przebieg zageszczania siatki dla problemu z rys.7.8; N — liczba weztow,
W,, — energia magnetyczna, €. — btad estymowany, ¢; — blad prawdziwy wzgledem

V >

i s

Rysunek 7.9: Rozktad siatki i potencjatu magnetycznego dla ptaszczyzny rozcigcia
dochodzacego blisko osobliwosci w narozniku przewodnika — po 10 kroku adaptacyj-
nego zageszczania (z lewej) pojawity sie zaburzenia wynikajace z bliskosci naroznika;
poprawny rozktad potencjalu po 16 kroku przedstawia rysunek z prawej strony.
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‘ krok ‘ N ‘ W, ‘ Eest | /0] ‘ et [0 ‘ iteracje
22 1 0.0974560 | 15.00 | 29.70 9
48 | 0.0888658 9.20 18.27 10
105 | 0.0807709 4.70 7.50 12
142 | 0.0794409 3.60 5.73 13
259 | 0.0773147 2.10 2.90 26
342 | 0.0765975 1.50 1.94 13
475 | 0.0760757 0.99 1.25 18
643 | 0.0759424 0.78 1.07 20
881 | 0.0756341 0.55 0.66 21
1298 | 0.0754739 0.37 0.45 36
1620 | 0.0755522 0.32 0.55 22
2180 | 0.0753426 0.23 0.27 24
2884 | 0.0752837 0.17 0.20 20
3870 | 0.0755056 0.15 0.49 16
5014 | 0.0752406 0.10 0.14 34
6548 | 0.0752878 0.08 0.20 21
8773 | 0.0751911 0.06 0.07 16
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Tabela 7.3: Przebieg zageszczania siatki dla problemu z rys.7.9; oznaczenia jak w
tabeli 7.2.

e umieszczanie rozciecia na powierzchniach mozliwie zblizonych do powierzchni
ekwipotencjalnych

e poprawienie jakoSci elementéw siatki — unikanie siatek o zbytnio wydtuzonych
lub sptaszczonych elementach

e unikanie siatek poczatkowych zbytnio rozrzedzonych, na ktorych mogtyby po-
jawia¢ si¢ ogniska duzego btedu aproksymacji

e otoczenie powierzchni rozcigcia w siatce poczatkowej warstwa elementow, od-
dzielajaca od bezposredniego wpltywu btedéw w okolicach osobliwosci geome-
trii struktury

7.6.2 Przyktad tréjwymiarowy

Trojwymiarows analize pola magnetycznego zilustrowano na przyktadzie prostopa-
dtego zagiecia paskowego ze Scigtym naroznikiem, w jednorodnym osrodku. Geome-
trie struktury wraz z powierzchnia rozcigcia przedstawia rysunek 7.10, gdzie nanie-
siono rowniez poczatkowa siatke na uwidocznionych powierzchniach (dla zwiekszenia
czytelnosei rysunek przedstawia jedynie powierzchnie paska i ptaszezyzn rozciecia).
Cata siatka jest bardzo rozrzedzona — 49 weztow.

Rzut na powierzchnie paska, do ktorej dochodza ptaszczyzny rozcigcia zawie-
ra rysunek 7.11, ktéry przedstawia siatke oraz przebieg potencjatu skalarnego po
5 kroku zageszczania (N = 8553 wezlow, blad estymowany eoyy = 2.4%). Linie
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Rysunek 7.10: Geometria zagiecia paskowego i powierzchni rozcigcia oraz czesé siatki

poczatkowej
‘ krok ‘ N ‘ Wi ‘ Eest | J0] ‘ e (%) ‘ iteracje
0 49 | 0.195317 | 45.0 7.3 11
1 145 | 0.150920 | 25.0 37.0 9
2 617 | 0.128585 | 12.0 16.7 13
3 1882 | 0.118287 6.2 7.4 13
4 3966 | 0.114869 3.8 4.3 22
5 8553 | 0.112829 24 24 13
6 | 17583 | 0.111923 1.6 1.6 35
7 136389 | 0.111022 | 0.99 0.79 22
8 172956 | 0.110732 | 0.65 0.53 32

Tabela 7.4: Przebieg zageszczania siatki dla problemu trojwymiarowego z rys.7.10;
oznaczenia jak w tabeli 7.2.

ekwipotencjalne wyznaczaja jednocze$nie droge przeptywu pradu na uwidocznionej
powierzchni paska. Wigksze zageszczenie linii odpowiada wigkszej gestosci pradu.
Rozktad potencjatu po 8 krokach zageszczania siatki (N = 72956 weztéw, btad
estymowany £50.65%) uwidoczniony na innych powierzchniach przekroju przed-
stawiono na rysunku 7.12. Struktura zobrazowana jest w postaci trzech roznych
podobszarow dziedziny. Podobszar po jednej ze stron powierzchni rozciecia usunieto
dla poprawienia czytelnosci rysunku.
Wida¢, ze rowniez w analizie trojwymiarowej powierzchnia rozciecia nie zaburza
gtadkiego przejécia linii ekwipotencjalnych, czyli cigglosci natezenia pola magne-

tycznego.

Analizowana struktura posiada symetrie wzgledem plaszczyzny réwnoleglej do
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Rysunek 7.11: Siatka i linie ekwipotencjalne na dolnej powierzchni paska po 5 kroku
zageszezania; linia przerywana pokazuje przebieg powierzchni rozcigcia.

Q!

Rysunek 7.12: Linie ekwipotencjalne na r6znych powierzchniach przekroju po 8 kro-
ku zageszczania. Widok jest zorientowany tak, ze powierzchnia rozcigcia znajduje
si¢ nad paskiem.

paska, dzieki czemu mozliwe byto wykonanie obliczen z warunkami Dirichleta w
plaszczyznie symetrii. Otrzymana w ten spos6b unormowana energia pola magne-
tycznego W,,; = 0.11015 otrzymana z bledem estymowanym e.; = 0.30% moze
stuzy¢ jako wynik odniesienia. Przebieg zageszczania siatki przedstawia tabela 7.4.
Estymowany btad dyskretyzacji zestawiono z btedem e, wzgledem wyniku odniesie-
nia W,,;. Niewielkie r6znice w obydwu rodzajach btedow jeszcze raz potwierdzaja
poprawno$¢ analizy pola magnetycznego z powierzchnia rozciecia. Osobliwos¢ ma-
cierzy nie przeszkadza metodzie gradientéw sprzezonych w osiagnieciu zbieznosci.
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Implementacja metod wielosiatko-
wych

8.1 Procedury numeryczne

Do implementacji adaptacyjnych metod wielosiatkowych w analizie statycznej pola
elektromagnetycznego wykorzystano pakiet procedur programu KASKADE [113].
Umozliwia on rozwigzywanie eliptycznych rownan rézniczkowych czastkowych z wa-
runkami Dirichleta, Neumanna i Couchy’ego w przestrzeni jedno-, dwu- i trojwy-
miarowej przy uzyciu nastepujacych technik

e aproksymacja zagadnienia ciagtego za pomoca metody elementéw skonczo-
nych z bazami weztowymi dla funkcji skalarnej na siatce liniowych elementow
trojkatnych i czworosciennych.

e adaptacyjne zageszczanie siatki w oparciu o wybrane estymatory btedu dyskre-
tyzacji oraz zarzadzanie tak powstata hierarchia zagniezdzonych siatek, ktore
umozliwia stosowanie algorytmoéw wielosiatkowych

e iteracyjne metody rozwiazywania ukladu réwnan liniowych powstatego po
dyskretyzacji zagadnienia ciagtego — metody stacjonarne (Jacobiego, Gaussa-
Seidela, itp. ) oraz niestacjonarne metody przestrzeni Krytowa (CG, GMRES)

e podstawowy schemat wielosiatkowy (cykl V)
e prekondycjonowane odmiany metod niestacjonarnych

Procedury napisane sa w jezyku C++ i tworza strukture obiektows, ktéra daje duza
swobode w ksztattowaniu bardziej ztozonych algorytmow wielosiatkowych, takich
jak pelny cykl wielosiatkowy (FMG) oraz prekondycjoning wielosiatkowy.

Pakiet KASKADE rozszerzono o nastepujace procedury wtasne:

e importowanie siatek poczatkowych w formatach réznych generatoréw siatek,
w szczegblnosci programu NETGEN

115
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e kontrola zageszczania siatki eliminujaca btedy zageszczania w poblizu silnych
osobliwosci (np. bardzo cienkie paski przewodzace)

e wprowadzanie warunkéw brzegowych w postaci rozcigcia dziedziny, umozliwia-
jace rozwigzywanie zagadnien magnetostatycznych dla potencjatu skalarnego
w strukturach pozbawionych symetrii

e ckstrapolacja Richardsona i korekcja btedem estymowanym dla poprawy do-
ktadnos$ci dyskretyzacji

Program implementuje skalarne eliptyczne rownanie rézniczkowe czastkowe o
nastepujacej postaci:

—V(kVu)+qu = f w Q

u = u” na TP (8.1)
0
k—u = gy na IV,

on

gdzie I'P i 'V to fragmenty brzegu dziedziny 9€) z warunkami Dirichleta i Neumanna
(TP UTY = 090). Rzeczywiste wspotezynniki k i ¢ moga przyjmowaé dowolne war-
tosci zalezne od wspoétrzednych przestrzennych. W przypadku probleméw elektro-
i magnetostatycznych ¢ = 0, co prowadzi do rownania Poissona w dziedzinie o do-
wolnym rozkladzie wypelnienia k = e(z,y,2) lub k = u(x,y, z). Dopuszczalne sa
nieciagtoéci w k(x,y, z) pod warunkiem, ze uskoki przenikalnosci leza na granicach
taczacych elementy siatki. Mozliwe jest proste rozwinigcie powyzszej postaci rowna-
nia rozniczkowego dla anizotropii materialow opisanych tensorem k;;.

8.2 Testy wydajnosci metod wielosiatkowych

Na jako$¢ rozwiazania uzyskanego adaptacyjnymi metodami wielosiatkowymi skta-
da sie doktadnos¢ dyskretyzacji zagadnienia ciggtego oraz doktadnosé rozwigzania
samego problemu dyskretnego w postaci uktadu réwnan liniowych. Testy wydajnosci
zostaly wiec przeprowadzone w dwoch gléwnych kategoriach

o efektywnos$¢ schematow wielosiatkowych w rozwigzywaniu uktadéw réwnan
liniowych otrzymanych po dyskretyzacji problemu ciagtego

o efektywnos$¢ adaptacyjnej dyskretyzacji problemu cigglego.
Analizowano nastepujace zagadnienia:

e clektrostatyczne 2D — przekrdj poprzeczny prowadnic

e clektrostatyczne 3D

e magnetostatyczne 3D.
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Pomini¢to analize¢ magnetostatyczng 2D, poniewaz do okreslenia parametréw pro-
wadnic, w najczestszym przypadku (wypelnienie dielektryczne) wystarcza analiza
pola elektrycznego.

Do testow wybrano struktury o zréznicowanym charakterze rozktadu pola. Opar-
te sa na nastepujacych prowadnicach (rys. 8.1)

1. cylindryczna linia wspotosiowa — brak osobliwosci, rownomierny rozktad pola

2. kwadratowa linia wspotosiowa — umiarkowane osobliwosci na naroznikach
przewodu wewnetrznego

3. kwadratowo-cylindryczna linia wspoétosiowa z niejednorodnym wypetnieniem
€, = 25 — nieciaglo$¢ pola na granicy dielektryk—powietrze

4. linia paskowa (pasek zerowej grubosci) — silne osobliwosci na krawedziach
paska.
1 2 3

Rysunek 8.1: Przekroje poprzeczne prowadnic testowych. Szeroko$¢ przewodu we-
wnetrznego — a, szerokos¢ przewodu zewnetrznego — 2a, szerokos¢ dielektryka e, —
1.5a. Dzigki symetrii analiza prowadzona jest w 1/4 struktury nr 2,4 i w 1/8 struk-
tury nr 1,3 (wycinki pomiedzy przerywanymi liniami).

1,2

3
:: !
|

Rysunek 8.2: Przekroje podtuzne linii dla testow elektrostatycznych 3D (przekroje
poprzeczne o numerach umieszczonych nad rysunkami przedstawia rys.8.1). Linia
przerywana — scianka magnetyczna (rozwarcie linii).

W testach 3D wykorzystywano linie o dlugosci 2a i takich samych przekrojach
poprzecznych jak w testach 2D. Numery testéw 3D odpowiadaja numerom prze-
krojow testowych 2D. Dla problemow elektrostatycznych analizowano linie rozwarte
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I —
I

Rysunek 8.3: Przekrdj podtuzny linii (uskok szerokosci) dla wszystkich testow ma-
gnetostatycznych 3D (przekroje poprzeczne przedstawia rys.8.1).

— przewody zewnetrzne sa zamkniete plaszczyzna przewodzaca (Scianka elektrycz-
na) po jednej stronie, a przewody wewnetrzne sa rozwarte w potowie dtugosci linii
(rys. 8.2). Po stronie pobudzenia linia jest rozwarta, czyli zamknieta Scianka magne-
tyczna. W problemach magnetostatycznych analizowano uskok wymiaréw przewodu
wewnetrznego — w potowie dtugosci srednica lub szerokos¢ przewodu maleje z a do
a

5 (rys. 8.3). Linia z obu koncow zwarta jest plaszczyzng przewodzaca.

8.2.1 Rozwiazanie uktadu réwnan liniowych

Powszechnie przyjmowang miarg zbieznosci iteracyjnego rozwigzywania uktadu row-
nan liniowych Au = b jest wzgledny btad residualny

_ Il

77 - )
Ib]]

gdzier = b—An, a u jest przyblizonym rozwigzaniem uzyskanym w biezacej iteracji.

W pierwszej kolejnosci dokonano poréwnania zbiezno$ci wybranych jednosiatko-
wych metod iteracyjnych (Jacobiego z waga w = 2/3, Gaussa—Seidela — GS, gradien-
téw sprzezonych — CG, metody CG prekondycjonowanej iteracjami GS — PCG-GS),
w oparciu o ktére mozna budowaé algorytmy wielosiatkowe. Na przyktadzie pro-
blemu elektrostatycznego o réwnomiernym rozktadzie rozwiazania (struktura nr 1)
przedstawiono zaleznos$¢ profilu zbieznosci (n w funkeji liczby iteracji) od gestosci
siatki mierzonej liczba weztéw N (rys. 8.5). Testy potwierdzity wygladzajace wta-
sciwosci stacjonarnych metod iteracyjnych polegajace na dobrej zbiezosci tylko dla
siatek rozrzedzonych (mate N) lub w poczatkowych krokach iteracji. Metoda CG
oferuje znaczng poprawe zbieznosci dla gestych siatek, ale dopiero po pewnej liczbie
iteracji poczatkowych, w trakcie ktérych profil zbieznosci jest bardzo zblizony do
metod stacjonarnych. CG wykazuje wtedy wlasciwosci wygtadzajace, ktére pozwa-
laja na jej stosowanie w algorytmach wielosiatkowych w takim samym charakterze
jak metody Jacobiego czy GS. Dalsza, cho¢ umiarkowang poprawe przynosi dodanie
do CG prekondycjonera GS.

Profile zbieznosci wigkszej liczby metod, w tym metod wielosiatkowych, dla pro-
blemow elektrostatycznych 2D na gestej siatce w roznych strukturach testowych
zestawiono na rysunkach 8.6 (siatki rownomierne) i 8.7 (siatki uzyskane przez zagesz-
czanie adaptacyjne). Analizujac zbieznosé metod wielosiatkowych trudno odnosi¢ sie
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Rysunek 8.4: Poréwnanie siatek zageszczonych réwnomiernie (w $rodku) i adapta-
cyjnie (na dole) dla probleméw elektrostatycznych 2D, uzyskanych z tych samych
siatek poczatkowych (na gorze; linie pogrubione — warunki brzegowe Dirichleta, linie
przerywane — warunki Neumanna).

do liczby iteracji jako kosztu rozwigzania. Nie mozna przyjmowacé sumy iteracji na
wszystkich poziomach cyklu wielosiatkowego, gdyz wydatek na ich wykonanie nie
jest staly i zmienia si¢ zaleznie od poziomu rozrzedzenia siatki. Jesli przyjac za jedna
iteracje caly cykl V| to koszt takiej jednostki bedzie znacznie zawyzony w stosunku
do metod jednosiatkowych. Z tego powodu, jako uniwersalng miar¢ kosztu rozwia-
zania przyjeto czas. Obliczenia prowadzono na komputerze PC Pentium I1I 760MHz
256MB RAM.

Poszczegblne zagadnienia testowe oznaczono numerem struktury oraz literg U
dla siatki réwnomiernej i A dla siatki adaptacyjnej. Testowane metody oznaczono
jako Jac (wazona metoda Jacobiego, w = 2/3), GS, CG, PCG-zz (zx to symbol
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prekondycjonera dla metody CG ), Myy (metoda wielosiatkowa o wielu cyklach
V z iteracjami yy). Na przyktad, MGS oznacza metode wielosiatkowa z iteracjami

Gaussa-Seidela, a PCG-MJac to metoda gradientéw sprzezonych z wielosiatkowym
prekondycjoningiem opartym na metodzie Jacobiego.
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Rysunek 8.5: Profil zbieznosci rozwiazywania uktadu rownan dla metod jednosiat-
kowych — btad wzgledny 1 w funkcji liczby iteracji — problem elektrostatyczny 2D,
struktura nr 1, siatka poczatkowa (liczba weztéw N = 11) zageszczona réwnomier-

GS

Podstawowe wnioski ptynace z powyzszych testéw sa nastepujace

nie (N = 107, 1481). W metodzie PCG-GS liczone sg iteracje CG i prekondycjonera

e wszystkie metody wielosiatkowe znacznie przewyzszaja metody CG i PCG-

GS na réwnomiernej siatce i sa malo wrazliwe na niejednorodnosci samego
rozktadu rozwigzania

e metody CG z prekondycjoningiem wielosiatkowym (PCG-MJac, PCG-MGS)
maja najlepsza zbieznos¢ niezaleznie od rodzaju siatki i rozktadu rozwigzania

e na nieréwnomiernej siatce adaptacyjnej o koncentracji weztéw w poblizu wy-
puktych naroznikéw brzegu proste metody wielosiatkowe (MJac, MGS, MCG)
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Rysunek 8.6: Profil zbieznosci rozwigzywania uktadu réwnan — btad wzgledny n w
funkcji czasu — dla réznych metod jedno- i wielosiatkowych na gestej siatce rowno-
miernej o duzej liczbie weztow.

ulegaja wyraznemu spowolnieniu; w przypadku najsilniejszych osobliwosci

(test 4A) tylko MJac i MGS nie sa lepsze od CG i PCG-GS

e nieréwnomiernos$¢ siatki nie zwiazana z geometriag warunkéw brzegowych Di-
richleta (test 3A) tylko nieznacznie spowalnia proste metody wielosiatkowe,
zachowujac ich wyrazng przewage nad metodami jednosiatkowymi

Na koniec poréwnano czas rozwigzywania uktadu réwnan réznymi metodami w
funkcji liczby wezléw siatki. Iteracje przerywane sg gdy n < 107%. Wprowadzono
dwa warianty schematow wielosiatkowych — cykl V i FMG. W dotychczasowych
testach metody wielosiatkowe wystepowaly tylko jako cykle V, co oznaczato, ze
analizowano czas rozwigzania problemu tylko na najgestszej docelowej siatce, nie-
zaleznie procedury zageszczania tworzacej kompletng hierarchie siatek. Inaczej jest
w pelnym schemacie wielosiatkowym FMG. Rozpoczynajac od najrzadszej siatki,
rozwigzanie uzyskane na biezacym poziomie stuzy nie tylko do adaptacyjnej genera-
cji nastepnej, gestszej siatki, lecz rowniez jako poczatkowe przyblizenie dla iteracji
na wyzszym poziomie. Rozwigzanie na docelowej siatce zostanie przyspieszone, lecz
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Rysunek 8.7: Profil zbieznosci rozwigzywania uktadu réwnan — btad wzgledny n w
funkcji czasu — dla réznych metod jedno- i wielosiatkowych na gestej siatce nieréwno-
miernej (zageszczanie adaptacyjne) o duzej liczbie weztéw. Dla struktury nr 1 siatki
adaptacyjna i rownomierna sg jednakowe, dlatego test 1A dalby wynik identyczny
z 1U (rys. 8.6)

nalezy wtedy bra¢ pod uwage skumulowany czas rozwigzywania uktadéw réwnan
na wszystkich siatkach, od najrzadszej do najgestszej. W przypadku metod jedno-
siatkowych kategorie cykl V i FMG majg znaczenie umowne i nie sa schematami
wielosiatkowymi w $cistym tego rozumieniu. Cykl V oznacza niezalezne rozwiazanie
na najgestszej siatce, FMG — kaskade rozwigzan na zageszczajacych sie siatkach za-
chowujaca przenoszenie wektoréw rozwigzan na kolejne poziomy oraz skumulowane
zliczanie czasu.

Wiyniki dla problemoéw elektrostatycznych 2D w strukturach 3 i 4 na siatce réw-
nomiernej i adaptacyjnej przedstawia rysunek 8.8. Wykresy te potwierdzaja wcze-
$niejsze spostrzezenia, a dodatkowo pokazujg wolniejsze narastanie czasu w funkcji
liczby niewiadomych wszystkich metod wielosiatkowych w stosunku do jednosiatko-
wych metod CG i PCG-GS.

Kolejne wykresy (rys. 8.9-8.10) przedstawiaja wyniki testéw elektrostatycznych
3D w dwobch wariantach — cykl V i FMG. Podobnie jak w przypadku 2D, nachy-
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Rysunek 8.8: Czas rozwiazywania uktadu rownan w funkcji liczby weztéow — problem
elektrostatyczny 2D, zageszczanie rownomierne (u géry) i adaptacyjne (na dole),
cykl V; testy 41 3
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Rysunek 8.9: Czas rozwiazywania uktadu rownan w funkcji liczby weztow — problem
elektrostatyczny 3D, zageszczanie adaptacyjne, cykl Vi FMG (czas skumulowany);

od gory — test 41 2
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Rysunek 8.10: Czas rozwiazywania uktadu rownan w funkcji liczby weztéw — problem
elektrostatyczny 3D, zageszczanie adaptacyjne, cykl Vi FMG (czas skumulowany);
test 3 przy €, =1 (u gory) i &, = 25 (na dole)
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lenie zaleznosci czasu od liczby weztow jest wyraznie korzystniejsze w metodach
wielosiatkowych i maleje wraz ze wzrostem N. Sprawia, to iz metody wielosiatko-
we (zaréwno proste jak i prekondycjoning wielosiatkowy) szczegdlnie nadaja sie do
wielkich probleméw z gestymi siatkami.

W testach magnetostatycznych 3D pominieto strukture nr 1 (cylindryczna li-
nia wspoétosiowa), gdyz daje ona rozktad pola bardzo zblizony do struktury nr 3
(linia cylindryczna o kwadratowym przewodzie zewnetrznym z niejednorodnym wy-
petnieniem dielektrycznym, ktére nie wprowadza niejednorodnosci osrodka dla pola
magnetycznego).

Celem testéw z polem magnetostatycznym jest zbadanie efektywnosci metod
rozwigzywania uktadu réwnan dla probleméw z rozktadem potencjatu specyficznym
dla pola magnetycznego, czyli z warunkami Neumanna na powierzchniach przewo-
dzacych. Celowo wybrano struktury posiadajace symetrig, tak aby uniknaé¢ osobli-
wosci macierzy i nie odrzucaé z testéw prostych metod iteracyjnych (Jacobiego,
Gaussa-Seidela), ktore Zle radza sobie z takim ukladem réwnan. Symetria struktury
pozwala bowiem wprowadzi¢ warunki Dirichleta dla skalarnego potencjatu magne-
tycznego. Wyniki przedstawiaja zaleznosc¢ czasu od liczby weztéw siatki — rys. 8.11.
Potwierdzaja one dotychczasowe spostrzezenia dotyczace przewagi metod wielosiat-
kowych, szczegdlnie dla problemow z duzg liczbg niewiadomych. Nowg wlasciwoscia
jest dobra zbieznosé metody z PCG-GS (prekondycjoning jednosiatkowych), kto-
ra doréwnuje i czasami przewyzsza proste metody wielosiatkowe (MJac i MGS).
Nadal jednak najszybsza metoda jest PCG-MGS oparta na prekondycjoningu wie-
losiatkowym. Innym waznym wnioskiem jest przewaga schematu FMG na cyklem V,
mimo zliczania w tym pierwszym czasu skumulowanego. Oznacza, to iz wymagajace
schematu FMG adaptacyjne zageszczanie siatki moze odbywac sie bez ponoszenia
dodatkowego kosztu zwiazanego z rozwiazywaniem uktadu réwnan.
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Rysunek 8.11: Czas rozwiazywania uktadu rownan w funkcji liczby weztéw — problem
magnetostatyczny 3D, zageszczanie adaptacyjne, cykl Vi FMG (czas skumulowany);
od gory — test 2, 3, 4
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8.2.2 Doktadnos¢ dyskretyzacji

7 testow przeprowadzonych w poprzednim podrozdziale wynika, ze ze wzgledu na
szybkos¢ rozwiazywania uktadu réownan wskazane wskazany jest schemat FMG.
Sprzyja to budowaniu hierarchii siatek od dotu, czyli poprzez sukcesywne zageszcza-
nie siatek, poczawszy od najrzadszej. Rozwazane beda dwa schematy zageszczania
— rownomierny i adaptacyjny. Pierwszy z nich jest prosty i tani numerycznie lecz nie
zapewnia efektywnego rozktadu punktéw dyskretyzacji. Schemat adaptacyjny wy-
maga pewnego wysitku numerycznego zwigzanego gtéwnie z estymacja btedu dyskre-
tyzacji, lecz pozwala zbudowa¢ siatke optymalna, czyli taka, ktéra przy zatozonym
btedzie wymaga minimalnej liczby weztow. Koszt adaptacyjnego zageszczania moze
sie jednak zwrocic, jezeli bltad estymowany zostanie wykorzystany powtérnie, czyli
do ekstrapolacji rozwiazania technikami przedstawionymi w rozdziale 5. W testach
zastosowano estymacje btedu oparta na lokalnych problemach o aproksymacji kwa-
dratowej (patrz podrozdziat 3.3).

Dla wszystkich przedstawionych wczesniej problemoéw testowych zbadano profile
zbieznosci zageszezania dyskretyzacji, czyli zaleznos¢ wzglednego btedu estymowa-
nego £ 0d narastajacej liczby weztow siatki N i czasu (rys. 8.14-8.16). Tam gdzie
znane jest rozwigzanie doktadne, btad estymowany zestawiono z bledem prawdzi-
wym ¢;. Do rozwigzywania uktadu réwnan problemu zdyskretyzowanego zastosowa-
no najlepsza z testowanych wezesniej metod — PCG-MGS (gradienty sprzezone z
prekondycjoningiem wielosiatkowym GS).

Dla problemoéw elektrostatycznych 2D siatki poczatkowe oraz zageszczone row-
nomiernie i adaptacyjnie po kilku poczatkowych krokach przedstawia rysunek 8.4.
Na rysunku. 8.12 przedstawiono dodatkowo rozktad pola w postaci linii ekwipoten-
cjalnych na siatce adaptacyjnej.

W cylindrycznej linii wspotosiowej, ze wzgledu na réwnomierny rozktad pola, za-
geszczanie adaptacyjne i rownomierne dajg praktycznie taka samg siatke. Uzyskanie
dobrej aproksymacji tego typu problemu ciagtego, to znaczy z zakrzywionymi brze-
gami, wymaga dodatkowo adaptacyjnego doprecyzowania przebiegu brzegdéw (rys.
8.13). W tabeli 8.1 przedstawiono stopien poprawy doktadnosci unormowanej pojem-
nosci zastepczej C,, = C4/eo, wzgledem rozwiazania analitycznego C; = 9.064720,
uzyskany dzicki adaptacyjnemu zakrzywianiu brzegu. W przypadku brzegu przybli-
zonego linig tamang btad samego zdefiniowania geometrii zagadnienia o dwa rzedy
wielkosci przewyzsza btad dyskretyzacji. Zageszczanie siatki do tak matej wartosci
€est Nie ma w tym przypadku sensu.

| brzeg | C | C, | N (wezly) | Eest | e |
tamany 9.06472 | 8.983328 1844 0.009% | 0.90%
adaptacyjny | 9.06472 | 9.065024 1480 0.008% | 0.003%

Tabela 8.1: Efekt adaptacyjnego doprecyzowania zakrzywionego brzegu w cylin-
drycznej linii wspotosiowej

Nalezy zwroci¢ uwage na skutecznosé adaptacyjnego zageszcezania siatki w oko-
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Rysunek 8.12: Linie ekwipotencjalne (elektryczne) na siatce adaptacyjnej dajacej
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Rysunek 8.13: Poréwnanie siatek adaptacyjnych dla brzegu tamanego (N = 501) i
adaptacyjnie zakrzywionego (N = 434).

licach naroznikéw i krawedzi przewodéw sygnatowych linii nr 3 i 4. Efektem jest
bardzo dobra doktadnos¢ osiagnicta przy stosunkowo matej liczbie weztéw siatki,
bowiem obszary odlegte od tych zataman pozostaja stosunkowo mocno rozrzedzone.
Obliczona za pomoca adaptacyjnej metody wielosiatkowej wartos¢ unormowanej po-
jemnosci zastepczej linii C,, = C}/eq zestawiono w tabeli 8.2 z wartoscig doktadna
Cy uzyskana metoda odwzorowan konforemnych zaczerpnieta z [109].

O ile pewne, cho¢ nieoptymalne, dogeszczenie siatki w okolicach naroznikéw brze-
gu moga zapewni¢ niektére generatory siatek, to koncentracja weztow w poblizu
naroznika niejednorodnego wypetnienia dielektrycznego w strukturze nr 3 wymaga
juz adaptacyjnego algorytmu zageszczania. Wartos¢ unormowanej pojemnosci linii
uzyskang w metodzie wielosiatkowej poréwnano z wynikiem uzyskanym w [109] z
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‘ prowadnica ‘ C, ‘ C, ‘ N (wezty) ‘ Eest ‘ € ‘
kwadratowa (nr 2) | 10.234 | 10.242 837 | 0.09% | 0.08%
paskowa (nr 4) | 5.8769 | 5.8812 1419 | 0.09% | 0.07%

Tabela 8.2: Poréwnanie wynikow adaptacyjnej metody wielosiatkowej z warto$ciami
doktadnymi C}

‘ metoda ‘ C, ‘ N ‘ Eest ‘ czas catkowity [s] ‘
MG | 23.8160 | 67 | 0.30% 0.40
23.7728 | 118 | 0.18% 0.60
AFE | 23.7798 | 75 9.66

Tabela 8.3: Poréwnanie wynikéw adaptacyjnej metody wielosiatkowej (MG) z adap-
tacyjna metoda elementéw skonczonych (AFE); czasy obliczen podano dla PC486 z
20MB pamieci oraz zegarem 50MHz (AFE) i 66MHz (MG) — obejmuja one catkowity
koszt numeryczny, zageszczania siatki i rozwiazania uktadu réwnan

adaptacyjnej metody elementow skonczonych (AFE) — tabela 8.3. Metoda ta mimo
wbudowanego algorytmu adaptacyjnego zageszczania siatki nie jest wielosiatkowa,
gdyz nie wykonuje charakterystycznej korekcji na zgrubnej siatce. W efekcie réznica
w szybkosci obliczen jest bardzo duza — nawet przy wigkszej liczbie weztow metoda
wielosiatkowa jest okoto 12 razy (!) szybsza (uwzgledniajac réznice zegaréw).
Podstawowe wnioski ptynace z analizy przebiegu zageszczania siatek sg nastepu-

jace.

e Adaptacyjne, w poréwnaniu z roéwnomiernym, zageszczanie siatki daje wy-
raznie lepsza zbieznosé dyskretyzacji (w funkcji liczby weztéw) wszedzie za
wyjatkiem struktur o znacznej jednorodnosci rozktadu pola

e Oszczednosé czasu przy zageszczaniu roOwnomiernym kompensuje gorsze na-
chylenie redukcji btedu eq (V) tylko w kilku poczatkowych krokach zagesz-
czania. Pézniej, dla duzej liczby weztow algorytm adaptacyjny przewaza row-
niez pod wzgledem szybkosci redukcji btedu eq(t). Dodatkowe zastosowanie
ekstrapolacji z btedem estymowanym przewage te jeszcze bardziej poglebia.

e Mniejszy przyrost liczby weztéw pomiedzy kolejnymi krokami zageszczania po-
zwala w metodzie adaptacyjnej na bardziej precyzyjne ograniczenie docelowego
rozmiaru (V) problemu.

e Zastosowana estymacja btedu daje wyniki bardzo zblizone do btedu prawdzi-
wego.
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Rysunek 8.14: Wzgledny btad dyskretyzacji eos; 1 btad prawdziwy e; oraz czas cal-
kowity w funkcji liczby weztow N przy zageszczaniu rownomiernym i adaptacyjnym
— problemy elektrostatyczne 2D



132  Rozdziat 8

Implementacja metod wielosiatkowych

Test 2-3D-elektr

Test 2-3D-elektr
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Rysunek 8.15: Wzgledny btad dyskretyzacji e.s; 1 czas catkowity w funkcji liczby
weztow N przy zageszcezaniu réwnomiernym i adaptacyjnym — problemy elektrosta-

tyczne 3D
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8.2  Testy wydajnosci metod wielosiatkowych
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Rysunek 8.16: Wzgledny btad dyskretyzacji e.s; i czas catkowity w funkcji liczby
weztow N przy zageszczaniu rownomiernym i adaptacyjnym — problemy magneto-

statyczne 3D
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Rozdziat 9

Przyktadowe zastosowania —
analiza statyczna

Przeprowadzono obliczenia dla przyktadowych struktur wybranych dla zilustrowania
mozliwosci réznych zastosowan metody oraz w celu weryfikacji wynikéw w oparciu
o dane dostepne w literaturze i uzyskane w analizie pelnofalowej. W pierwszym rze-
dzie analizowano przekroje prowadnic falowych (analiza dwuwymiarowa). Nastepnie
wykonano obliczenia kilku niecigglosci w pelnym, tréjwymiarowym ujeciu.

Dyskretyzacja zagadnienia za pomoca elementéw skonczonych daje petng swobo-
de w ksztattowaniu geometrii zamknietych struktur z falg quasi-TEM. Praktycznym
ograniczeniem jest jedynie zakres stosowalnosci podejscia quasi-statycznego, ktory
zalezy gtownie od dyspersji w liniach i mozliwosci uznania elementéw trojwymiaro-
wych (nieciaglosci) za skupione. Dla rzeczywistych zastosowan w uktadach mikro-
falowych najczesciej buduje sie¢ elementy w oparciu o prowadnice planarne, z czego
linie koplanarne wykazuja duzo mniejsza dyspersje niz linie mikropaskowe. Jedynie
z tego powodu wszystkie zaprezentowane przyktady dotycza struktur planarnych, a
najczesciej z prowadnicami koplanarnymi.

Przywotywane w niniejszym rozdziale czasy symulacji prezentowang metoda do-
tycza komputera PC Pentium III, 780MHz, 512MB RAM.

9.1 Parametry prowadnic

Wykonano obliczenia impedancji charakterystycznej i przenikalnosci efektywnej pro-
wadnic koplanarnych o geometrii przedstawionej na rysunku 9.1.

Wptyw odlegtosci $cian obudowy metalowej na impedancje i przenikalno$é efek-
tywna linii ilustruja wykresy na rysunku 9.2. Wyniki uzyskano zageszczajac adap-
tacyjnie siatke az do osiggniecia bledu .y < 0.03%. Widaé, ze symulacje struktury
otwartej mozna uzyska¢ przez dostateczne oddalenie ekranéw od linii — przyjeto
W/d=61iH/d=8.W takich warunkach obliczono parametry linii dla zmieniajacej
sie szerokosci paska w/d. Wyniki zestawiono w tabeli 9.1 wraz rezultatami uzy-
skanymi z analizy statycznej metoda roznic skoniczonych (FD) [90] i odwzorowan
konforemnych (CM — conformal mapping) (wyniki z [66] cytowane za [90]). W po-
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w

Rysunek 9.1: Przekroj poprzeczny linii koplanarne;j.

réwnaniu z wynikami teoretycznymi (CM), niniejsza metoda (MG-FE) daje lepsza
doktadnos¢ niz FD.

50 T T T T 4.65

495F

ZC 49}

48 ‘ ‘ ‘ ‘ 44
6 8 2 6 8
Wid, Hid Wid, Hid

Rysunek 9.2: Wplyw rozmiaréw obudowy na Z. i €. linii koplanarnej (¢t = 0,
e, = 9.8, d=625um, h = 250pum, w/d = 0.6 1 hg = H/2)

Zc Eeff
MG-FE FD CM |MG-FE FD CM
0.2 81.76  81.07 82.70 | 4.738 4.734 4.719
0.4 62.54 6197 63.35| 4.628 4.633 4.614

0.6 49.68  49.26 50.34 | 4.597  4.602 4.589
0.8 38.02  37.82 38.50 | 4.652  4.652 4.650

w/d

Tabela 9.1: Poréwnanie parametréw linii koplanarnej (¢t = 0, €, = 9.8, d = 625um,
h = 250um, W/d = 6, H/d = 8 1 hg = H/2) wg. réznych metod — niniejszej
(MG-FE), FD, CM .
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Wplyw grubosci metalizacji ¢ na parametry monolitycznej linii koplanarnej na
podtozu z GaAs przedstawia tabela 9.2, gdzie dotaczono wyniki z analizy FD [90]
oraz hybrydowej metody elementéw skoriczonych (HybFE) [39]. R6znice pomiedzy
wynikami uzyskanymi z metody FD i metod FE (HybFE i MG-FE) dla rosnacej gru-
bosci metalizacji wynikaja raczej z trudnosci w dobrej dyskretyzacji bardzo waskiej
przestrzeni pomiedzy paskami oraz okolic naroznikow. W prezentowanej tu metodzie
siatka dopasowuje si¢ do dowolnego rozktadu metalizacji i rozwigzania, co sugeruje
bardziej poprawny wynik.

Zc Eeff
teml |\l FE FD HybFE | MG-FE FD

h = 100um

0 4970 498 - 6.913  6.891

1 4724 480 - 6.427  6.525

3 4382 448 - 5781 5.925

5 4111 423 - 5203 5.456
h = 200um

4960 - 4965 | 6.944 -
1 4714 - - 6.455 -
3 4374 — 4373 | 5806 -

Tabela 9.2: Wplyw grubosci metalizacji na parametry linii koplanarnej (e, = 12.9,
d = 35um, w = 15um, W = 350um, H = 600um i hy = H/2) wg. réznych metod —
niniejszej (MG-FE), FD, HybFE .

9.2 Proste nieciggtosci

Rozwarcie linii koplanarnej

Przeprowadzono analize¢ tréjwymiarowa linii koplanarnej oraz pojemnosci zastepczej
rozwartego konca linii koplanarnej (rys. 9.3), ktéra reprezentuje pojemnosé¢ C, w
schemacie zastepczym lub efektywne wydtuzenie linii [.,; obliczane jako

We

lex = Iy la
' Wel

gdzie W, i W, oznaczaja energie pola elektrycznego w catej strukturze rozwarcia
(3D) i w przekroju poprzecznym linii (2D).

Wymniki dla struktury monolitycznej, w postaci wydtuzenia linii uzaleznionego
od przerwy rozwarcia g poréwnano z metoda HybFE [39] w tabeli 9.3. Zageszczanie
siatki w analizie 3D prowadzono az do osiggniecia btedu dyskretyzacji et ~ 1%,
czemu odpowiadato $rednio 120000 weztéw. Zastosowanie ekstrapolacji polegajacej
na korekcji btedem estymowanym doktadnos$é dyskretyzacji wrosta do okoto 0.25%.
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Rysunek 9.3: Geometria rozwarcia linii koplanarnej i jego schemat zastepczy.

W tabeli 9.3 podano warto$ci wydtuzenia linii uzyskane z energii obliczonej dla
tych dwoch wariantéw doktadnosci. Roznice pomiedzy wynikami uzyskanymi niniej-
sza metoda z zastosowaniem ekstrapolacji (wariant docelowy) a metoda HybFE nie
przekraczaja 4%. Dla wariantu z obnizona doktadnoscia (bez ekstrapolacji) zgod-
no$¢ wyraznie wzrasta, co sugeruje, iz w obliczeniach metoda HybFE nie osiagnieto
wtasciwej doktadnosci dyskretyzacji.

lewt [1m)]
glpm] MG-FE MG-FE HybFE
z ekstrapolacja bez ekstrapolacji
2 15.86 16.21 15.50
5 12.64 12.88 13.08
10 10.94 11.34 11.38
20 9.98 10.28 10.31
30 9.65 10.06 10.05
50 9.43 10.00 9.83

Tabela 9.3: Wplyw szerokosci szczeliny rozwarcia g linii koplanarnej na wydtuzenie
lest TOWNOWazZNE zastepczej rownoleglej pojemnosci konca linii (¢t = 3um, &, = 12.9,
d = 50pum, w = 10pm, h = 200um, W = 400um, H = 600um, hy = H/2, D =
200um, I = D/2)

Zwarcie linii koplanarnej

Geometria i schemat zastepczy zwarcia (rys. 9.4) sa analogiczne do przedstawionego
wezesniej rozwarcia. Wydhuzenie zastepcze linii [.,; rownowazne jest indukcyjnosci
szeregowej L, i oblicza sie na podstawie energii pola magnetycznego w catej struk-
turze 3D (W,,,) i przekroju poprzecznym linii (WW,,;). Rozktad skalarnego potencjatu
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magnetycznego na powierzchni metalizacji przedstawia rysunek 9.5.

Lot = VVVVZ 1,
.
3
e
— —

Rysunek 9.4: Geometria zwarcia linii koplanarnej i jego schemat zastepczy.

Dla struktury o identycznych parametrach jak w przypadku rozwarcia linii (ta-
bela 9.3) uzyskano l.,; = 5.953um, czemu odpowiada L = 2.97pH.

Rysunek 9.5: Zwarcie linii koplanarnej — rozktad linii ekwipotencjalnych dla pola
magnetycznego na powierzchni metalizacji, rownowaznych liniom pradu powierzch-
niowego (siatka 3D z 19085 weztami — bad 2.3%).

9.3 Nieciggtosci o ztozonym schemacie

Szczelina poprzeczna w linii koplanarnej

Geometrie i schemat zastepczy poprzecznej szczeliny przedstawia rysunek 9.6. W
przypadku braku zmiany wymiaréw linii przy przejsciu przez szczeling pojemnosci
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rownolegte sa jednakowe, C'y = (5. Niniejsza metoda pozwala jednak na dowolne
ksztattowanie geometrii analizowanej struktury — linie sprzezone ze soba przez po-
jemno$¢ szeregowa (1o moga mie¢ rozne wymiary, przesuniete osie, czy wreszcie
ukosny kierunek podejscia lub samej szczeliny.

T

1.1

Rysunek 9.6: Geometria szczeliny w linii koplanarnej i jej schemat zastepczy.

Wyznaczenie pojemnosci w schemacie zastepczym szczeliny bez zmiany szero-
kosci linii wymaga, dzieki symetrii, tylko dwukrotnego obliczenia energii pola elek-
trycznego, dla nastepujacych kombinacji pobudzen

Vi Vs
Cw 1 0
Ci 1 1

gdzie V1 i V5 to potencjaty linii 1 i 2 wymuszone przez warunki brzegowe, a Cyp =
C1+Cip i Cy = C) + Cs oznaczaja wypadkowe pojemnosci przy tych pobudzeniach
liczone z energii pola elektrycznego W, = C'/(2V?) (dla V = 1).

1
Ciy = 5(2010 — 011) Cy=Cy=Cip—Chy (9-1)

Wykonano obliczenia pojemnosci schematu zastepczego szczeliny dla réznych
grubosci metalizacji t i szerokosci szczeliny g, czego wyniki przedstawia rysunek 9.7.

Struktura byta analizowana dla catkowitej dtugosci linii I;+Ilo+g = H = 1000um.
Wyniki o doktadnosci dyskretyzacji wahajacej sie w przedziale 0.1%-0.25% osiggnie-
to na siatkach o liczbie weztéw od 87000 do 170000, zaleznie od kombinacji pobudzen.
Czas obliczen dla jednego kompletu pobudzen wynosit od 50 do 110 sekund. Rezy-
gnacja z ostatniego kroku zageszczania siatki zmniejszata ten czas o potowe przy
dwukrotnym wzroécie bledu dyskretyzacji, ktéry wcigz pozostawal ponizej 1%. Z
reguty dla V; = V5 = 1 tworzona byla gestsza siatka ze wzgledu na silne zakrzywia-
nie linii sit pola w obszarze szczeliny.

Pojemnosci struktury o innych wymiarach i podtozu poréwnano z wynikami eks-
perymentalnymi zaczerpnietymi z [90], gdzie elementy schematu zastepczego szczeli-
ny obliczano na podstawie pomiaréw macierzy rozproszenia w zakresie 0.04-40 GHz
(tabela 9.4). Uzyskano dobra zgodno$¢ prezentowanej metody z pomiarami.

Dla jednej ze struktur testowych o e, = 12.9 i wymiarach ¢t = 10um, d = 250um,
w = 150pum, g = 10pum, h = 100um, H = D = 700um, W = 1000um, hg = H/2,
ly = ly obliczono charakterystyki elementéw macierzy rozproszenia na podstawie
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Rysunek 9.7: Pojemnosci schematu zastepczego szczeliny poprzecznej w linii ko-
planarnej (e, = 12.9, d = 250um, h = 500um, hy = 0, w/d = 0.6, hy = 0,
H =W =1000um)

Cho [fF] Cy = Cy [fF]
glpm] MG-FE pomiar | MG-FE pomiar
47 5.94 6.0 1.87 2.0
25 8.26 8.3 0.94 1.0

Tabela 9.4: Poréwnanie pojemnosci schematu zastepczego poprzecznej szezeliny (t =
Sum, e, = 9.8, d = 220um, w = 120um, h = 625um) z wynikami pomiarowymi [90].
Symulacje MG-FE prowadzono dla W = H = D = 1400um, hg = H/2, l; = [5)

schematu zastepczego otrzymanego z analizy statycznej metoda MG-FE. Wyliczo-
ne pojemnosci schematu to C; = Cy = 0.874 {F i C5 = 23.3 {F, a parametry falowe
linii koplanarnej — .4 = 5.15 1 Z. = 40.8(2. Energi¢ catkowitg pola elektrycznego
obliczono z doktadnoscig ok. 0.3% w dwdch symulacjach 3D — na siatce o 160000
i 106000 weztéw w lacznym czasie ok. 3 minut. Obnizenie doktadnosci do 0.6%
(rezygnacja z ostatniego kroku zageszczania) skracalo czas obliczen o potowe, do
1.5 minuty. Te sama strukture zanalizowano za pomoca pelnofalowego symulatora
QuickWave-3D [60] opartego na metodzie FDTD. Siatka dyskretyzacji ztozona jest
z 148000 komorek (pomiedzy weztami). Analiza pelnofalowa dostarczyta charakte-
rystyk macierzy rozproszenia w zakresie od 2 do 100 GHz, w ciggu ok. 25 minut.
Wyniki porownano na rysunku 9.8.

Test potwierdzit dobra zgodno$¢ analizy quasi—statycznej opartej na adaptacyj-
nej metodzie wielosiatkowej z elementami skonczonymi z analiza pelnofalows w sze-
rokim zakresie czestotliwosci. Szczegodlnie dobre wyniki uzyskano dla Sy — zaréwno
dla fazy jak i modutu — az do 100 GHz. Dla Sy; wieksze odchytki modutu rozpoczy-
naja si¢ dopiero powyzej 50 GHz, réznice fazy nie przekraczaja 10° w calym zakresie
symulacji. Wspomniane wczesniej ograniczenie doktadnosci obliczania energii pola
elektrostatycznego nie wprowadza istotnych zmian w relacjach pomiedzy wynika-
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Rysunek 9.8: Porownanie charakterystyk szczeliny poprzecznej w linii koplanarnej
wyrazonej poprzez schemat zastepczy o pojemnosciach C'y = Cy = 0.874 fF 1 (5 =
23.3 fF (analiza statyczna wg. niniejszej metody, MG-FE) z wynikami symulacji
petofalowej programem QuickWave3D (FDTD)
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mi symulacji statycznej i petlnofalowej, dzieki czemu prezentowana metoda pozwala
osiggnac ponad 16-krotna oszczednosé czasu.

Nalezy pamietac¢, ze zakres czestotliwosci obowigzywania modelu statycznego
zwigzany jest $ciSle z rozmiarami struktury. W rozwazanym przyktadzie wymiary
odpowiadaja uktadom monolitycznym. Przeskalowanie go do okoto 1 cm obnizy
maksymalng czestotliwosé w okolice 10 GHz.

Dwuwarstwowe skrecone skrzyzowanie mikropaskdéw

Jako przyktad struktury o ztozonym schemacie zastepczym zawierajacym zardéwno
pojemnosci jak i indukeyjnosci wybrano skrecone pod dowolnym katem skrzyzowanie
dwoch bezstratnych linii mikropaskowych utozonych w réznych warstwach struktury
planarnej [97].

Ukosne kierunki linii daja okazje na skorzystanie ze swobody jaka oferuje dyskre-
tyzacja metoda elementow skonczonych w odréznieniu od wigkszosci metod roznic
skonczonych. Ponadto analizowany uktad nie posiada, w ogélnym przypadku, sy-
metrii pozwalajacej na tatwe wprowadzenie Scianek magnetycznych, co zmusza do
stosowania takich technik obliczania rozktadu pola magnetycznego jak proponowa-
ne w niniejszej pracy podejscie z potencjatem skalarnym i powierzchnig rozciecia
dziedziny.

Geometrie struktury przedstawia rysunek 9.9. Mikropasek M; lezy na podlozu
€, podczas gdy M, jest w nim zagrzebany. Paski moga mie¢ niezerows grubosc t.
Dla zapewnienia takich samych warunkéw symulacji w szerokim zakresie katow a
pomiedzy liniami, struktura jest ograniczona cylindryczna obudowa.

W podejsciu statycznym skrzyzowanie uwaza si¢ za skupione niezaleznie od jego
fizycznych rozmiaréw, dlatego schemat zastepczy jest podobny do schematu jed-
norodnych odcinkéw linii (rys. 9.9). Jednak rozmiary nieciaglosci beda oczywiscie
wplywaly na zakres czestotliwosci, dla ktérego model ten bedzie doktadny. W skraj-
nym przypadku, dla @ = 0 mamy jednorodne linie sprzezone bez nieciagtosci. Gdy
a > 0 jest mate, sprzezenie pomiedzy liniami nie jest jednorodne (zmienia sie wzdtuz
linii), zajmuje przy tym stosunkowo rozlegly obszar, co uniemozliwia traktowanie
go jak skupiong nieciggtosc.

Pojemnosci i indukcyjnosci oblicza si¢ na podstawie niezaleznej analizy elektro-
statycznej i magnetostatycznej w oparciu o schematy wyodrebnione z catosciowego
ukladu zastepczego (rys. 9.10 ). Poszczegdlne elementy wyznacza sie z rozwiazania
rownania Laplace’a korzystajac ze sformutowania energetycznego

_ov? Lr

W, 5

gdzie V.= Ap i I = Ay sg pobudzeniami zadanymi jako warunki brzegowe dla
potencjatéow elektrycznych i magnetycznych, a W, i W, to catkowite energie pola
elektrycznego i magnetycznego.

Kazdy element obwodu uzyskiwany jest z energii dla réznych kombinacji pobu-
dzen.
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Rysunek 9.9: Geometria i schemat zastepczy skreconego skrzyzowania mikropaskow
P, i P, sg powierzchniami rozciecia dziedziny w analizie magnetostatycznej
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Rysunek 9.10: Schematy zastepcze w analizie elektrostatycznej (pojemnosci) i ma-
gnetostatycznej (indukeyjnosci).
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oraz
Cr=Cio— Cr2
Cip= %(Clo + Co1 — C11)
Cy = Co — Ch2 9.3)
Ly = Ly
Ly = %(Llo + Loy — L11)

Warunki brzegowe na cylindrycznej obudowie sg rézne dla analizy elektrycznej
i magnetycznej. W pierwszym przypadku zamkniecie dolne i gérne sa metalowe
z potencjatem ¢ = 0, ale powierzchnia boczna musi by¢ Scianka magnetyczng z
warunkami Neumanna (Op/dn = 0), zeby odizolowaé elektrycznie mikropaski od
ekranu. W analizie magnetycznej wszystkie powierzchnie sa metalowe, stanowiac dla
potencjatu magnetycznego v $cianki elektryczne z warunkami Neumanna (9 /dn =
0).

Wymiary i parametry materiatowe struktury zaczerpnieto z [67], gdzie skrzyzo-
wanie prostopadle (o = 90°) analizowano numerycznie metoda réznic skonczonych
(FD) i zweryfikowano eksperymentalnie w uktadzie dwuwarstwowego sprzegacza kie-
runkowego. Podtoze €, = 3.25 ma dwie jednakowe warstwy ho = h;—ho = 0.787 mm.
Mikropaski M; i My maja grubos¢ ¢ = 0.018 mm, a szerokosci w; = 3.1 mm i
we = 2.08 mm. Cylindryczna obudowa o $rednicy D = 10 mm ma goérny ekran
potozony H — h; = 5hy = 7.87 mm nad podtozem dielektrycznym.

Elementy schematu zastepczego calej struktury dla réznych « (nieciagtosé i linie
doprowadzajace) przedstawiono w tabeli 9.5 i na wykresah (rys. 9.11). Parametry
nieciagtosci dla przypadku prostopadlego (Lis = 0), wyizolowanej poprzez odjecie
pojemnosci i indukeyjnosci jednorodnych odcinkéw linii, poréwnano z [67] w tabe-
li 9.6. Obudowe cylindryczng zastgpiono w tym przypadku prostopadtoscianem o
legtosé réwna ich szerokosci. Wrota nieciaglosci po wyodrebnieniu (deembedding)
przesuniete sg ze $cian bocznych o wy; — hy 1 wy — hqy w strone srodka wzdtuz M, i
M, odpowiednio, czyli na odlegto$¢ h; od brzegu drugiego paska.

Rozmiary poczatkowej siatki elementéw skonczonych (czworo$cianéw) wynosity
od 1053 do 1273 weztéw, a po 6 krokach adaptacyjnego zageszczania docelowa siatka
liczyta od 38310 do 66260. Sredni btad dyskretyzacji po korekeji btedem estymowa-
nym wynosit okoto 0.3%.
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[pF] [nH]

01 02 012 L1 L2 L12

0° ]/ 0.406 1.067 0.983 | 2561 2301 1.213
2% 11 0.409 1.068 0.974 | 2.551 2.289 1.209
15° ]/ 0.425 1.086 0.918 | 2.536 2.247 1.125
30° |1 0.485 1.117 0.765 | 2.504 2.214 0.901
45° 11 0.553 1.131 0.616 | 2.513 2.244 0.645
60° || 0.599 1.140 0.520 | 2.513 2.262 0.402
75° |1 0.625 1.153 0.473 | 2.532 2.288 0.186
85° | 0.636 1.161 0.459 | 2.532 2.291 0.049
90° || 0.634 1.161 0.459 | 2.531 2.299 0.0025

«

Tabela 9.5: Wyniki numeryczne dla catej struktury skrzyzowania przy zmieniajacym
sie kacie «

[pF] [nH]
C 1 C 2 C 12 L1 L2

MG-FE | 0.0571 0.480 0.464 | 0.975 1.036
FD [67] || 0.0548 0.472 0.454 | 0.972 1.03

metoda

Tabela 9.6: Poréwnanie wyodrebnionych elementéw nieciggtosci skrzyzowania pro-
stopadtego av = 90° uzyskanych niniejsza metodzie (MG-FE) i metoda réznic skon-
czonych (FD).



9.3  Nieciggtosci o ztozonym schemacie

147

13

121

0.9

0.8

0.6

05

0.4 I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70

80

25F

2F L i
L12
1
L2
151 b
E\
1 i
0.5 b
0 I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Rysunek 9.11: Pojemnosci [pF] i indukcyjnosci [nH] dla catej
w funkcji kata «

struktury skrzyzowania



148  Rozdziat 9 Przyktadowe zastosowania — analiza statyczna




Rozdziat 10

Wprowadzenie do analizy
petnofalowe;j

Rozdziat ten zawiera propozycje zastosowania metod wielosiatkowych w analizie pet-
nofalowej. Rozwazane sa rownania Maxwella dla pobudzen harmonicznych i dyskre-
tyzacja w dziedzinie czestotliwosci. Przedstawione zostaly nastepujace zagadnienia
obejmujace problemy wtasne 2D oraz deterministyczne 3D:

e przeglad mozliwosci zastosowania metod wielosiatkowych do rozwigzywania
zagadnien wtasnych

e propozycje algorytmow rozwigzywania dwuwymiarowych wektorowych zagad-
nien wlasnych elektrodynamiki (prowadnice falowe) za pomoca metod wielo-
siatkowych przeznaczonych dla probleméw skalarnych

e propozycje zastosowania metod wielosiatkowych dla probleméw skalarnych
do rozwiazywania tréjwymiarowych, petlnofalowych zagadnien wewnetrznych
elektrodynamiki w strukturach z niejednorodnym wypetnieniem dielektrycz-
nym

10.1 Analiza petnofalowa 2D — zagadnienia wtasne

10.1.1 Sformufowanie zagadnienia wfasnego

Rozwazymy dwie kategorie struktur, dla ktorych réwnania Maxwella w obszarach
bez zrodel, w dziedzinie czestotliwosci przeksztatci¢é mozna do dwoch typow posta-
ci rownan falowych. Sa to dowolnego ksztaltu ,obudowy” zamkniete lub falowody
cylindryczne o dowolnym przekroju, zawierajace bezstratne dielektryki izotropowe:

1. puste lub z wypelnieniem jednorodnym — skalarne réwnanie Helmholtza

2. z dowolnym wypetnieniem niejednorodnym (np. ekranowane prowadnice die-
lektryczne) — wektorowe rownania falowe (uktad sprzezonych skalarnych réw-
nan Helmholtza)

149
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Ograniczmy sie do prowadnic falowych jednorodnych w kierunku propagacji i
ich poprzecznego przekroju w plaszczyznie (x,y), wiedzac, ze wprowadzenie trzecie-
go wymiaru spowoduje jedynie numeryczng komplikacje zagadnienia nie zmieniajac
samych koncepcji proponowanych metod.

Roéwnania falowe dla wypelnien jednorodnych sprowadza sie¢ do postaci skalar-
nego réwnania Helmholtza ze wzgledu na funkcje u(z, y):

(V2 + k) u(x,y) =0

Jest to zagadnienie wlasne z operatorem VZ, gdzie wartosci wlasne okreslaja cha-
rakterystyke dyspersyjna ((w) i mozna je zdefiniowaé jako:

A= —k? =k — 3 k3 = w?uoeo

Dyskretyzacja operatora rozniczkowego przy pomocy réznic lub elementéw skon-
czonych prowadzi do macierzowego zagadnienia wlasnego:

Au=)\u (10.1)

Jest to jednocze$nie ogdlna i najprostsza posta¢ zagadnienia wtasnego, do ktorej
sprowadza sie réwniez wiele szczegdtowych problemow fizycznych z innych dziedzin.

W przypadku niejednorodnego wypetnienia falowodu pole E i H okreglone sa od-
dzielnymi wektorowymi réwnaniami falowymi lecz o jednakowych warto$ciach wta-
snych. Zeby uniknaé trudnosci zwiazanych z ewentualnymi osobliwosciami i niecig-
glosciami sktadowych poprzecznych pola Ez powodu uskokéw dielektryka, wygod-
nie jest sformutowaé¢ zagadnienie wtasne ze wzgledu na poprzeczne sktadowe ﬁt w
postaci dwéch sprzezonych réwnan skalarnych [47]:

1 0e. (OH, OH
2 92 H _ r y -z - _ 2 H
(vt ﬁ) z T € ay ( al‘ ay ) kOET T
1 0e. (OH, OH,
<v3—52>Hy+€—%(ay - &;) = e, (10.2)

Przedstawiajac (10.2) na siatce réznic skonczonych otrzymuje sie réwnowazny
problem dyskretny:

A u, +C,u, = Bu,
v (10.3)
Ayu, +C,u, = \Bu,

gdzie A = k%, a macierze i wektory sa nastepujacymi odpowiednikami funkcji i
operatorow ciaglych:
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u, «— H, u, «— H,

L<—V?—ﬁ2 B —GT(Z',Z/)

(10.4)
1 Oe, O 1 Oe, O
A,=L+D, D, — ————— C, — ———
* - €. Oy Oy - €. 0x Oy
1 Oe, O 1 Oe, O
A,=L+D D T - -
v Dy v €, Ox Ox Cy%er Oy Ox

Najprostszym sposobem traktowania zagadnienia wlasnego o sprzezonym ukta-
dzie réwnan (10.3) jest metoda potegowa, w ktorej iteracyjne obliczanie lewych stron
(na przemian dla obu réwnan uktadu) daje pare ciagéw wektoréw zbieznych do pa-
ry wektoréw wlasnych (u,,u,) odpowiadajacych dominujgcej wartosci wlasnej A;.
Okresla ona jednak najwyzszy rodzaj fali (wzbudzony przy najwiekszej czestotliwos-
ci). Dla rodzaju podstawowego (najnizsze k3 = \) konieczne jest stosowanie metod
wodwrotnych”, opartych na zasadzie odwrotnej metody potegowej (metoda iteracji
odwrotnych). W ciagu iteracji obliczane sa teraz prawe strony (10.3), co wiaze sie
juz z wigkszym wysitkiem numerycznym polegajacym na ,synchronicznym” odwroé-
ceniu macierzy A, i A, lub, inaczej méwigc, réwnoczesnym rozwigzaniu réwnan
macierzowych ze wzgledu na u, i u, z lewej strony (10.3). Dalszym rozwinieciem
metody potegowej jest bardzo skuteczna i powszechnie stosowana metoda iteracji z
ilorazami Rayleigha [52, 58]. Algorytm ten zostanie dokltadniej oméwiony pdZniej,
na przyktadzie falowodu prostokatnego z niejednorodnym wypelnieniem dielektrycz-
nym.

Przedstawione powyzej metody iteracyjne sa oczywiscie réwniez stosowane do
standardowego problemu wtasnego (10.1), jednak w tym przypadku wybo6r metod
jest znacznie szerszy, gdyz nie istnieje juz problem jednoczesnego rozwigzania pro-
blemow wzajemnie ze sobg sprzezonych. Do numerycznie najefektywniejszych nalezy
metoda Arnoldiego w ktérej jednoczesnie oblicza sie kilka wartosci wtasnych — do-
minujacych lub wybranych za pomoca specjalnego mechanizmu ,filtrowania” [108].
Inna grupa metod stosowanych do problemu skalarnego oparta jest na minimalizacji
ilorazéw Rayleigha.

W dalszej czeéci zaprezentowane zostana gltowne sposoby modyfikacji algoryt-
mow na obliczanie wartosci wiasnych, tak aby zwiekszy¢ ich numeryczng efektyw-
nos$¢ poprzez zastosowanie koncepcji metod wielosiatkowych.

10.1.2 Metody wielosiatkowe w zagadnieniach wtasnych

Rozwijane przez matematykéw i informatykéw metody rozwiazywania zagadnien
wlasnych w przewazajacej wigkszosci odnosza sie do réwnania (10.1), ktére w kontek-
scie elektrodynamiki odpowiada skalarnemu réwnaniu falowemu. Specyficzny przy-
padek réwnania wektorowego w formie dwoch sprzezonych réwnan Helmholtza (10.3)
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mozna traktowaé jako swoiste rozwiniecie problemu (10.1). Istnieja dwa zasadnicze
podejscia do zastosowania metod wielosiatkowych (MG) w numerycznym rozwiazy-
waniu ogélnego zagadnienia wtasnego (10.1).

1. MG zastosowana do rozwiazywania réwnania liniowego (odwracania macierzy)
w iteracjach odwrotnych, czyli w zlinearyzowanym zagadnieniu wlasnym

2. MG zastosowana bezposrednio do problemu wtasnego (réwnanie nieliniowe) —
najczesciej w podejsciu wariacyjnym jako minimalizacja ilorazéw Rayleigha
Zlinearyzowane zagadnienie wfasne

Linearyzacja rozwigzania zagadnienia wtasnego, w ktérym poszukuje sie najmniej-
szych wartosci wtasnych, najczesciej towarzyszy zastosowaniu iteracji odwrotnych
[58, 52]. Klasyczny algorytm tej metody jest nastepujacy.

start: ug, o

dla 1=1,2,...:
W= (A — Ity (10.5)
u;
u; =
[ A
M = RO, — (0 At)
<ui7ui>

llorazy Rayleigha RQ); wyznaczaja ciag kolejnych przyblizen wartosci whasnych {\;}
i sa zbiezne do najmniejszej wartosci wtasnej A, Szybko$é zbieznosci jest najwiek-
sza, gdy w kazdym kroku przesuniecie p; = \;_1. Kluczowym elementem algorytmu
jest obliczanie nowego przyblizenia wektora wtasnego:

w; = (A — ) ta (10.6)

Odwracanie macierzy w (10.6) mozna bardzo efektywnie wykonaé przy uzyciu
algebraicznych metod wielosiatkowych. Jak wida¢, jest to bardzo naturalne zastoso-
wanie metod wielosiatkowych w zagadnieniach wtasnych. Mimo prostoty koncepcji
algorytm ten wykazuje ogdlnie dobre whasciwosei [7], cho¢ wymaga tez pewnej sta-
rannosci przy doborze wartosci przesuniecia p,;. Latwo zauwazy¢, ze dazac do osiag-
gniecia najszybszej zbieznosci samych iteracji odwrotnych, gdy p; = A\;_1, macierz
odwracana w (10.6) staje sie coraz bardziej osobliwa, co pogarsza z kolei uwarun-
kowanie problemu i zbiezno$¢ algorytmu wielosiatkowego. Poprawe przynosi mo-
dyfikacja metody do postaci tzw. odwrotnej korekcji wielosiatkowej [105], w ktorej
zamiast obliczania wprost kolejnych przyblizen wektoréw u; odwracanie macierzy
stuzy wyznaczaniu korekcji poprzedniego przyblizenia u;_;.

Zauwazmy, ze w iteracjach odwrotnych metoda wielosiatkowa uzyta jest do ite-
racyjnego rozwigzywania réwnania liniowego, ktore zmienia sie réwniez w trakcie
iteracji. Metode wielosiatkowa czesto okresla sie tu jako wewnetrzng petle iteracji,
ktorej kolejne pelne cykle sa od siebie niezalezne i wykonywane kazdorazowo dla
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nieco innego problemu liniowego. Z tego powodu konieczne jest stosowanie ,czysto”
algebraicznej metody wielosiatkowej, ktora nie jest w stanie wykorzystaé¢ informa-
cji o pierwotnym, fizycznym zagadnieniu wlasnym. Stwarza to istotng trudnos¢ w
zastosowaniu algorytmu adaptujacego siatke dyskretyzacji do wtasciwosci problemu
ciagtego.

Inng okazja do wykorzystania metod wielosiatkowych w zlinearyzowanym zagad-
nieniu wlasnym jest odwracanie macierzy w odwrotnej metodzie Arnoldiego [108].
Jest to wiec podejscie identyczne jak przy iteracjach odwrotnych lecz zastosowane
do bardziej efektywnej metody, ktora rowniez iteracyjnie oblicza, juz nie jedna, lecz
kilka wartosci wtasnych jednoczeénie. W oryginalnej, ,,prostej” metodzie Arnoldiego
znajduje sie wartosci o najwiekszych modutach, mozna wiec, analogicznie do metod
potegowych, odwroci¢ problem wyjsciowy poszukujac wartosci najmniejszych.

Au=J\u — Arnax

1
Su=ocu — Omay = ——————
S=(A—uI)”" — macierz problemu odwrotnego

7 uwagi na krotki jeszcze zywot odwrotnej metody Arnoldiego, bardzo nielicz-
ne sa opracowania na ten temat [84], natomiast calkiem brak jest jakichkolwiek
wzmianek o probach zastosowania w niej metod wielosiatkowych.

Podejscie wariacyjne

Sposobem na wykorzystanie adaptacyjnych mozliwosci metod wielosiatkowych jest
wlaczenie koncepcji wielosiatkowej do procedury rozwiazywania samego problemu
wlasnego. llorazy Rayleigha (10.5), ktére w procesie iteracji potegowych zbiegaja
sie do dominujacej wartosci wlasnej, mozna ,zmusi¢” do przyblizania wartosci mini-
malnej \,,;, poprzez jego minimalizacje. Powstaly tak problem wariacyjny prowadzi
do okreslenia wektora wtasnego u odpowiadajacego \,,in:

RQ(u) = min RQ(v) (10.7)

gdzie iloraz Rayleigha :
rQ(y) = VAV (103)
- (vv) '

W standardowych metodach rozwigzywania tak sformutowanego zadania wariacyj-
nego (np. gradienty sprzezone, minimalizacja Gaussa-Seidela) na docelowej gestej
siatce dyskretyzacji problemu cigglego, proces minimalizacji mozna sprowadzi¢ do
relaksacyjnego rozwigzywania pewnego réwnania liniowego. Wykonujac te relaksa-
cje technikami wielosiatkowymi, tzn. w oparciu o kilka pozioméw rozrzedzenia siatki
docelowej, otrzymuje si¢ ogolna klase metod wielosiatkowe) minimalizacyi ilorazow
Rayleigha (RQMG — Rayleigh quotient minimization multigrid). Istnieje wiele wa-
riantow tej koncepcji zaleznych zarowno od wyboru ogdlnej metody minimalizacji,
jak i od algorytmu integracji jej z metoda wielosiatkowa [79, 62, 114]. Poza samym
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przyspieszeniem procesu relaksacji, metoda pozwala zastosowac techniki adaptacyj-
nego zageszcezania siatki. Relaksacja wielosiatkowa jest tu bowiem dokonywana na
uktadzie liniowym, ktory jest jednoznacznie okre$lony poprzez dyskretyzacje wyj-
sciowego zagadnienia ciggtego, a informacja o nim jest dostepna i moze by¢ wyko-
rzystana do automatycznej generacji gestszych siatek. Przykladem jest tzw. szybka
adaptacyjna metoda siatek ztozonych (FAC — fast adaptive composite grid) [79, 83].

Bardzo wazng odmiang minimalizacji ilorazow Rayleigha sg metody jednoczesne
oparte na iteracjach w podprzestrzeni (subspace iterations). Réwnoczesne oblicza-
nie kilku wektoréw wtasnych umozliwia zastosowanie specjalnych technik separa-
cji, ktore zapobiegaja tzw. mieszaniu przyblizonych wektoréw wtasnych. Zjawisko
to prowadzi do powstawania znaczacych btedow (tacznie z ,gubieniem” niektérych
rozwiazan) i wystepuje gtéwnie przy bliskich lub réwnych wartosciach wtasnych oraz
przy zbyt zgrubnej aproksymacji problemu ciagtego. Druga z sytuacji jest niejako
wbudowana w algorytm wielosiatkowy, w ktorym wtasnie zgrubne siatki wykorzystu-
je sie do przyspieszania relaksacji. Szczegdtows analize tych zjawisk oraz propozycje
metod ich wyeliminowania w oparciu o uogélniona technike rzutowania Ritza podano
w [45, 43]. Algorytmy separacji blisko sasiadujacych ze soba rodzajéow przedstawio-
no réwniez w [114]. W obu przypadkach zastosowano tez adaptacyjne zageszczanie
siatek.

10.1.3 Przykfady zastosowan do probleméw ze skalarnym réw-
naniem Helmholtza

Dla skalarnego rownania Helmholtza przedstawione metody stosuje si¢ bezposrednio.
W przypadku sprzezonego uktadu réwnan potrzebne jest jednak ich pewne uzupet-
nienie. Obie te sytuacje rozwazymy w odniesieniu do ponizszych przyktadowych
przypadkow.

Pusty rezonator falowodowy

W [44] przedstawiono metode oraz wyniki zastosowania algorytmu wielosiatkowe-
go do analizy pustego rezonatora cylindrycznego (odcinek falowodu) o przekroju
krzyzowym z metalowym pretem strojacym w srodku (rys.10.1). Z uwagi na jed-
norodno$¢ wypehienia kolejne czestotliwosci rezonansowe okresla si¢ poprzez roz-
wiazanie skalarnego problemu wlasnego w postaci réwnania Helmholtza (10.1.1)
dla najmniejszych wartosci wtasnych. Dyskretyzacje zagadnienia ciggtego przepro-
wadzono przy uzyciu réznic skonczonych na siatce, ktéra adaptuje si¢ do ztozonej
geometrii metalowych Scian przekroju przy pomocy procedury nazwanej przez au-
torow boundary layer relazation — nie jest to jednak typowy wielosiatkowy algorytm
adaptacyjny. Do rozwigzania zagadnienia dyskretnego zastosowano jednoczesng me-
tode iteracji w podprzestrzeni, ktora rozbudowano o specjalng technike separacji
wektorow wtasnych (subspace continuation technique) zapobiegajaca ,mieszaniu ro-
dzajow” o bliskich czestotliwos$ciach wtasnych.

Wybrana do analizy struktura rezonatora z nieznacznie przesunigtym rdzeniem
centralnym dobrze wykorzystuje zalety opracowanej metody z uwagi na istnienie, w



10.1  Analiza petnofalowa 2D — zagadnienia wfasne 155

poszczegolnych gateziach przekroju krzyzowego, stabo sprzezonych miedzy sobg ro-
dzajow o bliskich czestotliwos$ciach rezonansowych. Odnotowano zdecydowane przy-
spieszenie zbieznosci metody w stosunku do przypadku jednosiatkowego, uzyskujac
optymalna szybkosé rzedu O(qN) dla g—rodzajow na siatce N —weztowej. Algorytm
ma postac algebraiczna, jest wiec niezalezny od techniki dyskretyzacji i moze z réw-
nym powodzeniem by¢ wykorzystany réwniez w oparciu o elementy skonczone, ktore
daja jeszcze wicksza swobode w ksztattowaniu geometrii struktury.

Rysunek 10.1: Przyktadowe struktury, ktérych analiz¢ probleméw wtasnych wykona-
no przy pomocy metod wielosiatkowych — powietrzny rezonator krzyzowy (odcinek
falowodu krzyzowego) z przesunietym metalowym pretem strojacym (z lewej) [44],
sprzezone prowadnice dielektryczne w optyce zintegrowanej (z prawej) [114].

Prowadnice optyki zintegrowanej

Dwuwymiarows analize uproszczonego zagadnienia wtasnego dla przekroju po-
przecznego sprzezonych linii dielektrycznych (rys.10.1) w optyce zintegrowanej prze-
prowadzono w [114]. Uproszczenie problemu polegalo tu na zalozeniu, ze prowadnice
pobudza si¢ $wiattem o Scisle okreslonej polaryzacji, czyli o jednej tylko sktadowe;j
pola elektrycznego. Dzigki temu wektorowe rownanie falowe, konieczne w ogdlnym
przypadku struktury o zmiennym profilu przenikalnosci elektrycznej, redukuje sie
do postaci skalarnego réwnania Helmholtza:

—V?U(l',y) - ET(:Evy) U(:E,y) = )\U(C(},y)

Po dyskretyzacji odpowiada ono zagadnieniu macierzowemu (10.1). Do jego rozwia-
zania zastosowano podejécie wariacyjne, w ktérym minimalizacje ilorazow Rayleigha
przeprowadzono przy pomocy wielosiatkowych wersji nieliniowej metody Gaussa-
Seidela, gradientow sprzezonych (CG) oraz ich jednoczesnych odpowiednikéw z ite-
racjami w podprzestrzeni. Do metod tych wtaczono algorytm adaptacyjny automa-
tycznie zageszcezajacy trojkatng siatke elementéw skonczonych.Przeprowadzone eks-
perymenty numeryczne potwierdzity skutecznos¢ metod, z ktorych najlepsza zbiez-
nos¢ wykazywata wielosiatkowa metoda gradientow sprzezonych.
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10.1.4 Falowdéd prostokatny z niejednorodnym wypetnieniem
dielektrycznym

Dla falowodow z niejednorodnym wypelnieniem stosuje sie wektorowe réwnanie fa-
lowe w kompletnej formie (10.2), dla wszystkich sktadowych pola. Po dyskretyzacji
przyjmuje posta¢ macierzowego zagadnienia wlasnego o sprzezonym uktadzie row-
nan (10.3). Przypadek réwnania wektorowego w formie uktadu réwnan Helmholt-
za wymaga oryginalnego podejscia. Do tej pory w literaturze nie przedstawiono
wielosiatkowej metody rozwigzania tak sformutowanego problemu. Opierajac sie na
naszkicowanym juz wczesniej algorytmie [47] zaproponowano zastosowanie metod
wielosiatkowych (MG) do bardzo efektywnego obliczania wektoréw niewiadomych
w iteracjach odwrotnych (np. iteracje z ilorazami Rayleigha). Mozliwe sa dwa
warianty takiego podejscia:

1. rozwiazywanie rownan macierzowych (odwracanie macierzy) uzyskanych po
wezesniejszej dyskretyzacji réwnan rézniczkowych (uktad sprzezonych skalar-
nych réwnan Helmholtza) — algebraiczne metody wielosiatkowe

2. rozwigzanie réwnan rézniczkowych (przeksztalconych z uktadu réownan Helm-
holtza) — metoda wielosiatkowa zintegrowana z procedura dyskretyzacji

Dla uktadu réwnan (10.3) ilorazy Rayleigha, zbiezne w toku iteracji odwrotnych
do minimalnej wartosci wtasnej, w i-tym kroku iteracji mozna zapisac jako:

(uf?, Bu™ ) + (uf), Bu,Y)

RQY = : : : :
(), Bul) + (uj, Bul")

(10.9)

Kolejne przyblizenia wektoréw wlasnych w biezacym kroku iteracji ul i u{?) oblicza
sie rozwiazujac uktad réwnan na podstawie (i — 1)-go przyblizenia:
A,u® +C,u® =BulY
S (10.10)
A, u?(j) +C,ul) =BulY

Ze wzgledu na wzajemne sprzezenie obu réwnan (za posrednictwem macierzy C,
i C,) uktad ten najprosciej jest rozwigza¢ réwniez iteracyjnie, w wewnetrznej petli
z krokami j, powtarzanej w kazdym kroku ¢, wedtug nastepujacego algorytmu.

start : u?(j)(o)

dla j57=1,2,...:
rozwiazac: A, w0 =-C, u?(j)(j_l) +BulY —  udv
rozwigzac: A, uz(f)(j) =-C,u0) + B uz(/ifl) — uz(f)(j)

(10.11)
Mozliwe sg rozne modyfikacje tego algorytmu polegajace gtownie na wyborze
iteracyjnej metody rozwiazywania uktadu dwoch réwnan macierzowych.



10.1  Analiza petnofalowa 2D — zagadnienia wfasne 157

Do rozwiazania niezaleznych juz réwnan w (10.11) mozna uzy¢ algebraicznej me-
tody wielosiatkowej. Zbiezno$¢ wewnetrznej petli iteracji (po j), a co za tym idzie,
zbiezno$é caltego algorytmu na obliczanie wartosci wlasnych sprawdzono w [47] wy-
korzystujac do rozwigzania réwnan macierzowych metode bezposrednig opartg na
FFT. Mimo duzej szybkosci metody bezposrednie nie nadaja si¢ do rozwiazywania
problemow o ztozonej geometrii, w ktérych wzrost rozmiaru macierzy dyskretnego
operatora powoduje gigantyczny wzrost zapotrzebowania na pamie¢ operacyjna. Me-
tody wielosiatkowe osiggaja zblizong szybkos$¢ lecz przy umiarkowanym rozmiarze
numerycznym zadania.

Zgodnie z pierwszym wariantem zaproponowanej koncepcji obliczania wartosci
wlasnej, do rozwiazania niezaleznych juz réwnan w (10.11) uzyto algebraicznej me-
tody wielosiatkowej. Zbiezno$é wewnetrznej petli iteracji (po j), a co za tym idzie,
zbiezno$é calego algorytmu na obliczanie wartosci wlasnych sprawdzono w [47]. Me-
tody wielosiatkowe osiggaja szybkos¢ zblizona do optymalnych metod bezposred-
nich, lecz przy umiarkowanym rozmiarze numerycznym zadania, co ma szczegdlne
znaczenie w rozwiazywaniu probleméw o ztozonej geometrii.
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Rysunek 10.2: Rozklad elementéw niezerowych w macierzach zdyskretyzowanych
operator6w rézniczkowych (5-elementowy schemat réznic skonczonych dla V?) —
macierze A, i A, dla siatki 10 x 10 w przekroju falowodu prostokatnego z niejed-
norodnym wypetnieniem

Uktad (10.10) mozna sprowadzi¢ do réwnowaznej postaci pojedynczego réwna-
nia macierzowego o dwukrotnie wigkszym rozmiarze, gdzie wektor niewiadomych
zawiera jednoczesnie obie sktadowe pola, u, i u,.

(i) Bul-Y
uﬂ? _ uac
Y

A. C . u®

4 [ C, A, Y ué)
Sprzezenie pomiedzy réwnaniami (czyli sktadowymi u, i u,) bedzie wowczas
zachodzilo wewnatrz samej macierzy A, poprzez podmacierze pozadiagonalne C,
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i C,. W tym przypadku ilorazy Rayleigha, oblicza si¢ wedlug zaleznoci:
(uf), Buf, V)
(usy, Bul))

Zbedne bedzie juz stosowanie iteracyjnego schematu (10.11), jednak pozostanie
do rozwiazania roOwnanie o podwojonym rozmiarze i dwukrotnie zaggszczonej ma-
cierzy. Na dodatek pogorsza si¢ numeryczne wtasciwodci macierzy A, w stosunku
do A, i A, — oprécz trzech pasm ulokowanych blisko przekatnej (piecioelementowa
dyskretyzacja drugich pochodnych) pojawia si¢ dwa odlegte pasma w podmacierzach
pozadiagonalnych (rys.10.2).

Taka posta¢ macierzy catkowicie wyklucza mozliwo$¢ stosowania proponowane;j
w [47] metody bezposredniej z pakietu FISHPAK. Podobnych ograniczen nie maja
metody iteracyjne, w tym metody wielosiatkowe. Przy zastosowaniu algebraicznej
metody wielosiatkowej nalezy oczekiwaé nieco ponad 4-krotnego zwickszenia wy-
datku numerycznego w stosunku do pojedynczego rownania macierzowego z uktadu
(10.10). Skltada si¢ na to podwojenie liczby iteracji w skutek podwojenia liczby nie-
wiadomych (obciazenie numeryczne O(N)) oraz dwukrotne wydtuzenie poszczegdl-
nych iteracji poprzez wzrost liczby mnozen na elementach niezerowych w wierszach
macierzy. Zatem rozwiazanie pojedynczego réwnania (10.10) przyniesie oszczednosci
czasu obliczen w stosunku do uktadu réwnan, jesli tylko algorytm (10.11) potrzebo-
walby wiecej niz 2 kroki iteracji.

W celu przedstawienia drugiego wariantu algorytmu (wykorzystanie metody
wielosiatkowej bezposrednio do réwnania rézniczkowego) przeksztalcimy réwnania
(10.10) do ich pierwotnej rézniczkowej postaci i zastosujmy algorytm iteracyjny ana-
logiczny do (10.11).

RQ'. =

(10.13)

(1 — ty krok iteracji naRQ)
start : u{)(©)

dla j57=1,2,...:

rozwigzaé¢ réwnanie ze wzgledu na  u{)0)

V2 — 32wl - Tz A — e ulY 10.14
( t 6 )ux eray ay eray al‘ ErUy, ( )
rozwigza¢ rownanie ze wzgledu na ()0

(8)(4) (1))
(w2 — gy - O QT O OurT e
Y €0y dy €0y ox Y

Podobnie jak w algorytmie (10.11) czynniki sprzegajace (pochodna po prawej
stronie rOwnania) mozna traktowa¢ jako dane, uzyskane z poprzedniej iteracji, i na
przemian rozwigzywac niezalezne juz réwnania rézniczkowe.

Bezposrednie zastosowanie metody wielosiatkowej do rozwigzywania rownan elip-
tycznych rézniczkowych w (10.14) daje mozliwosé skorzystania z adaptacyjnego za-
geszczania siatki dyskretyzujacej te rownania. Nalezy jednak pamietac, ze w kolej-
nych krokach iteracji zarowno po ¢ jaki i j rozwigzuje sie inny problem ciggly, mo-
dyfikowany jest bowiem przez uaktualnienie wartosci niewiadomych z poprzedniego
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kroku (u®0=1 | 4=1) traktowanych jako dane z prawej strony réwnan. Za kazdym
wigc razem bedzie generowana adaptacyjnie inna siatka dyskretyzacji. Nawet po
uzyskaniu dostatecznej zbieznosci obu petli iteracji kazdy z obu wektoréow wlasnych
bedzie okreslony na innej siatce. Trzeba zatem adaptacyjna metode wielosiatkowa
wzbogaci¢ o procedure transformujaca zdyskretyzowane wektory niewiadomych na
dowolng siatke, inng niz ta adaptacyjnie wygenerowana w trakcie rozwiazywania
rownania roézniczkowego.

10.1.5 Testy numeryczne

Przedstawione algorytmy oparte na algebraicznej metodzie wielosiatkowej zaimple-
mentowano numerycznie w postaci programu w jezyku wewnetrznym pakietu MA-
TLAB. Wybrano do tego celu wielosiatkowe procedury rozwiazywania uktadow row-
nan liniowych zawarte z pakiecie MGLab [22]. Przetestowano wtasciwosci podstawo-
wych procedur wielosiatkowych — pojedynczy cykl-V i pelny wielosiatkowy (FMG
— 1rys.2.7) poréwnujac je z metoda bezposrednia oparta na dekompozycji LU oraz
metoda iteracyjna dla macierzy niesymetrycznych — BiCG. Testy przeprowadzono
dla réwnania Helmholtza o stalych wspotezynnikach i Poissona, na obszarze rowno-
miernie zdyskretyzowanym siatkami o podwajajacej si¢ gestosci.

‘ réwnanie ‘ metoda ‘ 15 x 15 ‘ 31 x 31 ‘ 61 x 61 ‘

Helmholtza LU 0.083 0.99 16.20
FMG 0.108 0.42 1.83

V-cykl | 0.278 1.11 4.58

BiCG 0.666 1.31 5.66

Poissona, FMG 0.107 0.421 1.72

Tabela 10.1: Poréwnanie obciazenia numerycznego (Mflops) metod wielosiatkowych
z metoda bezposrednia (LU) i jednosiatkowa iteracyjna (BiCG)

Widaé, ze metoda LU (bezposrednia), ktéra jest bardzo efektywna dla stosunko-
wo malych probleméw z réwnaniem Helmholtza, gwattownie pogarsza si¢ przy za-
geszczaniu siatki. Potwierdzito sie, ze dla przy analizie struktur o ztozonej geometrii
i silnych niejednorodnosciach materialow (gesta siatka) bardzo, dobrze zachowuja
sie metody iteracyjne, a w szczegdlnosci wielosiatkowe, z FMG na czele — prawie
liniowy wzrost czasu obliczen przy wzroscie rozmiaru problemu. Nawet najprostszy
algorytm wielosiatkowy, cykl-V przewyzsza metode jednosiatkowa. Bardzo cenne
jest rowniez to, ze FMG jest prawie niewrazliwy na zaburzenia symetrii macierzy,
co przejawia sie nieznaczng tylko poprawg szybkosci przy uproszczeniu problemu do
rownania Poissona.

Opracowano procedure dyskretyzujaca skalarne rownania Helmholtza dla skta-
dowych H, i H, w falowodzie prostokatnym przy pomocy roéznic skonczonych na
regularnej siatce prostokatnej (rys. 10.3). Falowdéd wypelniony jest dielektrykiem
bezstratnym o dowolnie zadanym profilu przenikalnosci €,(x, y).
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Rysunek 10.3: Schemat dyskretyzacji rozktadéw pola H, i H, w przekroju falowo-
du prostokatnego na siatce roznic skonczonych. Ze wzgledu na odmienne warunki
brzegowe (— warunki Dirichleta, - - - warunki Neumanna) macierze operatorow
i wektory niewiadomych maja dla sktadowych x i y rézne potozenie zer (kétka) i
musza zosta¢ wzajemnie uzgodnione przed potaczeniem ich w uktad sprze¢zonych
rownan.

Przeprowadzono testy numeryczne dla falowodu prostokatnego o stosunku bokéw
a/b=2(x=1...aiy=1...b) dla trzech przypadkéw wypelnienia:

1. pusty falowéd (dielektryk jednorodny) — czeSciowa weryfikacja poprawnosci
programu i oszacowanie najbardziej korzystnego przypadku zbieznosci

2. dielektryk o tagodnym profilu przenikalnosci

3. dielektryk o skokowym profilu przenikalnosci — zbadanie skutecznos¢ metody
przy dyskretyzacji nieciagtych pochodnych

Pusty falowod

Dla ustalenia jednostek przyjeto szerokos¢ falowodu a = lem. Kolejne wartosci
wlasne A = k7 wyliczone dla f = 0 wyznaczaja czestotliwodci odciecia [GHz]
odpowiadajacym im rodzajom pola. Przy dyskretyzacji na siatce n,/n, = 11/6
(h = a/(ny, — 1) = b/(ny, — 1)) czestotliwos¢ graniczna rodzaju podstawowego
fo1 = 14.9384 (wartosé¢ doktadna — 15.0), co daje btad wzgledny e, = 0.4%. Jest
to wytacznie btad dyskretyzacji i moze zosta¢ zredukowany tylko poprzez zageszcze-
nie siatki. Okresla réwniez najlepsza teoretyczna doktadnosé mozliwa do osiagniecia
przy niejednorodnie wypelionym falowodzie.

Stata wartosé¢ przenikalnosci wewnatrz falowodu, zeruje pozadiagonalne macierze
sprzezen, co powoduje bardzo szybka zbieznos¢ ilorazéw Rayleigha. Juz w dla 3 kro-
kéw iteracji RQ® dal wartosé fo z doktadnoscig 4 miejsc po przecinku (14.9384).
Niejednorodny dielektryk moze spowodowaé tylko pogorszenie tego tempa zbiezno-
Sci.
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Dielektryk o tagodnym profilu przenikalnosci

Falow6d ma wymiary ja w poprzednim tescie, a profil przenikalnosci wzglednej die-
lektryka przyjeto za [47]:

e-(z,y) = 1.0+ 1.5 sin(wz/a) - cos(my/2b) (10.15)

Najwieksza przenikalnosé e, = 2.5 wystepuje w srodku dolnej $cianki falowodu i
tagodnie maleje do 1.0 przy pozostalych Sciankach. Mozna sobie wyobrazi¢, ze jest
to falowod typu ,image” o ,rozmytych” brzegach. Analize takiego falowodu od-
naleziono tylko w [47], jednak nie mozna odnie$¢ si¢ do obliczonych tam wartosci
wtasnych, gdyz nie podano wszystkich ich parametrow. Zostang za to zweryfikowane
charakterystyki zbieznosci ilorazéw Rayleigha. Przebieg iteracji RQ® i RQ(X)C dla
rodzaju najnizszego, na siatce 11/6, liczonych wedtug zaleznosci (10.9) i (10.13),
przedstawiono, w przeliczeniu na czestotliwo$¢ odciecia, w tabeli 10.2 i na rys. 10.4.

N;j RQac RQ(N;)

fo1|GHz] | M flops | f;1[GHz] | M flops
4.6380 0.07
10.0741 0.15
11.1000 0.19 11.0539 0.20
11.0983 0.26
11.1000 0.34

T W N~

Tabela 10.2: Zbieznos¢ petli wewnetrznej dla falowodu z dielektrykiem o profilu
gradientowym

N; to zatozona liczba krokéw w petli wewnetrznej, ktéra iteracyjnie rozwigzuje
uktad réwnan sprzezonych wedtug algorytmu (10.11), w kazdym kroku iteracji po i z
ilorazami Rayleigha. Korzystajac z drugiej metody (10.13) wewnetrzna petla w ogéle
nie istnieje, gdyz w iteracjach na RQ(Z)C rozwigzuje si¢ juz tylko jedno réwnanie z
macierza A,,. Zgodnie z oczekiwaniami, czasochtonnosé¢ (w Mflops) obu algorytméw
zrownuje si¢ przy zatozeniu N; = 3 kroki iteracji wewnetrznej.

Przyktadowe rozktady poprzecznych sktadowych pola magnetycznego w falowo-
dzie, dla dwoch pierwszych rodzajéw przedstawiono na rys. 10.5. Nalezy zaznaczy¢,
ze stosunkowo dobra symetria rozktadéw pola na tak rzadkiej siatce (11/6) wynika
z maltych gradientéw przenikalnosci dielektryka.

Dielektryk o skokowym profilu przenikalnosci

Jest to falowdd typu ,image” o identycznych wymiarach jak poprzednio. Na srod-
ku dolnej $cianki znajduje si¢ prostokatna wktadka z dielektryka o przenikalnosci
€, = 2.5 1 wymiarach 0.4a x 0.4b. Podobnie jak poprzednio, zestawiono wartosci cze-
stotliwoéci odciecia rodzaju podstawowego liczone z iteracji RQ® i RQ(Z)C na siatce
11/6 — tabela 10.3 i rys. 10.7.
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Rysunek 10.4: Zbieznos¢ iteracji ilorazéw Rayleigha bez petli wewnetrznej (RQX)C)
i z petla (RQWW:)) dla dielektryka o ptynnych zmianach przenikalnogci.

RQ(N;)

fo1[GHZ] ‘ Mf

lops

0.12

N; RQac
fo1|GHz] | M flops

1

2 11.8310

3

4

9.9119
11.8242
11.8310
11.8310

0.08
0.16
0.24
0.31

Tabela 10.3: Zbieznosé¢ petli wewnetrznej dla falowodu

3 7
,image

Whiasciwosei algorytméw z ilorazami Rayleigha sa zblizone do przypadku po-
przedniego, co $wiadczy o matej wrazliwo$ci na nieciagtosci dielektryka w falowo-

dzie.

Obliczenia por6wnano z wynikami podanymi w [89]. Przedstawiong tam wartosé
B/ko = 1.5320 otrzymano dla podstawowego rodzaju przy czestotliwosci rownowaz-
nej ko/a = 25. Wyniki otrzymane w tych samych warunkach przy pomocy tutaj
prezentowanej metody wynosza 1.5495 (btad 1.14%) na siatce 11/6 i 1.5414 (btad
0.63%) na siatce 21/11. Widaé, ze nieciagtoéci w przenikalnosci dielektryka wypet-
niajacego falow6d wymagaja dyskretyzacji problemu na gestej siatce; przypomnijmy;,
ze w stosunku do falowodu pustego, doktadnos$é na siatce 11/6 spadta z wartosci
0.4% az do 1.16%. Z tego powodu przyktadowe rozklady pola magnetycznego w
falowodzie tylu ,image” przedstawiono dla gestszej siatki — 21/11 (rys. 10.6).
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Rysunek 10.5: Rozktad sktadowych poprzecznych pierwszych dwoch rodzajow pola
magnetycznego w falowodzie o pltynnym profilu wypetnienia; wektor H” oznacza
Hy; siatka — 11/6; czestotliwodci odciecia — fy; = 11.1000 GHz, f,2 = 22.5691 GHz
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Rysunek 10.6: Rozktad sktadowych poprzecznych pierwszego i drugiego rodzaju pola
magnetycznego w falowodzie typu ,image”; siatka — 21/11; czestotliwosci odciecia —
fo = 121111 GHz, f; = 25.4851 GHz
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przenikalnosci.
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10.2 Analiza petnofalowa 3D

10.2.1 Sformufowanie réwnania falowego

Rozwazymy na poczatek ogdlng trojwymiarows strukture niecigglosci ograniczonej
metalowymi ekranami, ktéra moze zawiera¢ niejednorodne wypetienie z bezstrat-
nych dielektrykéw izotropowych.

Gdyby wypeknienie dielektryczne byto jednorodne, wowczas wektorowe rownanie
falowe dla pol w strukturze sprowadzitoby sie do postaci skalarnego réwnania Helm-
holtza ze wzgledu na funkcje u(z,y, z) reprezentujaca dowolnie wybrana sktadowa
pola:

(V2,.+FE)u(z,y,z) = fz,y,2) k* = wpgeoe, (10.16)

Prawa strona rownania reprezentuje testowe pobudzenia rodzajem pola, dla ktore-
go struktura ma by¢ scharakteryzowana. Pobudzenia moga wystepowaé jedynie na
granicy i tylko jako warunki brzegowe, w taki sposob, ze dziedzina analizy nadal
uznawana jest za obszar bez zrodet. Funkcje f(z,y, z) przywolano wiec jedynie po
to, aby odrézni¢ przedstawiany tu problem deterministyczny od zagadnienia wita-
snego.

Problem komplikuje sie jednak w przypadku niejednorodnego wypeknienia struk-
tury. Zeby unikngé trudnosci zwigzanych z ewentualnymi osobliwosciami i nieciagto-
Sciami sktadowych pola Ez powodu istnienia uskokéw dielektryka, wygodnie jest
sformutowaé¢ réwnanie falowe ze wzgledu na wektor natezenia pola magnetycznego
H.Dla sktadowych pola rownanie wektorowe przyjmuje postac trzech sprzezonych
réwnan skalarnych [118]:

Oe 0OH, OH Oe 0OH, OH
2 12 _ T T y T r z
(V= k) H, €0y < y ox ) + €0z < 0z Ox )
Oe 0H, OH Oe 0H, OH
2 12 ro y O ro y  OHs
(V2= A H, €0z ( 0z dy ) €01 < Ox Oy ) (10.17)
Oe OH., OH, Oe OH, O0H
2 12 _ T z T T z y
(V2= k) H. €01 < Ox 0z ) + €0y < Oy 0z )

Przedstawiajac (10.17) na siatce réznic lub elementow skoriczonych otrzymuje sie
rownowazny problem dyskretny w formie trzech sprzezonych rownan macierzowych:

A,u, + Cyu + Ciu, = b,
Cpu, + Ayuy, + Cypu, = b, (10.18)
C,u, + Cyu, + A;u, = b

z

gdzie macierze i wektory sa nastepujacymi odpowiednikami funkcji i operatoréw
ciagtych:
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A,=L+KD,+KD., C,=-KD, C,=-KD,
Ay = L + KZDZ + KxDx Cyz = _Ksz ny = —Kny (]‘019>

A.-L+K,D,+KD, C.=-KD, C,=-KD.

L—V*+k* u,« H, u, — H, u, — H,
0 0 0
D, « —— D, -—— D, —— (10.20)
T or v y T T
Oe Oe Oe
K, 4 K 4 K, r
€01 Y 0y €0z

Wektory b, b,, b, zawieraja pobudzenia pola zadane w postaci warunkéw brze-
gowych natozonych na operatory rozniczkowe.

10.2.2 Rozwigzanie réwnan falowych za pomocga metod wielo-
siatkowych

Zostang przedstawione mozliwosci zastosowania standardowych metod wielosiatko-
wych dla pojedynczych réwnan rozniczkowych do rozwigzywania wektorowego row-
nania falowego przeksztatconego do postaci sprzezonych réwnan Helmholtza.

Spotykane w literaturze doniesienia na temat wielosiatkowych metod rozwiazy-
wania réwnan Helmholtza dotycza jedynie pojedynczego réwnania (10.16), ktére
w kontekscie elektrodynamiki odpowiada skalarnemu rownaniu falowemu. Podobnie
jak to miato miejsce w przypadku zagadnien wtasnych, przypadek réwnania wektoro-
wego w formie trzech sprzezonych réwnan Helmholtza (10.17) wymaga oryginalnego
podejscia. Opierajac sie na analogicznym do przedstawionego w poprzednim rozdzia-
le (str. 156) algorytmie iteracyjnego eliminowania kolejnych wektoréw niewiadomych
[47] zaproponowano zastosowanie metod wielosiatkowych (MG) do efektywnego ob-
liczania wszystkich sktadowych pola. Identycznie jak w zagadnieniach wlasnych,
mozliwe sa dwa warianty takiego podejscia:

1. rozwiazywanie rownan macierzowych (10.18) uzyskanych po wezesniejszej dys-
kretyzacji rownan rézniczkowych (uktad sprzezonych skalarnych rownan Helm-
holtza) — algebraiczne lub abstrakcyjne metody wielosiatkowe

2. rozwiazanie réwnan rézniczkowych (przeksztatconych z uktadu réwnan Helm-
holtza) — metoda wielosiatkowa zintegrowana z procedura dyskretyzacji
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Algorytm obliczeniowy

Ze wzgledu na wzajemne sprzezenie uktadu réwnan (10.18) uktad ten mozna roz-
wiazaé iteracyjnie, w petli z krokami . W kazdym kroku rozwiazywane jest kolejno
jedno réownanie, w ktérym wyrazy z macierzami sprzegajacymi Cji (J, k = x,y, 2)
przenoszone sa na prawa strone. Dwa pozostate wektory niewiadomych zastepuje
si¢ ich przyblizeniami uzyskanymi w poprzednich iteracjach wedtug nastepujacego
algorytmu:

start : ul® ul®

dla 1 =1,2,...:
rozwiazac:
A;ul) =b, — Cyyuf™ — Cpoul™ — ul) (10.21)
rozwiazac: '
A,y uz(j) =b, —Cy, u;(pi) —Cy: u,(zi_l) - ug(j)
rozwiazac:
Al =b, - Could — Copul)  — ud

Zgodnie z pierwszym wariantem zaproponowanej koncepcji, do rozwigzania kaz-
dego z niezaleznych juz réwnan w kazdym kroku iteracji (10.21) uzyto abstrakcyjnej
(uproszczonej algebraicznej) metody wielosiatkowej. Metody wielosiatkowe osiagaja
szybkos¢ zblizong do optymalnych metod bezposrednich, lecz przy umiarkowanym
rozmiarze numerycznym zadania, co ma szczegolne znaczenie w rozwigzywaniu pro-
blemow o ztozonej geometrii.

Doktadnosé rozwigzania catego procesu iteracji rosnie w miare wykonywania ko-
lejnych krokéw, nie ma wiec potrzeby rozwigzywania poszczegdlnych rownan ze zbyt
duza doktadnoscia. Stosujac metody wielosiatkowe takie ograniczenie mozna wpro-
wadzi¢ zawezajac w cyklu FMG stopien zageszczenia siatek. Coraz doktadniejsze
siatki poszerzajace zakres elementarnego cyklu V' bytyby wprowadzane w miare
osiagania przez cykl (10.21) coraz lepszej doktadnosci.

Uktad (10.18) mozna sprowadzi¢ do réwnowaznej postaci pojedynczego réwnania
macierzowego o trzykrotnie wickszym rozmiarze, gdzie wektor niewiadomych zawiera
jednoczesnie wszystkie sktadowe pola, u,, u, i u..

u, bx Az Ca;y sz
Age- | u, | =] b, Ag.=| Cpw A, C,. (10.22)
u, bz sz Czy AZ

Sprzezenie pomiedzy réwnaniami bedzie wéwcezas zachodzito wewnatrz samej
macierzy A,,. poprzez podmacierze pozadiagonalne Cy.

Zbedne bedzie juz stosowanie iteracyjnego schematu (10.21), jednak pozostanie
do rozwigzania réwnanie o potrojonym rozmiarze i trzykrotnie zageszczonej macie-
rzy. Na dodatek pogorsza si¢ numeryczne wladciwosci macierzy A,,. w stosunku do
A, ,A,iA, oprécz pasm ulokowanych blisko przekatnej (7-elementowa dyskrety-
zacja drugich pochodnych) pojawia sie odlegte pasma w podmacierzach pozadiago-
nalnych (rys.10.8). Taka postaé¢ macierzy moze znacznie spowolni¢ zbieznosé metody,
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Rysunek 10.8: Rozklad elementéw niezerowych w macierzach zdyskretyzowanych
operatoréw rézniczkowych (7-elementowy schemat réznic skorficzonych dla V?) —
macierze A, i A,,, dla siatki n,/n,/n, = 6/6/6 w falowodzie prostokatnym z die-
lektrykiem o gradientowym profilu przenikalnosci (patrz rozdziat 10.2.3).

a w szczegolnych przypadkach nawet catkowicie ja zahamowac¢. Ponadto rozproszone
w ten sposob niezerowe elementy macierzy moga skuteczne utrudnic¢ zréwnoleglenie
algorytmu. W korzystnym przypadku, gdy zbieznos¢ metody nie zostanie wyraznie
zaburzona (elementy w poblizu gltéwnej przekatnej beda dominowac), nalezatoby
oczekiwa¢ nieco ponad 9-krotnego zwigkszenia wydatku numerycznego w stosunku
do pojedynczego réwnania macierzowego z uktadu (10.18). Sktada sie na to potro-
jenie liczby iteracji wynikajace z potrojenia liczby niewiadomych (obciazenie nume-
ryczne O(N)) oraz trzykrotne wydluzenie poszczegélnych iteracji poprzez wzrost
liczby mnozen na elementach niezerowych w wierszach macierzy. Jednoczesne roz-
wigzywanie rownan uktadu w postaci réwnania z macierzg A,,. ma jeszcze jedng
wade. W przeciwienstwie do procedury iteracyjnej nie mozna zaoszczedzi¢ na czasie
obliczen ograniczajac zadana doktadnos$¢ do zalozonego btedu dyskretyzacji.

W drugim wariancie algorytmu petla iteracji zawiera¢ bedzie trzy niezalezne
réwnania rézniczkowe (10.17) ze wzgledu na jedna z kolejnych trzech sktadowych
pola, podczas gdy pozostate dwie sktadowe zostana przyblizone rozwigzaniami osia-
gnietymi w poprzednich iteracjach. W tym przypadku mozliwe bedzie zastosowanie
adaptacyjnej metody wielosiatkowej wprost do réwnania rézniczkowego. Pamietac
nalezy jednak, ze adaptacyjne zageszczanie siatki bedzie zachodzito inaczej dla roz-
ktadu kazdej ze sktadowych pola. Poniewaz jednak rozwiazanie uzyskiwane itera-
cyjnie dla kazdego z réwnan jest wykorzystywane przez pozostate, konieczne bedzie
cykliczne przenoszenie wynikow pomiedzy réznymi siatkami. Procedura taka moze
by¢ numerycznie kosztowna, jezeli kazda z siatek oparta bedzie na nie pokrywa-
jacych sie uktadach wezléw, co ma zwykle miejsce przy dyskretyzacji elementami
skonczonymi.

Na koniec warto jeszcze zwrdci¢ uwage na przypadek, w ktérym niejednorodnosé
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dielektryka ograniczono tylko do jednego kierunku. Jest to sytuacja dos¢ powszech-
na w uktadach planarnych, gdzie dielektryk tworzy podtoze jednorodne w obydwu
kierunkach réwnolegtych do powierzchni metalizacji. Przyjmujac, ze powierzchnie
metalizacji sa prostopadle do osi OY, wyrazy K, i K, w (10.20) zeruja si¢, a uktad
rownan po dyskretyzacji przyjmuje postac:

Au, + Cyuy = b,
Ayju, = b, (10.23)
C,u, + A,u, = b,

Mimo, iz rownania nadal pozostaja ze soba sprzezone, mozna je rozwigzaé w
jednym tylko kroku, jako sekwencje trzech niezaleznych rownan:

L, - .
rozwigzac: A,u,=b, — u,
rozwigzac: A;u, =b, — Cyyuy —  ul (10.24)
rozwigzac: A.u,=b,-C,, u, — uj

10.2.3 Testy numeryczne

Przedstawione algorytmy oparte na algebraicznej metodzie wielosiatkowej zaim-
plementowano numerycznie w postaci programu w jezyku wewnetrznym pakietu
MATLAB. Wybrano do tego celu wielosiatkowe procedury rozwigzywania uktadow
réwnan liniowych zawarte z pakiecie MGLab [22], ktére rozbudowano dla potrzeb
zagadnien 3-wymiarowych. Procedury te realizuja abstrakcyjne metody wielosiat-
kowe, bowiem uzytkownik musi sam przygotowaé¢ macierze réwnan rozniczkowych
zdyskretyzowanych na wszystkich zaplanowanych poziomach zageszczenia siatki.

Opracowano procedure dyskretyzujaca skalarne sprzezone réwnania Helmholtza
dla sktadowych H, i H,, H, w falowodzie prostokatnym o wymiarach a x b x ¢
(x =0...a, y = 0...b, z = 0...¢), przy pomocy réznic skonczonych na nie-
rownomiernej siatce prostokatnej. Dyskretyzacja w kazdym z kierunkdéw moze by¢
dokonywana z indywidualnie dobranym i zmieniajacym sie krokiem. Falow6éd wy-
petniony jest dielektrykiem bezstratnym o dowolnie zadanym profilu przenikalnosci
e (z,y, 2).

W kierunku propagacji (z) falow6éd zamkniety jest warunkami granicznymi, kto-
re umozliwia okreslenie elementéw macierzy rozproszenia. We wrotach wejsciowych
(z = 0) zalozono pobudzenie wybranym rodzajem pola w pustym odcinku falowodu
wymuszajac odpowiedni rozktad sktadowych w przekroju poprzecznym wrot. Do te-
stow wybrano rodzaj podstawowy (TE;q przy zalozeniu, ze b > a) i prace w zakresie
jednorodzajowym. Na wyjsciu (z = ¢) falow6d obciazono warunkami absorbeyjnymi,
dla rodzaju pobudzonego na wejsciu, w postaci:

Uern) = e " (10.25)

Podczas kolejnych testéw przebadano charakterystyki zbieznosci iteracyjnego
rozwiazywania uktadu réwnan falowych wedtug algorytmu (10.21). Azeby uniknaé
mieszania btedéw zbieznosci badanego algorytmu z btedami metod iteracyjnych (w
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tym wielosiatkowych) dla poszczegdlnych réwnan uktadu, do ich rozwiazywania uzy-
to metody doktadnej — GE. Za miare rozwiazania przyjeto wypadkowa norme ener-
getyczng wektoréw rozktadu przestrzennego sktadowych pola w postaci:

lull = el -+, P+ u.]? (10.26)
Wypadkowy wektor rozwiazania otrzymany w toku iteracji (10.21) oznaczmy jako

u® = {u® U?(f) ul}
podczas gdy u,,. oznacza wektor rozwiazania uktadu réwnan (10.22) z macierza
A,y
Wprowadzono dwie miary zbieznosci — wzgledna zmiana u pomiedzy kolejnymi
iteracjami: ' ‘
s Iu® — a0
[[u®]]

oraz wzgledny blad rozwigzan w kolejnych iteracjach w stosunku do rozwigzania z
macierzg Ay, .:

(10.27)

G _ Hu(i)

_ — gy
e [y |

Przeprowadzono testy numeryczne dla falowodu prostokatnego dla trzech przy-
padkow wypetnienia:

(10.28)

1. falowdd z jednorodng przegroda dielektryczng — weryfikacja absorbceyjnych wa-
runkéw brzegowych i skutecznosci réznic skoniczonych przy uskoku dielektryka

2. dielektryk o gradientowym profilu przenikalnosci — zbadanie skutecznosci me-
tody przy rozleglym sprzezeniu réwnan (maksymalnie zapeilnione macierze

sprzegajace)

3. dielektryk o skokowym profilu przenikalnosci — zbadanie skutecznosci metody
przy punktowym sprze¢zeniu rownan na uskokach dielektryka

Przyjeto stale rozmiary falowodu: a x b x ¢ = 10 x 5 x 20 [mm],

Falowdd z przegroda dielektrycznag

W falowodzie umieszczono przegrode dielektryczng jednorodng w catym przekroju
falowodu, dla z = 10...15 mm. Przenikalno$¢ (¢, = 1.63) dobrano tak, zeby dla
testowej czestotliwosci (k, = 0.55) grubosé przegrody wynosita pot dlugosci fali w
dielektryku. Ksztalt fali stojacej przed dielektrykiem (patrzac od strony pobudze-
nia) powinien idealnie odtwarzaé fale stojaca za dielektrykiem, po stronie obcia-
zenia. W przypadku obciazenia dopasowanego zamodelowanego przez absorbcyjny
warunek brzegowy (10.25) przebieg amplitudy pola magnetycznego w falowodzie po-
winien by¢ staty po obu stronach przegrody. Dielektryk wprowadza niejednorodnosé
tylko w kierunku z i tylko pochodna g—z daje wartosci niezerowe (na obu powierzch-
niach przegrody), powodujac czesciowe rozprzezenie uktadu réwnan do postaci typu
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Rysunek 10.9: Rozktad fali stojacej sktadowej H, w falowodzie z przegroda potfalows
(2 =10...15 mm); h, = h, = 1.25, h, = 1.25/8 1 1.25/16 (n,/n,/n, = 9/5/129 i
257).

(10.23). Sktadowa H, wyliczana jest niezaleznie od pozostatych i nie zalezy tez od
pochodnych ¢,. Sktadowa H, = 0 i tylko na H, wplyw ma ktéras z macierzy sprze-
gajacych (A, u, = b, — C,,u,).

Obliczenia pokazaty:

e brak fali stojacej w pustym odcinku falowodu przed obciazeniem; jedyne za-
falowania rozktadu podtuznego amplitudy pola wynikty z btedu dyskretyzacji
i szybko zanikaty przy zageszczaniu siatki wzdhuz kierunku z

e dla H, brak fali stojacej przed przegroda, podobnie jak przed obcigzeniem

e dla H, przed przegroda wiekszg fale stojaca niz dla H,, ktorej sttumienie
wymagato dodatkowego zageszczenia dyskretyzacji w kierunku z (rys.10.9);
WFS = 1.02 dla liczby podziatow w kierunku z, n, = 257

Dielektryk o gradientowym profilu przenikalnosci

Rozktad przenikalnosci wzglednej dielektryka przyjeto tak, aby pochodne €, we
wszystkich kierunkach osiggaty niezerowe wartosci w mozliwie najwickszym obsza-
rze.

e-(z,y,2) = 1.0+ 1.5 - sin(mx/a) - cos(my/2b) - sin(nz/c) (10.29)

Najwieksza przenikalno$é¢ e, = 2.5 wystepuje w srodku dolnej $cianki falowodu i
tagodnie maleje do 1.0 przy pozostatych Sciankach. W ten sposéb uzyskano naj-
pelniejsze sprzezenie pomiedzy réwnaniami uktadu (10.18), co wyraza sie réwniez
maksymalnym dogeszczeniem catkowitej macierzy ukladu réwnan A,,, (rys. 10.8).
Dla siatki n,/n,/n, = 9/5/33 liczba elementéw niezerowych w calej macierzy A,
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(o rozmiarze 4455 x 4455) wynosi 31602, z czego na macierze sprzegajace C;; (daleko
od przekatnej) przypada az 26% (8246 elementow).

U,y u®
i | [vaye]l [ Mflops [ [u®]] | Mflops | df).
1 5.4411 67 | 8.8e-2
2 5.4294 133 | 1.6e-2
3 5.4156 200 | 7.5e-3
4 5.4089 267 | 3.5e-3
) 5.4114 334 | 1.6e-3
6 5.4103 401 | 7.3e-4
7 5.4108 467 | 3.4e-4
8 5.4106 534 | 1.6e-4
9 5.4107 601 | 7.2e-5
10| 5.4107 | 770 | 5.4106 667 | 3.3e-5

Tabela 10.4: Wydatek numeryczny na rozwiazanie sprzezonego uktadu réwnan dla
dielektryka o gradientowym profilu przenikalnosci (siatka 9/5/33).

Przebieg iteracji (10.21) rozwiazywania ukladu réwnan sprzezonych dla siatki
9/5/33 (1485 weztéw) przedstawiono w tabeli 10.4 i na rys. 10.10. Widad, iz korzysé
plynaca z zastosowania iteracyjnego rozwigzywania sprzezonych rownan Helmholtza
jest znaczna. Jesli przyjmie si¢, ze btad dyskretyzacji na stosunkowo rzadkiej siatce,
jaka zastosowano w tym przyktadzie, jest wickszy niz 0.1%, to oszczedno$é czasu
obliczen w stosunku do réwnania z macierza A,,. wynosi ponad potowe. Wynika to
ze znacznego rozproszenia elementéw w tej macierzy. Z drugiej strony stosunkowo
malte wartosci pochodnych ¢, powoduja zmniejszenie sprzezenia miedzy kolejnymi
rownaniami w cyklu iteracyjnym.

Dielektryk o skokowym profilu przenikalnosci

Jest to odcinek falowodu typu ,image” z dotaczonymi po obu stronach odcinkami
falowodu pustego. Na srodku dolnej scianki znajduje sie prostopadtoscienna wktadka
z dielektryka o przenikalnosci €, = 2.5 1 wymiarach 0.5a x 0.5b x 0.5¢. Idealny uskok
przenikalnosci przyblizono liniowa zmiana €, = 1...€max, Ktéra zachodzi w obre-
bie dwoch krokéw dyskretyzacji. Niezerowe pochodne wystepuja tylko na $ciankach
dielektryka. W efekcie uktad rownan pozostaje w petni sprzezony, lecz poprzez ma-
cierze, ktore zawieraja minimalng liczbe elementéw niezerowych (rys.10.11). Sprze-
zenie zachodzi w nielicznych tylko punktach, jednak wartosci wspotczynnikow moga
by¢ bardzo duze (pochodne w nieciagltosciach rozkladu przenikalnosci). Dla siatki
ng/ny/n, = 9/5/33 liczba elementéw niezerowych w calej macierzy A,,. (o roz-
miarze 4455 x 4455) wynosi 24136, z czego na macierze sprzegajace C;; (daleko
od przekatnej) przypada tylko 3% (780 elementéw), to jest prawie o rzad mniej
niz w analogicznej macierzy dla dielektryka o gradientowym rozktadzie przenikalno-
Sci. Réznica ta maleje wraz z rozmiarem macierzy, i tak dla siatki 6/6/6 (macierz
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Rysunek 10.10: Zbieznos¢ iteracyjnego rozwiazania sprzezonego ukladu rownan dla
dielektryka o gradientowym profilu przenikalnosci — 5§2Z i 60 dla wypadkowego
wektora pola (z lewej) i 6¢) dla poszczegdlnych sktadowych (z prawej)

648 x 648) stosunek te wynosi juz tylko 16% do 11%.
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Rysunek 10.11: Poréwnanie rozktadu elementéw niezerowych w macierzy A,,. dla
siatki n,/n,/n, = 9/5/33 w falowodzie prostokatnym z dielektrykiem o skokowym
(z lewej) i gradientowym (z prawej) profilu przenikalnosci.

Przebieg iteracji (10.21) rozwiazywania ukladu réwnan sprzezonych dla siatki

9/5/33 (1485 weztéw) przedstawiono w tabeli 10.5 i na rys. 10.12. Algorytm itera-
cyjny wykazuje zbieznos¢, jednak wyraznie gorsza niz w przypadku gradientowego
dielektryka. Zréwnanie kosztu numerycznego nastgpito przy bledzie okoto 2%, co
moze juz by¢ porownywalne z btedem dyskretyzacji. Przeciwnie niz dla tagodnych
zmian przenikalnosci sprzezenie pomiedzy réwnaniami uktadu jest duze, zas liczba
elementow odleglych od gtownej przekatnej w macierzy A, . jest stosunkowo mata.
Jedyna wiec korzys¢ w stosunku do jednoczesnego rozwigzywania uktadu réwnan

10
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polega na znacznej oszczedno$¢ pamieci operacyjnej przy sekwencyjnym rozwiazy-
waniu réwnan o trzykrotnie mniejszych macierzach. Bilans ten moze si¢ wyraznie

poprawi¢ jezeli metoda bezposrednie rozwigzywania réwnan macierzowych zostanie
zastapiona metodami iteracyjnymi (w tym wielosiatkowymi). Wtedy duze warto-
sci elementéw w podmacierzach sprzegajacych C;; zahamujg zbieznosc iteracji na

macierzy A,..

U,y u®
i | [Jugy.| | Mflops | [u™] | Mflops | o,
1 5.2484 66 | 5.6e-1
2 6.4253 132 | 2.1e-1
3 6.8328 199 | 1.0e-1
4 6.6400 265 | 4.8e-2
5 | 6.6146 303 6.6387 331 | 1.6e-2
6 6.6313 398 | 7.9e-3
7 6.6306 465 | 5.2e-3
8 6.6163 531 | 3.2¢e-3
9 6.6159 597 | 2.1e-3
10 6.6159 664 | 1.3e-3

Tabela 10.5: Wydatek numeryczny na rozwiazanie sprzezonego uktadu rownan dla
dielektryka o skokowym profilu przenikalnosci (siatka 9/5/33).
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Rysunek 10.12: Zbieznos¢ iteracyjnego rozwiazania sprzezonego ukladu rownan dla
dielektryka o skokowym profilu przenikalnosci — 5§2Z i 0@ dla wypadkowego wektora

pola (z lewej) i 6@ dla poszczegdlnych sktadowych (z prawej)

Tak istotny wpltyw wielkosci czynnikow sprzegajacych na zbieznos¢é algorytmu
iteracyjnego potwierdzil si¢ zmniejszajac wartos¢ €, z 2.5 na 1.5. Mniejsze warto-
sci pochodnych przenikalnosci dielektryka wyraZnie poprawity parametry iteracji

(rys.10.13)
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Rysunek 10.13: Wplyw €, na zbieznos¢ iteracyjnego rozwigzania sprzezonego uktadu
réwnan dla dielektryka o skokowym profilu przenikalnosci — 53(jy)z

* * *

Przedstawiono wielowariantowa procedure przyspieszania pelnofalowej analizy
pola e-m w strukturach z dowolnym niejednorodnym wypetnieniem dielektrycznym
oparta na zastapieniu wektorowego réwnania falowego przez sekwencje iteracyjnie
rozwigzywanych skalarnych réwnan Helmholtza. Algorytm ten umozliwia na kilka
sposobow zastosowanie bardzo efektywnych i uniwersalnych metod wielosiatkowych.
Jego skutecznos¢ potwierdzono dla skrajnych przypadkoéow niejednorodnosci dielek-
tryka — przenikalnos¢ o rozktadzie gradientowym lub skokowym. Wskazano mecha-
nizm wrazliwosci zbieznosci algorytmu na gwaltowne zmiany €, umozliwiajac tym
samym przyszte proby wyeliminowania tego efektu.
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Podsumowanie

W pracy wykazano postawione na wstepie tezy opierajac si¢ na istniejacych wynikach
badan oraz nastepujacych oryginalnych osiggnigciach wtasnych.

Wyznaczenie statycznego rozkitadu skalarnego potencjalu magnetycznego w
strukturach niesymetrycznych (powierzchnia rozdziatu) za pomoca metod wie-
losiatkowych z elementami skonczonymi — rozwiniecie koncepcji powierzchni
rozdziatu potencjatu z FD do metody FE.

Ekstrapolacja rozwigzania metoda korekcji btedem estymowanym uzyta do
poprawy doktadnosci aproksymacji oraz jej rozwiniecie metody w potaczeniu
z ekstrapolacja Richardsona.

Efektywna procedura generacji siatki 3D dla uktadéw planarnych na podstawie
siatki 2D.

Metody rozwiazania wektorowych rownan falowych przy uzyciu prostych pro-
cedur wielosiatkowego rozwigzywania problemow skalarnych — zagadnienia
wtasne 2D i deterministyczne 3D.

Hybrydowa metoda analizy struktur z wielkimi obszarami jednorodnymi —
potaczenie metody wielosiatkowej z rozwinieciem funkcyjnym.

Postugiwano sie w tym celu analizg teoretyczna oraz eksperymentem numerycz-

nym,

ktory w miare potrzeb byt weryfikowany wynikami analitycznymi, symulacja

wykonang innymi metodami analizy, w szczegdlnosci metodami petnofalowymi lub
na podstawie danych eksperymentalnych dostepnych w literaturze.

Do testéw numerycznych wykorzystano istniejace oprogramowanie publiczne
oraz stworzono szereg wtasnych procedur i programéw w jezykach kompilowanych
FORTRAN 77, FORTRAN 90, C++ oraz skryptowych MATLAB, awk i Perl. Prace
numeryczne prowadzono w systemach operacyjnych UNIX, Linux i Windows95/98.
Wykorzystywano przy tym zasoby sprzetowe i programowe Katedry Techniki Mi-
krofalowej i Telekomunikacji Optycznej, Wydziatu Elektroniki, Telekomunikacji i
Informatyki, Centrum Obliczeniowego PG i TASK oraz wtasne.
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Uzyskane wyniki zachecaja do kontynuowania prac nad nowymi technikami stoso-
wania metod wielosiatkowych w analizie uktadéw mikrofalowych, dotyczacymi szer-
szej klasy zagadnien lub o jeszcze lepszej sprawnosci. Mozliwe kierunki rozwoju to

metody wielopoziomowe bez siatek przestrzennej dyskretyzacji
metody wielosiatkowe w analizie struktur nieliniowych

inne rozwigzania pelnofalowe z zastosowaniem metod wielosiatkowych
metody wielosiatkowe dla probleméw zmiennych w czasie

algorytmy zréownoleglone

dekompozycja dziedziny w uktadach mikrofalowych

nowe sposoby poszerzania pasma czestotliwosci dla modeli quasi-statycznych.
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