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ROZNICZKA N-TEGO RZEDU FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH

Definicja Niech funkcja f ma w otoczeniu punktu (zg,ys) pochodne czastkowe do rzedu n
wlacznie. Rézniczkq n-tego rzedu funkcji f w punkcie (xo,y0) nazywamy funkcje d"f(xq,yo)
zmiennych Az i Ay okreslona wzorem:

0 0 "
d"f (wo,90) (Aw, Ay) = (83:&75 + ayAy> f

(x()vyo)

We wzorze tym symbole a% i a% oznaczaja odpowiednio operacje rozniczkowania po zmiennych

x 1 y , natomiast potege traktujemy formalnie do otrzymania pochodnych czastkowych wyzszych
rzedow.
Rézniczka n-tego rzedu funkcji f oznaczamy krotko d"f.

W szczegdlnosci rézniczka rzedu n ma postaé:
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WzOR TAYLORA DLA FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH

Twierdzenie Niech funkcja f ma w otoczeniu punktu (xg,yp) pochodne czastkowe do rzedu
n wlacznie oraz niech (z,y) bedzie dowolnym punktem z tego otoczenia. Wéwczas na odcinku
taczacym punkty (zo,y0) 1 (z,y) istnieje punkt (z.,y.) taki, ze

flx,y) = f(wo,50) + 11!df (20, Yo) (x — w0,y — y0) + 21!d2f (z0,90) (x — 20,y — yo) +

1

1
+ .t (n— 1) A" f (x0,90) (r — x0,y — Yo) + ol d" f (e, ye) (x — w0,y — Yo)




Réwnosé powyzsza nazywamy wzorem Taylora dla funkcji dwéch zmiennych. Ostatnik sktadnik w
tym wzorze nazywamy n-ta reszta i oznaczamy R, .
Jezeli punkt (z9,y0) = (0,0) to wzér Taylora nazywamy wzorem Maclaurina.

Przyktad Napisa¢ wzor Taylora z reszta Ry dla funkcji f(z,y) = 2%y w otoczeniu punktu
(_17 1)
Rozwiazanie Wzoér Taylora w otoczeniu punktu (—1,1) z reszta Ry ma postaé:

fley) = FL0) + 2 df (<L) @+ Ly — 1) + oo df (e (4 1y — 1)

gdzie punkt (x.,y.) jest punktem odcinka taczacego punkty (—1,1) i (z,vy) .
Obliczamy wiec kolejno:

o f(—1,1)=1
° fw(x7y) - 2xy fr(_17 1) = -2
fy(z,y) = 22 f(=1,1)=1
b df(—171)(5'3'+1a3/—1)2—2(:c+1)+(y—1)
. fea(,y) =2y Jay(,y) = 22
fya(®,y) = 23 fo(z,9) =0

o If(xey)(@+Ly—1) = 2y (x+1)* + dzec(x+1)(y— 1)

Zatem wzor Taylora z resztag Ry dla funkcji f(z,y) = 2%y w otoczeniu punktu (—1,1) przyjmie
postac:

y =1—-2(@+1)+ @y—1) + y(z+1)*+ 2z.(x+1)(y—1).

Przyktad Napisa¢ wzor Maclaurina z reszta Rs dla funkcji f(x,y) = e*T2 .
Rozwiazanie Wzor Maclaurina z resztag R3; ma postaé:

fe.g) = FO.0) + 5 df 0,00 () + o F0,0) (o) + 5 (0w (e.0)

gdzie punkt (x.,y.) jest punktem odcinka taczacego punkty (0,0) i (z,vy) .
Obliczamy wiec kolejno:

o f(0,0)=€"=1

fo(z,y) = "2 f(0,0) =€” =1
* flay) = 2t £,(0,0) = 2% =2
o df(0,0)(z,y) = = + 2y
fwiv(xvy) = "t fx:v(oa O) =el=1
fay(,y) = 2% fuy(0,0) = 2% =2
* fulry) =207 f(0,0) =260 =2
fyy(w,y) = 4e™+2 fyy(0,0) = 4e® = 4
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fcxm(:v, y) = et 2y
° f:vyzgl', y) — 9eTt2y ;my(m, y) = Qe t2y
fym(x, y) — 2€z+2y fxyy(fI37 y) = 4eac+2y
yyxz \ L, y) — 4e*T2v fymy(l’, y) — 412y
yuu(T,y) = 8™
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przyjmie postac:

e$+2y _ 1 + 1
r+2y + = 2
T+ 2
2 Ty + 2y2 + ée%"'?yc 23 i n
el‘c 2yc .2
-y + 2€$C+ch T 2 4
Y + g €$c+21/c y3'



