CWICZENIE 1 o
TEORIA POLA. OPERATORY ROZNICZKOWE.

Operator rozniczkowy Hamiltona (nabla)
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Operator r6zniczkowania przestrzennego, formalnie traktowany jako wektor.
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W wyniku mnozenia operatora nabla i wielko$ci skalarnej ¢=¢(X,y,z) otrzymuje si¢ wektor gradientu pola
skalarnego ¢ (gradient). Gradient wskazuje kierunek zmian wielkosci skalarnej @.

Kazdemu polu skalarnemu ¢ mozna przypisa¢ wektorowe pole gradientu \/QV=[WX ,Wy,WZ]. Operacja

odwrotna nie zawsze jest mozliwa. Jezeli istnieje pole skalarne ¢ takie, ze W=grade to pole wektorowe
W nazywamy polem potencjalnym.

Dywergencja
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W wyniku mnozenia operatora nabla i wielkosci wektorowej W = [WX W, ,WZJ otrzymuje si¢ wielkos¢

skalarna, zwang dywergencjg lub rozbieznoscig pola wektorowego.

Jezeli pole wektorowe jest polem predkosci przeptywu U = [Ux Uy, UZ] to dywergencja predkosci mowi
o tym, czy w rozpatrywanym obszarze pltynnym istniejg jakie$ zrodta ptynu.

w rozpatrywanym punkcie obszaru plynnego istniejg dodatnie zrodta ptynu

divi>0 o jednostkowej wydajnosci rownej divU
- w rozpatrywanym punkcie obszaru ptynnego istniejg ujemne zrodta ptynu, tzw.
divU <0
upust
i w rozpatrywanym punkcie obszaru plynnego nie istniejg zrodta ptynu,
divu =0 . iy
pole jest bezzrodtowe
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W wyniku mnoZenia operatora nabla i wielkosci wektorowej W = [WX W, ,WZ] otrzymuje sie wielko$é

wektorowa zwang rotacja pola wektorowego.
Jezeli pole wektorowe W opisuje pole predkosci przeptywu U =[UX ,Uy,UZ] to warto$¢ rotacji tego

pola wskazuje na ruch wirowy elementéw ptynu.
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rotU =0 przeptyw wirowy
rotU =0 przeptyw bezwirowy
Tozsamosci:

a)  div(grade)=

div(grade)=V Ve {

6x8y82

0 0 2[00 0 9] d0 9 9 (8 & &
ox>  oy* oz

999 O LT L9 e=V2=A
X0y oz o oy azzj(p P20

Whiosek: dywergencja gradientu skalara ¢ to Ag laplasjan skalara .
Laplasjan jest gtowng cze$cig wielu rownan mechaniki ptynéw, m.in. rdbwnania Laplace’a, ktore
rzadzi tzw. przeptywami potencjalnymi.

b)  div(rotU)=0
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Whiosek: Pola dla ktorych dywergencja znika nazywamy polami bezzrodtowymi.

c)  rot(grade)=0
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Whiosek: Pola dla ktorych rotacja znika nazywamy polami bezwirowymi lub potencjalnymi.
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Operator rézniczkowania substancjalnego (pochodna materialna, pochodna substancjalna,
operator Stokesa)

Operator rézniczkowania materialnego okre$la tempo zmiany dowolnej wilasno$ci zwigzanej z
elementarng objgtoscig ciata, ktora moze znajdowac si¢ w ruchu, w odréznieniu od rézniczkowania
lokalnego — zwigzanego z uktadem odniesienia, ktory zwykle uznaje si¢ za nieruchomy.

Pochodna materialna jest szczegdlng interpretacja pochodnej funkcji wielu zmiennych, zwigzang z
eulerowskim sposobem opisu ruchu ptynu. Pokazuje ona, w jaki sposéb zmienia si¢ w czasie dowolny
parametr charakteryzujacy element ptynu poruszajacy si¢ w polu tego parametru.

D _
b_d + Ugrad
Dt ot
gdzie:
D pochodna substancjalna (materialna)
— obrazuje calo$¢ zmian jakim podlega znajdujacy si¢ w chwili czasu t w punkcie (X,y,z)
Dt element ptynu
P pochodna lokalna
— obrazuje zmiany jakie zachodza z uptywem czasu dt w danym punkcie pola przeptywu
ot (4. pokazuje zmiany wynikajace z niestacjonarnosci pola przeptywu)

- pochodna konwekcyjna (unoszenia)
Ugrad obrazuje zmiany jakie zachodzg przy przemieszczeniu w czasie dt elementu ptynu z
punktu (x,y,z) do punktu (x+dx,y+dy,z+dz)

Jezeli H jest funkcja skalarng zmiennych Eulera H =H(t,x(t),y(t).z(t))
DH_oH oHdx oHay oHdz
Dt ot oxdt oydt oz dt
d—X = LJX d—y = U % — UZ
dt |
DH oH oH oH oH oH

—=—+—U,+—U, +—U, =—+UgradH
Dt ot ox * oy ¥ ez ot

Zastosowanie operatora pochodnej materialnej do sktadowych pola predkosci pozwala obliczyé
przyspieszenie materialne, tj. przyspieszenie elementu plynu poruszajacego si¢ w niestacjonarnym i
niejednorodnym polu predkosci.
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