CWICZENIE 3 ]
KINEMATYKA PLYNU. NAPLYW NA SCIANE.
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Predkosé¢ U
Niech pole przeptywu ma t¢ charakterystyczng ceche, ze rotU = 0. Warunek rotU = 6pociqga za soba

mozliwo$é przedstawienia wektora predkosci w postaci U =grade , gdzie ¢ = ®(X,y,z) jest potencjatem
predkosci.

Na podstawie rozwazan teoretycznych wyprowadzono wzor na potencjat predkosci:
0=3(x* +y* -22%)
Wektor predkosci U = [Ux U, ,UZ] = UXT + Uy] + UZR wyraza si¢ wzorem:

U=grad(p=%T+%]+Z—jﬁ=axf+ay]+—2azﬁ

zatem wektor predko$ci mozna zapisaé w postaci U =[ax,ay,—2az], a sktadowe wektora predkosci w

postaci U, =ax, U, =ay, U,=-2az.

Wida¢ stad, ze istnieje jeden punkt P(0,0,0), w ktorym U, =U, =U,=0. Punkt, w ktorym U=0
nazywamy punktem spigtrzenia.

Dywergencja predkosci divU

Dywergencja predkosci okresla zrodtowos¢ pola (méwi o tym, czy w rozpatrywanym obszarze ptynnym
istniejg jakies$ zrodta ptynu).
. ou
divU = P L

ox oy oz

Dla wektora predkosci opisanego zaleznoscia U, =ax, U, =ay, U, =-2az dywergencja predkosci

wynosi divU =a+a—a=0. Pole jest bezzrodlowe.

MP-C3-1



Rotacja predkosci rotU

Rotacja predkosci méwi o tym, czy w plynie istniejg jakie$ wiry.
roti =0 przeptyw wirowy
rotu =0 przeptyw bezwirowy

i ]k

N . ou, ). - (oU ~

Q=rotU=|-2 % a@:(aUz_ y]iJ{aUX—GUZJJJ{—V—aUXsz[QX,Qy,QZ]
z oy oz 0z  ox ox oy

U

X y z

Zatem, dla wektora predkosci opisanego zaleznoscig U, =ax, U, =ay, U, =-2az rotacja predkosci
Wynosi
ik
. oy, \- - (oU .
ro'[U=ai 2 4| oV, &y i+ U, _ oY, j+ v 90Uy k=0
x oy |l gy oz oz o ox oy
u U, U,

X y

Przeptyw jest bezwirowy.

Whiosek: gdy przeplyw jest potencjalny U =grade to jest jednoczesnie bezwirowy Q =0

Przyspieszenie elementu pltynu a
Przyspieszenie elementu ptynu @ = aXT + ay] + aZR wyznaczamy stosujgc operator rézniczkowania
substancjalnego

du _oU

d=—=—+(Ugrad)U
a o (o)
Sktadowe przyspieszenia w kierunku poszczego6lnych osi uktadu wspotrzednych wyrazajg si¢ wzorami:
du, ou ouU ouU ou
a, =—>=—*+U —*+U X+ U, —
dt X Y oy oz
du, ouU ouU ouU ouU
a,=—*=—>+U,—+U,—+U,—
dt ot OX oy oz
a:dUZ:0U2+U 8UZ+U ouU U oy,

z 4+
oot ot X ox Y oy * oz

Dla predkosci opisanej wzorami U, =ax, U, =ay, U, =-2az otrzymujemy:

. o(ax) L, o(ax) U o(ax) o, o(ax) _ o
at ax oy oz

a, = 6(;)/) +U, aéiy) +U, 52/)/) +U, a(aazy) =a’

2 - d(—2az) ‘U, 0(—2az) ‘U,

at ox Yoy oz

Przyspieszenie wynosi d=[a, .a,a, |=[a’x,a’y,4a’z .
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Linie pradu
Linia pradu - linia, do ktorej w kazdym punkcie w dowolnej chwili czasu t styczne sg wektory predkosci.
Roéwnanie linii pradu ma postac:

Uxor=0
Korzystajac z tej zalezno$ci otrzymujemy:
i)k
Uxér=|U, U, U,|=(Udz-U,dy)i+(U,0x-U,0z)j+(U,dy-U,ox)k=0
oX oy oz

Aby iloczyn wektorowy byl rowny zeru sktadowe wektora musza by¢ rowne zeru.
Zatem:

U,0z-U,0y=0
U,0x-U,0z=0
U,0y-U,0x=0
gdzie rownanie % = Cjﬂ przedstawia rzut linii pradu na ptaszczyzne OYZ, rownanie % = S—X
z y z X
. . . . oy oOX . -
przedstawia rzut linii pradu na ptaszczyzne OXZ, rownanie 0 = O przedstawia rzut linii pradu na
y X
ptaszczyzne OXY.
OX 0z
Uktad ten mozna przedstawi¢ w postaci: |—— = &y =—
U, U, U,
Zatem:
Wyznaczenie rzutu linii pradu na ptaszczyzne OY Z:
oz _o
u, U,
oz oy
—2az ay
v
-2z y
~2In|z|=In]y|-In|C,]
In‘yz% =In|C|
yz =C, rownanie hiperboli

Wyznaczenie rzutu linii pradu na plaszczyzng OXZ:

. . .0z OX : . . .
Rozwigzanie rownania 3— = U prowadzi do rownania xz” = C, przedstawiajacego hiperbolg.
z X

Wyznaczenie rzutu linii pradu na ptaszczyzng OXY:

. ., ) OX ) , ) ..
Rozwigzanie rGwnania % = U_ prowadzi do rownania y = C,X przedstawiajacego prosta.
y X
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Powierzchnia pradu

Powierzchnia pradu - powierzchnia utworzona z linii pradu przecinajacych dowolng lini¢ niebedacg linig
pradu.

Zatézmy, Ze nasza linig bedzie okrag o réwnaniu x* +y? =r?, a punkt A(X0 Yo.Z,) nalezy do okregu.

Zatem réwnanie X. +Y: =17 jest rownaniem okregu umieszczonym na wysokosci zo.

Zatem
xz = Xo\/z , po przeksztatceniu X, =X Zz
ZO
y\/E = yo\/Z , po przeksztatceniu y, =y Zz
z

0

Po podstawieniu do réwnania okregu otrzymujemy:

2 2
z z )
X|— | +|Y.]— | =t
ZO ZO
z(x2 +y2)= fz,=C=%¥
Zatem roOwnanie powierzchni ma postac:
Y= z(x2 + y2)

Jest to rbwnanie hiperboloidy obrotowe;.

Tor elementu plynu

Tor elementu ptynu jest to linia, wzdtuz ktorej przemieszcza si¢ element ptynu traktowany jak punkt
materialny.
Roéwnanie toru elementu plynu:

dx_U dy U dz

ki —==U
dt o dt Yo dt ‘

Roéwnanie toru elementu ptynu mozna ogoélnie zapisa¢ w postaci:

o _dy_dz
U U U

X y z

Mimo zewngtrznego podobienstwa do rownania linii pradu, r6zni si¢ od niego zasadniczo. W rownaniu
linii pradu czas jest staty, natomiast w rGwnaniu toru elementu ptynu czas jest zmienng.

Przyjmujemy warunek poczatkowy: X(t,)=X,, Y(t;)=Y,. Z(t,)=2,

dx

—=u, =ax
dt

OI—Xzadt

X
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d%zjadt

In|x|=at+C
x =Ce*
Wstawiajac warunek poczatkowy X(t,)=X,, otrzymujemy x =X,e

Analogicznie dla warunku (;—i/ =U, otrzymujemy y=y,e

a(t-ty)

a(t-t,

), adla warunku (;—i =U, otrzymujemy
a(t-to)

r . -2
rownanie Z = Zoe

Roéwnania toru elementu ptynu w postaci parametrycznej wyrazone sa zatem rOwnaniami:

x =X,
y= yoea(l_lo)
g— Zoefza(tfto)

Uniezalezniajgc rownania od czasu otrzymujemy
t-to)

a(
X X, X ]
- = % ==, po przeksztatceniu y =X ﬁ oraz
Y Ve " Yo X,
-2
— X . 2 2
Z=Zy| — | po przeksztatceniu X" =Z,X, oraz
X
0
-2
_ y ) 2 2
Z=Zy| = | po przeksztalceniu zy’ =z,y> .
Yo

Poniewaz ruch jest stacjonarny (niezalezny od czasu) tory elementdéw ptynu pokrywaja sie z liniami pradu.
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