J. Szantyr — Wyklad 11 — Rownanie
Naviera-Stokesa

George Stokes — 1819 - 1903 -

 ' = < Claude Navier 1785 - 1836

Podstawienie zaleznosci wynikajgcych z modelu plynu Newtona
do réwnania zachowania pedu daje réwnanie znane jako rownanie
Naviera-Stokesa.

W formie skalarnej ma ono postac trzech rOwnan:
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W formie wektorowej rownanie Naviera Stokesa ma postac:
p% = of — gradp + grad (Adivit )+ div(Z,u[D])
5

A=B+(C+D+E

A — predkosc zmiany pedu elementu ptynu
B- sita masowa
C- sita powierzchniowa cisnienia

D — sila powierzchniowa zwigzana z lepkoscig pltynu, wynikajgca
ze zmiany objetosci elementu ptynu scisliwego (kompresji lub
ekspansji)

E- sita powierzchniowa zwigzana z lepkoscig ptynu, wynikajaca
z deformacji liniowej 1 postaciowe] elementu ptynu



W plynie niescisliwym rOwnanie Naviera Stokesa upraszcza si¢

do postaci: B
p = pf - gradp+div(2lD)

Jezeli dodatkowo zatozymy, ze lepkosc plynu jest stata,to mamy:

p& = of — gradp + uAit
Dt

Dalszym mozliwym uproszczeniem jest
zalozenie o braku lepkosci ptynu, ktore prowadzi
do rownania Eulera, opisujgcego ruch ptynu
nielepkiego 1 niescisliwego:

Du - Leonhard Euler
'OF = pf — gradp 1707 - 1783
A

Rownanie Naviera Stokesa moze by¢ rozwigzane analitycznie tylko

dla niewielu uproszczonych przypadkow. Wybrane przyktady
opisano nizej.



Przyklady rozwiazan analitycznych rownania Naviera Stokesa
dla prostych przeplywow

Zatozenie: rozpatrujemy przeplyw jednokierunkowy, tzn. taki w
ktorym v=w=0 czyli wektory predkosci sg rownolegte do siebie
w kazdym punkcie pola.

Jezeli plyn jest niescisliwy to z rOwnania zachowania masy mamy:

a—u:O czyli: u:u(y,z,t)
ox

Wtedy rOwnanie Naviera Stokesa upraszcza si¢ do postaci:

Ju (821/1 821/1}:_8_[9

—— +
p ot # dy’ 97 ox 3
Poniewaz lewa strona nie zalezy od x, a ponadto mamy: ap = ap =0
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Przyklad 1: Ustalony laminarny przeptyw pomigedzy dwoma
nieskonczonymi rownolegltymi ptytami (przeptyw Poiseuille’a)
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D Ap const
anc. ———
Ax

A
h % Warunki brzegowe:
03— . —X
N u=u(y) u=0dla y=h
!
u=0 dla y=-h
Rozwigzanie )
du 1Ap
Rownanie Naviera Stokesa przybiera postac: dy? - 1 Ax

Po dwukrotnym scatkowaniu otrzymujemy:

1 A
u(y)= Miy +Cy+C,




State calkowania wyznaczamy z warunkow brzegowych, co prowadzi
do rozwigzania:

u(y)=—i%(h2—y2)

Objetosciowe natezenie przeplywu mozna wyznaczy¢ nastepujgco:

0= |udS = |uly)dy=——"""n
! j 3u Ax

Komentarz:

-profil predkosci ma ksztalt paraboliczny z maksimum dla y=0,

-im wigkszy gradient cisnienia tym wigksza predkos¢ maksymalna 1
wigksze natezenie przepltywu,

-im wigksza lepkos¢ tym mniejsza predkos¢ maksymalna 1 mniejsze
nat¢zenie przepltywu.



Przyklad 2: Ustalony laminarny przeptyw przez rure o statym
przekroju kotowym ustawiona poziomo (przypadek a=0)

Ap
Dane: — =const
Ax

Warunki brzegowe:

u(R)=0  u(0)<oo

Rozwigzanie

Stosujemy walcowy uktad wspotrzednych, w ktorym laplasjan
predkosci ma postac:



Rownanie Naviera Stokesa ma postac: li(r @J _1&

Dwukrotne catkowanie wzgledem r daje kolejno:

2 2
rduzlApr +C, uzlApr +C,Inr+C,
dr U Ax 2 U Ax 4
State calkowania mozna wyznaczy¢ z warunkow brzegowych:
1 Ap R?
¢, =0 C,=- &
U Ax 4
Co ostatecznie prowadzi do:
u(r) = —ig (R2 — rz)
4u Ax
R R
1 T Ap
Q= u(r)-Zﬂm’r:—Zﬂ'-— —r )dr————
! 4u Ax ! 8u Ax



Komentarz: porownanie do przykladu 1 przy zatozeniu h=R
prowadzi do wniosku, ze przy tym samym gradiencie cisnienia
maksymalna predkosc¢ przeptywu 1 objetosciowe nat¢zenie przeptywu
w rurze sg mniejsze. Wynika to z bardziej intensywnego hamowania
przeplywu w rurze przez napre¢zenia lepkosciowe.

Przypadek rury nachylonej pod katem a do poziomu

W tym przypadku réwnanie Naviera Stokesa musi uwzgledniac
sktadowg sity masowej grawitacji dziatajgcg w kierunku przeptywu:

li( duj 1 Ap g
rdr\ dr) uAx VvV

Poniewaz gradient cisnienia 1 sktadowa sity masowej podobnie
oddzialywujg na przeplyw mozna wprowadzi¢ spadek hydrauliczny J:

J —sm0(—Lg

pg Ax
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Wtedy rozwigzanie ma postac:

8t
v T
Szczegdlny przypadek: rura skierowana pionowo
W tym przypadku mamy: J =1-— ﬂ
pgL

Cisnienie na wlocie do rury: p, = p, + pgH
Cisnienie na wylocie z rury: p, = p,

Czyli: Ap=p,—p, =-pgH

Po podstawieniu otrzymujemy:
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7gR’ | H\ Dzigki tatwo$ci pomiaru Q mozna ten wzor
uzyc do okreslenia wspotczynnika lepkosci



Przyktad 3: Przeptyw w kanale otwartym

Y warunki brzegowe:
I N @:0 dla: y=h (1)
dy
h u
u=0 dlay=0 (2)
!
Z Ze Rozwigzanie
du 1A du 1 Ap
; — __p % = y + Cl
dy” U Ax dy p Ax
1 Ap .
Z warunku brzegowego (1): C, = __E h  co prowadzi do




1 A 1 A
po kolejnym catkowaniu otrzymujemy: U = —=F y’ - — =7 hy+C,

2U Ax 2U Ax

C, =0 z warunku brzegowego (2), co ostatecznie prowadzi do:

1 Ap
= y(y—2h)
2U Ax
natomiast objetosciowe nat¢zenie przeplywu wynosi:
1L Ap( 2Ap 5
=|——\y" —-2h =———
0 21 Ax (y y )y 3 A

Uwaga: przy porownywaniu wynikow uzyskanych dla przeptywu w
kanale otwartym z tymi dla przeptywu Poiseuille nalezy wzia¢ pod
uwage roznice w przyjetym uktadzie wspotrzednych.



