J. Szantyr — Wyklad nr 15 — Rownanie Bernoulliego

Rownanie Bernoulliego wyraza zasady zachowania pedu 1
zachowania energii ptynu przy spetnieniu odpowiednich zatozen.

Zalozenia:

-przeplyw jest stacjonarny % =0
-plyn jest nielepki 1=0
-plyn jest barotropowy o=p(p)

-pole sit masowych jest potencjalne f =—gradll

Przy takich zalozeniach mozna scatkowac rownanie Eulera:
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Korzystamy z tozsamosci:
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Ponadto wprowadzamy funkcje ci$nienia: P(p)= j—p

1
Co prowadzi do: ; gradp = gradP(p)

Wtedy rOwnanie Eulera mozna napisa¢ w postaci:
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Czyli: gmd{%-l— P(p)+ H} = gradE = rotu Xu

Wyrazenie w nawiasie nazywamy trOymianem Bernoulliego E. Mozna
wykazac statosC tego tréymianu w pieciu przypadkach.



Przypadek 1: wzdtuz linii pradu

gradE = u Xrotu

Mnozymy obie strony skalarnie
przez wersor linii pradu i

gradEei = (uxrotu)ei =0

Co prowadzi do: C;—E =0  czyli: E=const
s

Przypadek 2: wzdluz linii wirowe;j

Mnozymy obie strony rOwnania skalarnie przez wersor linii
WIrOwWe]
dE

gradEei, =(uxroti)®i, =0 codaje o= 0 czyli E=const

Linie pradu 1 linie wirowe tworzg tzw. powierzchni¢ Bernoulliego
na ktorej jest E=const.



Przypadek 3: w przeptywie bezwirowym rotu =0 — E = const

Przypadek 4: w sytuacji hydrostatycznej # =0 — E = const

Przypadek 5: w przeptywie srubowym

W przypadku przepltywu ptynu niescisliwego w polu grawitacyjnym
mamy: p=const oraz I1=gz co daje:



Rownanie Bernoulliego (1738)
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Suma energii potencjalnej pola sit masowych, energii cisSnienia oraz
energil kinetycznej ptynu jest stata.

lub:

Suma wysokosci geometrycznej, wysokosci cisnienia (czyli
wysokosci, na jakg wzniesie si¢ stup cieczy pod cisnieniem p) oraz
wysokosci predkosci (czyli wysokosci, z ktorej spadajacy element
plynu uzyska predkosc u) jest stala.



Mozliwe sg inne postaci rownania Bernoulliego, jezeli przyjmie si¢
szczegOlne formy warunku barotropowosci ptynu. Na przykiad dla
gazu podlegaj gcego przemianie adiabatycznej warunek ten ma postac:

%c “p

p= / gdzie « jest wyktadnikiem adiabaty Poissona & =—

Rownanie Bernoulliego przyymuje wtedy postac:

Simeon Poisson
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PorOwnanie wyprowadzenia rOwnania Bernoulliego z rOwnaniem
zachowania energii dla rurki pradu (Wyktad nr 12, slajd 7) pozwala
stwierdziC, ze przy pomini¢ciu energii wewnetrznej ptynu e 1
przewodnictwa cieplnego pltynu réwnanie Bernoulliego wyraza
rowniez zasad¢ zachowania energii.



Przykiad 1

Voo, Peo

cieczy o gestoscip, wynosi h?

Rownanie Bernoulliego dla
przekrojow 2 1 3 ma postac:
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gdzie: u, =0 U, ="v, P3 = P

2
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Z. kole1 r6znica cisSnien wskazywana przez manometr wynosi:

co prowadzi do:

Jaka jest predkosc¢ przeptywu ptynu o
gestoscl p, w ktorym zanurzono rurke
Prandtla, jezeli w podigczonym do
niej manometrze réznica poziomow

2
P> = P. =P8 czyli: v2°° = P gh 1 ostatecznie: v, = \/2
P



Przyklad 2

Do budynku doprowadzono wodg z
duzego zbiornika, w ktorym panuje
ciSnienie absolutne p, a odlegtosc
zwierciadla wody od poziomu
fundamentu wynosi h=const.
Obliczy¢ predkos¢ wypltywu wody
na kondygnacjach oraz predkosc
woees  przepltywu w czesci podziemne;

- przewodu o przekroju 4
Dane: przekroje wszystkich przewodow sg rowne A, gestos¢ wody
jest rOwna p, a cisnienie barometryczne jest rowne
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Rownania Bernoulliego wzgledem poziomu fundamentu:
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Predkos¢ opadania wody w zbiorniku mozna przyja¢ za rOwng zero,
wobec czego mamy:

= Hpi L g(h—a)}
c, = \/2{lyi;)l?l’+g(h—2a)}

c, :\/2{”1‘ ;pb +g(h—3a)}

Predkos¢ ¢ w przewodzie doprowadzajgcym wyznaczamy z rOwnania
cigglosci:

cA =c,A+c,;A+c,A

co daje:

c=£(62+c3 +c,)
Al



