J. Szantyr — Wyklad nr 23 — Przeplywy potencjalne 1

Jezeli przeptyw plynu jest bezwirowy, czyli wszedzie lub prawie
wszedzie w polu przeptywu jest rofu =0 to oznacza, ze istnieje
funkcja skalarna o(x,y,z,t) , takaze u = grad@ . Przeptyw taki
nazywamy przeptywem potencjalnym, a funkcj¢ ¢ nazywamy
potencjatem predkosci.
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Mamy: U, :a—f “y :8—;0 U, :a—f

W przypadku przeptywu potencjalnego ptynu

niescisliwego rOwnanie zachowania masy

przeksztalca si¢ w rOwnanie Laplace’a:
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2 Pierre Laplace
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== 1+ div(pi) = 0 —divgradp=Ap =

Rownanie Laplace’a jest liniowe, co oznacza, ze suma jego rozwigzan
jest rowniez rozwigzaniem. W praktyce wiec mozna sktada¢ bardzo
skomplikowane funkcje potencjatu, opisujgce ztozone przeptywy, z
funkcji opisujacych tzw. przeptywy elementarne.



Przepltywy potencjalne szczegdlnie dobrze nadajg si¢ do
modelowania matematycznego ruchu ptynu w obszarach poza
warstwami przysciennymi 1 sladami, gdzie wplyw lepkosci ptynu
na obraz przeptywu jest pomijalnie maly. Sposob tworzenia
ztozonych przeplywow potencjalnych zostanie pokazany na
przyktadzie przepltywoéw plaskich (czyli dwuwymiarowych).

W tym przypadku mamy: u, = aaf = aa? U, = ?)_f = —aa—f
gdzie:  ¢(x, y) - potencjat predkosci

¢(x,y)=C - linie ekwipotencjalne

w(x, ) - funkcja pradu

w(x,y)=C - linie pradu



Elementarne przeplywy potencjalne

1. Przeptyw jednorodny
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N Potencjat predkosci:

v =const

(0(x,y)=a-x+b-y=ux-x+uy-y
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Funkcja pradu: Linie pradu:
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2. Zrédlo (dodatnie lub ujemne)

g=const 4 Zrédto jest punktem osobliwym w polu

\/ 4*_ T przeplywu, w ktorym nastepuje wyplyw ptynu

o okreslonym natezeniu objetosciowym Q.

v=0! | _ Wyplyw ten odbywa si¢ jednakowo we

" wszystkich kierunkach. W przypadku zrédta
yjemnego (czyli uyjscia), ptyn doptywa do

\“\4__,/, zrédia i w nim ,,znika”. Mamy wigc:
yY=cons
Q =F27mru, lub: y =x—— gdzie: y_ - predko$¢ promieniowa
27
0
u, e Q > qoziglnr
r 27Ty 27T

State wartosci potencjatu ¢ wystepujg dla statych wartosci promienia
1, czyli linie ekwipotencjalne sg wspotsrodkowymi okregami.



W uktadzie wspotrzednych prostokgtnych mamy:

uxzurcosﬁzQ 2x 5 uyzursinH:Q 2y >
272'(x +y) 272'(x +y)

gdzie: @ =arctg —

X

1 dalej mamy:
rézniczka zupetna dp= Q  xdx + Q ydy
potencjatu: 27 (x2 +y° ) 27 (x2 + yz)

Q ydx B QO  xdy
27Z(x2+y2) 27Z(x2+y2)

rozniczka zupetna
funkcji pradu:

dy =

1 dalej, po scatkowaniu mamy:

¢ lgln()(: + y ) w = garctg l Linie Prqdu qu()lp’rO,Styml
227 27 x  wychodzacymi ze zrédla



Przyktad: Superpozycja przeptywu jednorodnego 1 zrédia

1 Potencjat 1 funkcja pradu

\3 yz 6
N | = przepltywu wypadkowego
— sg sumami potencjatéw

sktadowych 1 sktadowych
funkcji pradu. Zaktadamy,
ze przeptyw jednorodny
jest rownolegly do osi x.

Potencjat: Q= umx+gln(x2 + yz)
47
- . _ 0 y
Funkcja pradu: W=u_,y+—arctg —
27T X

Zerowa linia pradu: w=0—>u_y+ 22 arctg X =0
T X
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Jezeli na miejsce zerowej linii pragdu wprowadzimy sztywng Sciang, to
obraz przeptywu nie ulegnie zmianie 1 otrzymamy optyw ,,potciata”.

L N 271
Rozwiazanie dla zerowej lini1 pradu:  x = —yctg( = j

Sktadowe predkosci:
Q «x 0
u =u_ -+ u =
a4y "2 (¥ +y?)
. , , . Q0
Potozenie punktu spigtrzenia na osi x: X, = —2—
woo

Cisnienie p w dowolnym punkcie przeplywu mozemy obliczy¢ z
rownania Bernoulliego:
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Po podstawieniu otrzymujemy: C - 0 1 . Q
P (x2+y2) 47u

W punkcie spietrzenia otrzymujemy:

Natomiast na zerowej linii prgdu w punkcie x=0 mamy:

2u , .
u.=1u uyzi—"" czyli: uz\/ui+4u°° =~ 1,184u_,

X o ﬂ' 7'[2



3. Zrédlo podwéjne (dipol) Dipol jest efektem natozenia zrédta

yA dodatniego 1 ujemnego o takim samym
T~ y-const module natezenia wyptywu. Miarg
) I _g=const ngt¢Zenia dipola jest tzy. moment
,/:, ‘ . \\\ 5 c,hpola M =2a0. W odrozgleplu od
(L / .& 3;, V) ‘L \ _ zrodta dipol ma wtasnosci kierunkowe,
\ N Na) / /% gdyz.wyrzuca” ptyn w okreslonym
NN s =l s a kierunku i ,,wsysa” go z przeciwnej

strony. Istotna jest wigc orientacja
dipola w przestrzeni.

Dla dipola w x=0, y=0 skierowanego w dodatnim kierunku osi x mamy:

o 0=— M X
Potencjat dipola: 27 X+ )
My

Funkcja pradu dipola: =
J9 PR P v 27 x° + y2
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Linie pradu dla dipola: Y _ (%t (y _gj _C
x> +y’° 2 4
Linie pradu sg okregami o promieniach C/2, ktorych srodki lezg na
os1 y w punktach y=C/2.

. . CY C?
Linie ekwipotencjalne dla dipola: —; i -=C— (x —j +y?=—
X Ty

Linie ekwipotencjalne sg okregami o promieniach C/2, ktorych
srodki lezg na os1 x w punktach x=C/2.



Przykiad: opltyw bezwirowy (bezcyrkulacyjny) walca kotowego
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Superpozycja: przeptyw jednorodny + dipol



W uktadzie Or6 mamy: M =2ma’u_  gdzie: a — promien walca

4 2
y :um\/1+(aj _z(ﬁj cos26  gdzie: 0= a’”Cfgl

r r X

2 2
p=p.+ '0;[ = [1—%) dla r=a czyli na powierzchni walca mamy:
u
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Py = D.. +'OZ°2° (l—élsin2 6’)

Mozna obliczy¢ sktadowe sily dziatajacej na walec:

Rozktad cisnien: 0
teoretyczn
e J
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swiadczaln .

doswiadczalny Py :_aJ‘p‘gSln&ZH:O
0

Jean d’Alembert
1717 - 1783

Jest to tzw. paradoks d’Alemberta




Paradoks d’ Alemberta mowi, ze w przeptywie potencjalnym sily
oddziatywania ptyngcego ptynu na ciala w nim zanurzone sg rowne zero,
co jest sprzeczne z potocznym doswiadczeniem. Jest to bezposrednig
konsekwencja symetrii wyznaczonego pola cisnienia, ktore jest
symetryczne zarowno wzgledem osi x jak 1 os1 y. W rzeczywistosci pole
cisSnienia wytworzone na walcu jest asymetryczne wzgledem osi1 y, co
pokazuje rysunek na poprzednim slajdzie oraz ponizsze porOwnanie
optywu wyznaczonego teoretycznie 1 zwizualizowanego
eksperymentalnie. R6znice te widoczne sg przede wszystkim po stronie
splywowe;.
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