J. Szantyr - Wyklad 3 — Rownowaga plynu

Sily wewnetrzne — wzajemne oddziatywania elementow mas
wydzielonego obszaru ptynu, sity o charakterze powierzchniowym,
ZNnOSzgce si¢ parami.

Sily zewnetrzne — wynik oddziatywania mas nie nalezacych do
wydzielonego obszaru plynu — dzielimy je na sity masowe 1 sily
powierzchniowe.

Sity masowe obejmujg kazdy element ptynu i1 sg proporcjonalne do
jego masy. L L
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Sity powierzchniowe dziataja na powierzchni¢ obejmujgcyg wydzielony
obszar ptynu 1 sg proporcjonalne do pola tej powierzchni.

W ogoélnym przypadku sita powierzchniowa zalezy od orientacji
elementu powierzchni okreslonej wersorem normalnym #, stad nalezy
ja oznacza¢ P,

Plyn jest w rownowadze pod dzialaniem danych sit zewnetrznych
jezeli sity dzialajace na kazda dowolnie ograniczona jego czesS¢
tworza uklad wektorow roéwnowazny zeru.



W plynie bedacym w stanie rownowagi cisnienie w dowolnym
punkcie ma wartos¢ stalg i niezalezng od orientacji elementu
powierzchniowego przechodzacego przez ten punkt.

warunki rOwnowagi czworoscianu:
p.dS. — pdS cos(ﬁ, x) =0

p,dS, — pdS cos(ﬁ, y) =0

p.dS.— pdS cos(p,z)=0

; ale mamy: dS_ =dS COS(ﬁ, x) itd.

p,—p=0p,—p=0;p.—p=0 czyli: p=p,=p,=Pp.

Whniosek: hydrostatyczny stan naprezenia w ptynie ma charakter
pola skalarnego.



Warunki rownowagi ptynu
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Jednostkowa sita masowa:
F=Xi+Yj+Zk =F(x,vy,2)
Gestosc:

p=plx..2)

Warunki rOwnowagi elementu ptynu:

dxjdydz =0
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19 10
stad otrzymujemy: X =——  Y=—L
p 0x 0 dy
co prowadzi do podstawowego w hydrostatyce rOwnania Euler
_ 1 |
F =—gradp

lub w postaci rézniczkowej:

de+Ydy+Zdz=d—p |
p Leonhard Euler

1707 - 1783
jezeli pole sit masowych ma potencjat U, czyli: F =—gradU

to otrzymamy: JU = _d_p i po scatkowaniu: p=—pU +C

0

Stata catkowania moze by¢ wyznaczona ze znanego cisnienia i
potencjatu sit masowych w okreslonym punkcie obszaru ptynu.



Na przyktad w polu grawitacyjnym w poblizu Ziemi mamy X=Y=0
Z=-g :—aa—U czyli: U =gz codaje: P=-p8z+C
Z

Whniosek: w polu grawitacyjnym Ziemi powierzchnie statego
cisnienia hydrostatycznego (izobaryczne) sa poziome.

Whiosek ogolny: powierzchnie izobaryczne i powierzchnie
ekwipotencjalne sg prostopadle do wektora sit masowych
(patrz przykilad na koncu wyktadu).

Jezeli przez P, oznaczymy cisnienie na swobodnej powierzchni
cieczy na wysokosci H, to otrzymamy:

p,=—pgH+C codaje: C=p, +pgH i dalej:
P=P, + 08 (H — Z) ostatecznie: pP=Dp, + pgh gdzie:

h=H-z — zanurzenie punktu pod swobodng powierzchnig

p, - ciSnienie na swobodnej powierzchni (np. atmosferyczne)



Przyklady zastosowania

Naczynia potaczone — na poziomie A-B mamy:

+ p=p,+p8h P=Dp,tP8h
‘ ; 1 === 1
s[* = ? pes | czyli

= == = p,h, albo: =—

Hydrostatyczny pomiar ciSnienia

\ “ Py=P  Pp=D,tP8AN

Pa=Psg p—p,= pghh
W ten sposob mierzymy nadcisnienie
(cisnienie wzgledne) w zbiorniku, czyli
roznic¢ pomiedzy cisnieniem
bezwzglednym p a ciSnieniem
atmosferycznym.
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Barometr — pomiar cisnienia
atmosferycznego.

Blaise Pascal
1623 - 1662

p. = psgh

Prawo Pascala

Przyrost ciSnienia w dowolnym punkcie
jednorodnego ptynu niescisliwego znajdujacego sie w
stanie rownowagi w potencjalnym polu sit masowych
wywoluje zmiane ciSnienia o taka sama wielkos¢ w
kazdym innym punkcie ptynu.
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p—p, =0 @7:@70



Przyklad 1: Wyznaczenie nachylenia swobodnej powierzchni
cieczy w naczyniu poruszajacym sie ruchem prostoliniowym
jednostajnie przyspieszonym w dowolnym kierunku.
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a, Pprzyspieszenie unoszenia a=

rzuty jednostkowe sity masowe;:

X =0

Y =—acosf
Z=—g—asinf
rOwnania rOwnowagil Cleczy:
1op_

P Ox

1
1 =—acos

p 9y
Lop =—g—asin f3



czyli: dp
0

po scatkowaniu przy p=const otrzymujemy:

p= —pg{ﬁycosﬂ+(ﬁsinﬂ+ljz}+ C,
g

—(acos Bdy +asin Bdz + gdz)

8

stalg wyznaczamy z cisnienia na swobodnej powierzchni w punkcie
MI:

ﬁycos,8+(ﬁsin,8+lj(z+t)}

Cl :pa+pg|:
8 8

po podstawieniu otrzymujemy:

pP=p, +pg(1+£sin ,Bjt
8



z kole1 rOwnanie powierzchni izobarycznych (statego cisnienia p):

jest to rodzina ptaszczyzn nachylonych pod katem o takim, ze:

cos [

natomiast kgt nachylenia wypadkowej sity masowej o:

~ ﬁ+sin,6’

8
g =—= =cCciga
59 Y cos [ 8

Whiosek: wypadkowa sita masowa jest prostopadia do powierzchni
1izobarycznych



Przyklad 2: Wyznaczenie zaleznosci opisujacej rozklad cisSnienia
panujacego w zbiorniku obracajacym sie ze stalg predkoscia
katowa ®. Zbiornik napelniono ciecza o gestosci p, a ciSnienie
otoczenia wynosi p.

W cylindrycznym uktadzie wspotrzednych
podstawowe rOwnanie hydrostatyki ma
postac:

ap _
0

gdzie cztony sg odpowiednio rowne:
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g, dr+q,-r-dv+gq_ -dz

g =@ r



Po podstawieniu otrzymujemy:  dp = p- ((02 r-dr—g °dZ)

Calkowanie prowadzi do: p= g @’ — p-g-z+C
Dla punktu na powierzchni cieczy w 0s1 naczynia mamy:
r=>0 =2, P =Dy

Czyli statg catkowania mozna okre$li¢ jako: C=p,+p-g-Z,

Ostatecznie rozklad cisnienia w cieczy opisuje rOwnanie:

p=po—p~g'(z—zo)+§'w2'r2

Czyli rOwnanie powierzchni swobodnej ma postac:
w’r’
2

-glz—2,)=0

Jest to rOwnanie paraboloidy obrotowe;.



Przyklad 3: Trzy tloki o powierzchniach A1=0,6 m**2, A2=0,8
m**2, A3 0,4 m**2, obciazone odpowiednio sitami P1=1 kN,
P2=2 kN i P3=3 kN dzialaja na wode o gestosci p=1000 kg/m**3,
OKkresli¢ na jakich wysokosciach hl i h2 uklad tlokéw pozostanie
w stanie rOwnowagi.
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P P,

Cisnienie pod ttokiem 2 wynosi: L +h-pg=-—>=
A A,
Cisnienie pod tlokiem 3 wynosi: 2 4h-pg=-2
A2 A3

Z. powyzszych rOwnan wyznaczamy wysokosci:

@:(Pz_ﬁj. L _ 0,085[n] hzz[@—%]. = 051m]
Az Al P8 A3 AZ P8

Dla sprawdzenia mozna utozy¢ rownanie rownowagi przekroju 1
wzgledem przekroju 3:

— 7500 =7500

P, P, 1000 3000
"Ly p-g-(h +h)="2—>=—""+1000-9,81-(0,085+0,51)=
AT (7, + ) 2 06 ( )=



