J. Szantyr - Wyklad 6: Kinematyka plynow — Podejscie Lagrange’a i

Euler’a — Linie pradu — Tory elementow ptynu

Podejscie Lagrange’a (inaczej metoda wedrowna) polega na
opisywaniu ruchu w przestrzeni pewnej wydzielonej masy ptynu
sktadajacej sie zawsze z tych samych molekut.

Vo (to)

V - objetosC pewnej masy
plynu (objetosc ptynna)
otoczona powierzchnig S,
ktora jest nieprzenikliwa
dla elementow ptynu

Joseph Lagrange
Masa ptynu przemieszcza 1736 - 1813

si¢ od potozenia V, w g
chwili do potozenia V
w chwili 7.



Element ptynu P stanowigcy czesc objetosct V przemieszcza
zakreslajac w przestrzeni tor elementu, ktory moze byC opisany

rOwnaniami parametrycznymi z czasem ¢ jako parametrem:

x=x(a,b,c,t)
_ Zmieniajac w rOwnaniach wielkoscia, b 1
y—)’(a,b,C,f) .. .
c opisujemy coraz to inne elementy plynu

z=2z(a,b,c,t)

Wielkosci opisujace ruch ptynu sg w taki sam sposob zalezne od
a, b, c, t:

w=ula,b,c,t) gdzie w=iu+ jv+iw
(

= pla,b,c,t) yodx o _dy o _dz

T dr dt dt



Metoda Euler’a (metoda lokalna) polega na wybraniu w
przestrzeni nieruchomej objetosci kontrolnej V ograniczone;j
powierzchnig kontrolng S. Przez t¢ objetosc przepltywajg kolejno
rozne elementy plynu z réznymi wartosciami takich wielkosci jak
predkosc, cisnienie, gestosc 1td. Przedmiotem opisu sg wartosci
tych wielkosci w wybranych punktach objetosci kontrolne;.

Leonhard Euler

o . .
/ Y gdzie: 1707 - 1783
X
Y




Pochodna materialna (substancjalna)

Pochodna materialna jest szczegolng interpretacja pochodne;
funkcji wielu zmiennych, zwigzang z eulerowskim sposobem opisu
ruchu ptynu. Pokazuje ona, w jaki sposOb zmienia si¢ w czasie
dowolny parametr charakteryzujacy element ptynu poruszajacy si¢
w polu tego parametru. Wyjasnimy to na przyktadzie dowolnego
parametru skalarnego H, bedacego jawng 1 ztozong funkcja czasu.
Jezeli H jest funkcja zmiennych Eulera to mamy:

H = H (1, x(t), y(t), 2(1))

Zgodnie z definicjg rézniczki zupetnej funkcji wielu zmiennych mamy:

DH BH BH dx oH dy oH dz
Dt ot ax dt 0y dt dz dt




Ale mamy: 9% _ i, ay _ u L _,  coprowadz do:
dt d ~ dt
DH _ oH +aH I/tx+a_Huy _|_a_HuZ :a_H+L70VH :a_H_|_1/70 gradH
Dt ot ox dy 0z ot ot

Pochodna materialna=pochodna lokalna+pochodna unoszenia

| i Pochodna lokalna pokazuje zmiang
% parametru H w czasie w punkcie (x, y,
7 s z) wynikajgcg z niestacjonarnosci pola
H.

Pochodna unoszenia pokazuje zmiang
parametru H w czasie na skutek

~y przemieszczenia si¢ elementu plynu z
predkoscia u z punktu o jedne]
wartosci H do punktu o innej wartosci
H.




Zastosowanie operatora pochodnej materialnej do sktadowych pola
predkosci pozwala obliczy¢ przyspieszenie materialne, czyli
przyspieszenie elementu ptynu poruszajacego si¢ w niestacjonarnym
1 niejednorodnym polu predkosci.

Du_ Ou, du, du, du,

= +u, +u +u, =a,
Dt ot ox ° dy 0z
Du, _ Buy o auy . auy o auy .,
Dt ot ox ° dy Jdiz

Du_  du, du, du, du,
= +u, +u +u, =a,
Dt ot ox ’ dy oz

lub w zapisie wektorowym:

&:a—u+b_ngmdb7=a—u+(ﬁV)ﬁ
Dt ot ot




Linia pradu jest to linia pola wektorowego predkosci, czyli linia
styczna do wektora predkosci w kazdym punkcie pola w dane;

chwili czasu. Jezeli ds jest elementem lini1 pradu, a u — wektorem
predkosci, to mamy:

dsxy =0  warunek stycznosci

czyli:
u.dy—u,dz=0
udz—u dx=0

Y oudx—udy=0
co prowadzi do rownania linii pradu:

dx _dy dz

u u u

X y Z




Na ogot przez kazdy punkt pola predkosci przechodzi jedna linia pragdu
dajgca si¢ wyznaczy¢ w sposob jednoznaczny. Jezeli w jakims punkcie
pola zbiega si¢ wigcej linii pradu, to jest to punkt osobliwy. Jezeli przez
krzywa nie bedacg linig pragdu poprowadzimy linie pradu, to uzyskamy
powierzchnie pradu. Jezeli jest to krzywa zamknieta, to uzyskamy
rurke pradu. Jezeli przekr0j tej rurki jest infinitezymalny, to uzyskamy
wlokno pradu. Rurka pradu jest dobrym modelem rurociggu, dla
ktorego mozna wyznaczyc:

objetosciowe Q= jundS rurka pradu

nat¢zenie przeptywu: s S,

objetosciowa > 1 J‘ u dS

predkos$¢ $rednia: S

masowe natezenie M = j pu dS

przeplywu: J.fo S

masowq predkosc 7=5 ' ny .y .0} .y~ weklory jednostiowe,
Srednia: jpdS 25)5;:110% Ferte MRS S5

gdzie: U, jest sktadowa predkosci normalna do przekroju rurki S



Tor elementu plynu lub trajektoria jest to miejsce geometryczne
punktow w polu przeptywu przez ktore przechodzi element w

kolejnych chwilach czasu.

Wektorowe rownanie toru:
dr _

—=ulr,t

o=ulr)

W postaci skalarne;:

dx dy

—_— - = s Vs ,t
dt—ux(x,y,z,t) s u, (x.y.2.1)
dz

- = ) ,t

“ i (xy.2)

Rozwigzanie wymaga uwzglednienia
warunkow poczatkowych dla ¢ =1,

x(t)= X, y(t)=y, z(t)= z,



W przeptywie niestacjonarnym linie pradu, tory elementow ptynu

1 linie wysnute nie pokrywaja sie.
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Linie pradu — kolor
szary

Tor elementu — kolor
czerwony

Linia wysnuta — kolor
niebieski

Linia wysnuta jest to
Slad ruchu elementu
ptynu ,,znoszony”
przez zmieniajgce sie
pole predkosci.



