J. Szantyr — Wyklad nr 13 — Praktyczne wyznaczanie
przeplywow - Przeplywy potencjalne

Jezeli przepltyw plynu jest bezwirowy, czyli wszedzie lub prawie
wszedzie w polu przepltywu jest FOtU =0 to oznacza, ze istnieje
funkcja skalarna (o(x, Y, Z,t) , taka ze U = grad¢e . Przeplyw taki
nazywamy przeplywem potencjalnym, a funkcje ¢ nazywamy
potencjatem predkosci.
Mamy: u, :Z_qo u, =%¢ u, :(Z_ga
X Z
W przypadku przeptywu potencjalnego ptynu
niescisliwego rOwnanie zachowania masy przeksztatca
si¢ w rownanie Laplace’a:

0y + 0y + ¢ =0 Pierre alace
ox*  oy* or° 1749 - 1827
Rownanie Laplace’a jest liniowe, co oznacza, ze suma jego rozwigzan
jest rowniez rozwigzaniem. W praktyce wiec mozna sktadac bardzo
skomplikowane funkcje potencjatu, opisujgce ztozone przepltywy, z
funkcji opisujacych tzw. przepltywy elementarne.

%" +div(pl) =0 — divgradp = Agp =



Przeplywy elementarne — przeplyw jednorodny
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Potencjat predkosci:

v =const

p(X,y)=a-x+b-y=u - x+u, -y
Linie ekwipotencjalne:

N\ X

y=—§x+C=—u—Xx+C

X b u,

Funkcja pradu: Linie pradu:
w(X,y)za-y—b-x:uX-y—uy-x y=EX+C:&x+C
a u

X



Przeplywy elementarne - zrodlo (dodatnie lub ujemne)

é=const y‘_\ Zrodlo jest punktem osobliwym w polu
\/ R przeptywu, w ktorym nast¢puje wyplyw ptynu
/ \ o okreslonym natezeniu objetoSciowym Q.

v-0! | _ Wyplyw ten odbywa si¢ jednakowo we

" wszystkich kierunkach. W przypadku zrodta
1 yjemnego (czyli ujscia), ptyn doptywa do
\‘x,\_%_,/ zrodia i w nim ,,znika”. Mamy wigc:
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State wartosci potencjalu ¢ wystepujg dla statych wartosci promienia
I, czyli linie ekwipotencjalne sg wspotsrodkowymi okrggami.



Przeplywy elementarne - zrodlo podwojne (dipol)

yA Dipol jest efektem natozenia zrodia
N w-const dodatniego I ujemnego o takim samym
module natezenia wyptywu. Miarg

P S G & P=const . ] ¢ )
. ST~ >\, \* hatgzenia dipola jest tzw. moment

/ \ N\ - 7 e . .
[ LIS ) \ _ dipola M=2aQ. W odrdznieniu od

\ N, o , . , e q .
\. N\ AL Na) / /% zrédia dipol ma wiasnosci kierunkowe,
- N Y, i = )
- b gdyz ,.wyrzuca’ ptyn w okreslonym

kierunku 1 ,,wsysa” go Z przeciwne]
strony. Istotna jest wigc orientacja
dipola w przestrzeni.

Dla dipola w x=0, y=0 skierowanego w dodatnim kierunku osi x mamy:

M X

Potencjal dipola: $== 27 X2 1y
My

Funkcja pradu dipola: N y2



Aby wytworzy¢ w przeptywie potencjalnym sity hydrodynamiczne na
optywanych ciatach konieczne jest uzyskanie przeptywu
asymetrycznego. Jest to mozliwe przy wykorzystaniu kolejnego
przeptywu elementarnego zwanego wirem.

Przeplywy elementarne - wir

Wir jest punktem osobliwym generujgcym w swoim otoczeniu ruch
ptynu po torach kotowych.

w=const

weonst Wir jest nazywany przeptywem

\ \'9 sprzezonym w stosunku do zrodla,
920 gdyz linie pradu wiru pokrywajg si¢
z lintami ekwipotencjalnymi zrodta,
a linie ekwipotencjalne wiru
pokrywaja si¢ z liniami pradu
zrodia.
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Potencjat wirt: @ = A-6 Funkcja pradu wirn: ¥ = A-Inr

0 = op 0 0, = 10p A
or roo r

Stata A jest zwigzana z cyrkulacjg predkosci po konturze C
obeymujacym wir:

— 72-_ _ 1_‘
I, ={Teds !u s=j—-rd0 jAd@ 27— A=—£
Czyli otrzymujemy: u, =—
27r

Nalezy zwroci¢ uwage, ze ruch wywolany dzialaniem wiru jest
bezwirowy w calej przestrzeni z wyjatkiem samego wiru. Obliczenie
cyrkulacji po konturze nie obeymujacym wiru daje wynik zerowy.
Czyli mamy do czynienia z wirem izolowanym w x=0, y=0 oraz
przeptywem bezwirowym w jego otoczeniu. Daje to mozliwosé
traktowania catego przeptywu jako potencjalnego.




W praktycznym modelowaniu przeplyw mozna podzieli¢ na obszar
o ruchu wirowym 1 obszar o ruchu bezwirowym. Oba te obszary sg
wzajemnie wspotzalezne. Obszar o ruchu wirowym moze byc¢
modelowany widknami wirowymi. Istotne staje si¢ wtedy
wyznaczanie pola predkosci generowanego przez pole wirowoscli,
czyli operacja odwrotna do obliczania rotacji pola predkosci.

WzOr Biota-Savarta
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Felix Savart
1791 - 1841




Przyktad: wirowy (cyrkulacyjny) optyw walca kotowego

S & & 8 o0 F & & 7

Superpozycja przeplywu jednorodnego oraz dipola 1 wiru
umieszczonego w poczatku uktadu wspotrzednych.
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Potencjal: ¢@=uU_|r+—|cosf@—_—60 gdzie: @=arctg—=
r 27 X
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Funkcja pradu: w = uoo(r — jsm 0+ —In—
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: - U = u,=-u_| 2sin@+
Na powierzchni walca mamy: u, =0 U, oo( 2 AU j

Sktadowe predkosci: U, = uw(l— cos &

Ug

Rozktad ci$nienia na walcu wedtug rownania Bernoulliego:

pu, (. U
Py =P, + 2 (1_é)




1) 2nau_ 4mau, > dmau,

-
AN /4 —
_4\\ \ no A/ \=0
N
...8 *
-0
-2
~14
M % o0 I @ T 180 20" 240 2707 300" 330 360" 0

Asymetryczny rozktad
cisnienia wokot walca w
zaleznosci od wartosci
cyrkulacji. Dla okre$lenia
wartosci cyrkulacji
konieczny jest dodatkowy
warunek, definiujacy
potozenie punktu
spietrzenia na walcu.




Rozktad cisnienia na powierzchni walca moze by¢ okreslony w
postaci bezwymiarowego wspolczynnika:
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Na podstawie rozktadu cisnienia mozna obliczy¢ skladowe
wypadkowej sity hydrodynamicznej na walcu: '

P = —aj p, cos&dE =0 - sita oporu
0

P, = _aj p,SINédOd = pu I -sitanosna
0

Nikolaj Zukowskij
1847 - 1921

Prawo Zukowskiego: sita nosna dziatajaca na jednostke dtugosci
walca rowna si¢ 1loczynowi gestosci ptynu predkosci przeptywu
niezakldconego oraz cyrkulacji predkosct wokot walca.



Wspodtczesne metody wyznaczania przeplywdw potencjalnych

- metoda linii no$ne;j

- metoda powierzchni nosne;j

- metoda elementow brzegowych
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Metoda linii no$nej polega na
zastgpieniu plat nosnego
pojedyncza linig wirowa, tzw.
wirem zwigzanym, ktory
generuje sit¢ nosng zgodnie z
prawem Zukowskiego. Wir ten
musi by¢ uzupetniony
uktadem wirow swobodnych.
Metoda lini1 nosnej dobrze
nadaje si¢ do modelowania
oplywow platow o duzym
wydtuzeniu,np. skrzydet
samolotow 1 topat Smigiet.



Starting vortex -

shed on takeoff -—j

‘ \ Trailing vortex or
wake vortex ---

Bound vortex — air circulating
air circulatin around itself

around the wing

Prawo Zukowskiego moze by¢ wykorzystane do wyznaczenia

sity nosnej np. na skrzydle samolotu, zgodnie z zaleznoscia:
L=pU_xT

Powyzsza zaleznos¢ okresla nie tylko wartosc¢ ale 1 kierunek sity

nosnej. W przeptywie potencjalnym linie wirowe nie mogg si¢

konczy¢ w plynie (por. twierdzenia na nastepnej stronie). Stad

wynika koniecznos¢ uzupelnienia wiru nosnego uktadem sladu

wirowego, ktory bierze udziat w wyznaczaniu pola predkosci (por.
wzOr Biota-Savarta).




Twierdzenie Thomsona: w przeptywie
idealnego ptynu barotropowego znajdujacego
si¢ pod dziataniem potencjalnego pola sit
masowych cyrkulacja predkosci wzdhuz
dowolnej zamknietej lini1 ptynnej nie zmienia
SI€ W czasle

Drugie twierdzenia Helmholtza: w
przeptywie idealnego ptynu barotropowego
znajdujacego si¢ pod dzialaniem potencjalnego
pola sit masowych nat¢zenie wtokna wirowego
nie zmienia si¢ wzdtuz jego dtugosci 1 jest state
W czasie.

Wiliam Thomson lord Kelvin
1824 - 1907

Hermann von Helmholtz
1821 - 1894



Metoda powierzchni nosnej polega na rozmieszczeniu wirow,
zrodet 1 dipoli na nieskonczenie cienkiej powierzchni ograniczone;
rzeczywistym obrysem ptata. Metoda ta dobrze si¢ nadaje do
modelowania ptatow o matym wydtuzeniu, np. skrzydet srub
okretowych, topatek turbin 1 pomp itp.
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Metoda elementow brzegowych polega na rozmieszczeniu wirow,
zrodel 1 dipoli na rzeczywistej powierzchni oplywanego obiektu, czyli
np. po obu stronach skrzydta samolotu czy topatki turbiny. Metoda ta
dobrze nadaje si¢ do wyznaczania oplywu obiektow o skomplikowanych
ksztattach, np. calych samolotow, pojazdow czy okretow. Do
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Rozktad cisnienia na
srubie okretowe]
wyznaczony metodg
elementow
brzegowych



Skomplikowane ksztalty oplywanych obiektow mogg by¢ modelowane
ciggtymi rozktadami zrodel, wirdw 1 dipoli. Na przyktad ciggly rozktad
zrodet wzdhuz krzywej a-b moze by¢ opisany przez potencjat:

b

o(x,y)= j ’;—‘j:mr gdzie: Alm/s| - ciagty rozktad zrodet

W praktyce skomplikowana geometrycznie powierzchnia optywanego
obiektu jest dzielona na szereg elementow, tzw. paneli. W przeptywie
dwuwymiarowym panele sg najczesciej odcinkami prostej, a w
przeptywie trojwymiarowym — fragmentami ptaszczyzn.



A=AlS)

— e W rozwigzaniu takiego
. W optywu gtowna role

Voo | \/’ odgrywa warunek
brzegowy, ktory

postuluje brak
przeptywu przez

@Q}é\‘f&’ e powierzchnie obiektu,
‘ /,f”, et ~ czyli zerowanie sig
i 7 » normalnej sktadowe;j
sdonany p wypadkowej predkosci
ponts co daje réwnanie:

oo

A ¢ O
> Zz;z{anj (I, )ds, +V, cos 8 =0
J#I1

Ulozenie takiego rownania dla kazdego panelu prowadzi do uktadu
rownan liniowych dla nieznanych nat¢zen rozktadu zrodet A.



Modelowanie przepltywow, w ktorych wystepuja sity nosne wymaga
wykorzystania rozktadow wirow lub dipoli. W przypadku ciagtego
rozktadu wirOw o natezeniu y mamy:
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W tym przypadku przeptyw jest opisany potencjatem:
b
go(x, y) = —zi J- ods  gdzie: ylm/s] - ciggly rozktad wiréw
7T a

Po podziale obiektu na panele otrzymujemy rownanie:

NS 00.

V_cos S5 — ids. =0
- C0S A jz_;‘Zﬂj@ni J




2(5s)

- =

N\

< -~

W przypadku modelowania optywu obiektu generujgcego site nosng przy
pomocy rozkladu wirow konieczne jest wprowadzenie dodatkowego
warunku pozwalajacego na jednoznaczne okreslenie natezenia wirOw.
Dla profilu jest to najczescie) tzw. warunek Kutty, postulujacy spltyw
ptynu doktadnie z krawedzi sptywu. Po rozwigzaniu uktadu rownan 1
obliczeniu natezenia wirdw na poszczegodlnych panelach sﬂa nosna moze
by¢ wyznaczona z rownania Zukowskiego:

n
Martin Kutta
|-=,0VOOZ7/J-SJ- 1867 - 1944

j=1




