
Punkt wyjścia: 

równania mechaniki płynów w postaci zachowawczej
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Równanie zachowania pędu:

J. Szantyr – Wykład 14 - Praktyczne wyznaczanie przepływów –

przepływy płynów lepkich I

Równanie zachowania pędu:
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Równanie energii wewnętrznej:
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Równania stanu:
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Równania różniczkowe mechaniki płynów muszą być 

przekształcone w równania algebraiczne. Możliwe są tu 

trzy sposoby postępowania:

1. Metoda różnic skończonych

2. Metoda elementów skończonych

3. Metoda objętości skończonych

Każda z ww. metod wymaga przeprowadzenia tzw. 

dyskretyzacji, czyli utworzenia sieci dzielącej domenę 

przepływu na dużą liczbę niewielkich elementów.



Do rozwiązania układu równań opisujących przepływ niezbędne 

są warunki brzegowe ( w przepływach niestacjonarnych również 

początkowe).

Warunki początkowe wymagają określenia wartości gęstości, 

prędkości i temperatury w całym obszarze przepływu dla chwili t=0.

Warunki brzegowe wymagają określenia:

-na ścianach sztywnych – wartości prędkości i temperatury (lub 

strumienia ciepła)

-na wlocie – wartości gęstości, prędkości i temperatury (lub 

strumienia ciepła)

-na wylocie – wartości ciśnienia oraz zerowanie się gradientów 

normalnych prędkości i temperatury



Schemat warunków brzegowych dla przepływu wewnętrznego.



Schemat warunków brzegowych dla przepływu zewnętrznego.



Metoda różnic skończonych

Metoda różnic skończonych polega na 

przekształceniu równań różniczkowych w ich 

równoważniki różnicowe. Autorstwo metody jest 

przypisywane B. Taylorowi. W praktyce spotyka się 

trzy schematy różnicowe. Jeżeli pochodna funkcji 

jest określona jako:
Brook Taylor 

1685 - 1731
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To można ją aproksymować jako:To można ją aproksymować jako:
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Schemat różnicowy jednowymiarowy oparty na 

5 punktach ma postać:
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Schemat różnicowy dwuwymiarowy można 

przedstawić np. dla funkcji prądu ψ:
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Pierwszą pochodną   ψ   w kierunku x można aproksymować jako:
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Drugą pochodną w kierunku x można aproksymować jako:
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W zapisie wskaźnikowym otrzymamy:

( )
jiji

xx
,,1

1
ψψ

ψ
−

∆
=

∂

∂
+ ( )

( )
jijiji

xx
,1,,122

2

2
1

−+ +−
∆

=
∂

∂
ψψψ

ψ

Odpowiednio dla kierunku y:
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Jeżeli analizowany przepływ jest potencjalny (czyli jest to przepływ Jeżeli analizowany przepływ jest potencjalny (czyli jest to przepływ 

bezwirowy płynu idealnego), to funkcja prądu, podobnie jak potencjał, 

musi spełniać równanie Laplace’a:
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Odpowiednie podstawienie prowadzi do:
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Przykład obliczeniowy

Wyznaczyć numerycznie dwuwymiarowy przepływ potencjalny 

przez dyszę rozbieżną jaka na rysunku, używając sieci punktów o 

kroku 0,2 [m] w kierunkach obu osi układu współrzędnych.

Dla wygody zakładamy, że funkcja prądu ma wartość zero dla dolnej 

krawędzi dyszy. Z objętościowego natężenia przepływu wynika, że 

funkcja prądu powinna mieć wartość 10 na górnej krawędzi dyszy.



Ponieważ dopływ i wypływ z dyszy są jednorodne, to funkcja prądu 

na wlocie i wylocie musi się zmieniać liniowo z wysokością. Dla 

punktów wewnętrznych przyjmuje się dość dowolne wartości 

początkowe funkcji prądu i stosuje się ww. wzór interpolacyjny 

kolejne dla wszystkich punktów, zaczynając np. od lewego górnego 

rogu. Po kilkakrotnym przejściu całej domeny przepływu różnice 

wartości w odpowiadających sobie punktach dla kolejnych iteracji są 

mniejsze od założonego błędu i uzyskujemy dostatecznie dokładne 

rozwiązanie:rozwiązanie:



Wartości prędkości 

uzyskamy ze wzoru:
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Ciśnienie można wyznaczyć 

ze wzoru Bernoulliego:
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Przybliżenie jednowymiarowe, 

oparte na równaniu ciągłości i 

równaniu Bernoulliego:
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Metoda elementów skończonych

Analizowany obszar przepływu jest dzielony na części, tzw. elementy 

skończone. W wybranych punktach każdego elementu chcemy 

określić wartości poszukiwanej funkcji, np. prędkości, ciśnienia itp. 

Rozkład tej funkcji postulujemy w postaci funkcji bazowej

aproksymującej rozwiązanie. Parametry funkcji aproksymującej 

ustalamy przy pomocy metody wariacyjnej.

Przykładowe rozwiązanie jednowymiarowe – płaski przepływ Przykładowe rozwiązanie jednowymiarowe – płaski przepływ 

Poiseuille’a.
Równanie opisujące przepływ:
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Warunek stacjonarności funkcjonału R (czyli jego minimalizacji) ma 

postać:
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Przedział całkowania [0,h] dzielimy na 4 równe odcinki (elementy 

skończone) o długości l=h/4. Ich końce wyznaczają 5 węzłów. W 

każdym z nich występuje wartość węzłowa prędkości:

( )( ) 4,3,21 =→−= ααυυα l W węzłach skrajnych mamy 

wartości brzegowe:

051 == υυ



Poszukiwane rozwiązanie aproksymujemy lokalnymi funkcjami 

liniowymi, określonymi w ramach danego elementu skończonego:

( ) xx ′+′−= − ααα υυυ 1~
1 gdzie: lxx =′

Po wstawieniu lokalnych funkcji bazowych warunek minimalizacji 

funkcjonału R przybiera postać:
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Po wykonaniu całkowania i uporządkowaniu prowadzi to do układu 

równań na nieznane wartości węzłowe prędkości:

gdzie:
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Rozwiązanie analityczne: Ustalony laminarny przepływ pomiędzy 

dwoma nieskończonymi równoległymi płytami (przepływ Poiseuille’a)
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Warunki brzegowe:

u=0 dla y=h

u=0 dla y=-hu=0 dla y=-h

Równanie Naviera Stokesa przybiera postać:
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Po dwukrotnym scałkowaniu otrzymujemy:
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Stałe całkowania wyznaczamy z warunków brzegowych, co prowadzi 

do rozwiązania:
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Przejście do definicji przyjętych w rozwiązaniu metodą elementów 

skończonych:
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Czyli rozwiązanie 

analityczne jest 

dokładnie zgodne z 

rozwiązaniem 

numerycznym metodą 

elementów skończonych


