J. Szantyr — Wyklad 15 — Praktyczne wyznaczanie
przeplywow — przeptywy lepkie 11

Metoda objetosci skonczonych polega na przeksztalceniu
rownan rozniczkowych w rownania algebraiczne poprzez
calkowanie tych rownan w granicach kazdej objetoSci
skonczonej w oparciu o zalozong aproksymacje zmiennosci
parametrow opisujacych przeptyw w granicach objetosci (np.
liniowa, kwadratow3 itp.)

Prosty przyklad: ogolne stacjonarne rownanie
transportu poprzez konwekcje i dyfuzje.

div(pu @) = div(Cgradd)+ S,



W przypadku jednowymiarowym mamy:

Rownanie transportu: d ( LITE ( d¢j
dx\ dx

d(pu) I
dx

Rownanie zachowania masy:

Zaktadamy, ze predkosC u jest znana.




Scatkowanie rownan w granicach objetosci skonczonej prowadzi do:

(puA ), —(puAp), = (FAgﬁl _(maﬁjw
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Jezeli wprowadzimy oznaczenia:

wspélezynnik konwekcji £ = pu F, = pu,
wspoOlczynnik dyfuzji D= L D = Fe
é‘x e &PE

to rOwnania mozna zapisa¢ w postaci:
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Wspoiczynniki rownania mogg by¢ wyznaczone np. w oparciu o
lintowy schemat r6znic centralnych:

0, =0, +0,)12  0,=(8,+0,)/2

Podstawienie do rézniczkowego rownania transportu prowadzi do
rOwnowaznej postaci algebraicznej, czyli wzoru interpolacyjnego
wyznaczajacego wartos¢ w punkcie P na podstawie wartosci w
punktach sgsiednich W 1 E:

| F F ) F F
Dw__W+De+ - ¢P: Dw+_w ¢W+ De_ - ¢E
I 2 2 ) 2 2
Schemat interpolacyjny réznic centralnych dziata dobrze, gdy
intensywnos¢ konwekcji 1 dyfuzji w procesie transportu jest

podobnego rzedu. W przypadku gdy wyraznie dominuje konwekcja,
lepsze wyniki daje schemat ,,pod prad” (ang. upwind).




Najprostszy schemat ,,pod prad” jest oparty na zalozeniu, ze
wielkos¢ transportowana jest przenoszona przez konwekcje o pot
dtugosci objetosci skonczonej bez zmiany wartosci, czyli:

O =0y ¢e :¢P

Or

q)W q)w




Zastosowanie schematu ,,pod prad” prowadzi do nastgpujace;]
postaci algebraicznego rOwnania transportu (czyli wzoru
interpolacyjnego):

(D, +F,)+D,+(F,-F, )¢, =(D,+F,), +D,g,

Schemat interpolacyjny ,,pod prad” daje stabilne rozwigzania
rOwnania transportu zdominowanego przez konwekcje, ale w
zastosowaniach dwu- 1 troywymiarowych prowadzi do sztuczne]
,2humerycznej’ dytuzji, szczegolnie w przypadkach gdy
kierunek konwekcji przebiega po przekatnych objetosci
skonczonych. Wyeliminowanie dyfuzji numerycznej wymaga
stosowania duzej liczby matych objetosci skonczonych, co
powieksza rozmiary zadania obliczeniowego.



Algebraiczne rOwnanie transportu zastosowane do wszystkich
objetosci skonczonych w przypadku jednowymiarowym prowadzi
do uktadu rownan lintowych, ktorego rozwigzanie dostarcza
wartosci transportowanej wielkoscit w punktach centralnych
wszystkich objetosci.

W przypadkach dwu- 1 troywymiarowych konieczne jest
zastosowanie procedury iteracyjnej, ktorej zasady wyjasniajg
ponizsze rysunki. Uzyskanie zbieznego rozwigzania wymaga
wielokrotnego powtarzania procesu iteracyjnego w calym
obszarze przeptywu. W przypadku dwuwymiarowym wzOr
interpolacyjny wyznacza wartos¢ poszukiwang w oparciu o 4
punkty sgsiednie (W, E, N, S), a w przypadku
troyjwymiarowym — w oparciu o 6 punktow sgsiednich (W, E,
N, S, B, T).



Iteracyjna procedura rozwiazania ukladu réwnan
algebraicznych dla przypadku dwuwymiarowego.
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Przypadek dwuwymiarowy — rownanie N-S

Siec ,,objetosct” skonczonych,po lewej dla x, po prawej dla y

o ox dy © Ox 8x2+8y2
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Posta¢ wyjsciowa:

ot ox dy dy



n+1 nE

Calkowanie lewej strony daje: j jj dxdydt = (ue — uf )AXA)’
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Pierwszy wyraz z prawej strony: j II— dxdydt = u’AyAt
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Laplasjan catkuje si¢ przy zatozeniu lintowej zmiany u(x,y) miedzy
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Iy nE

Catkowanie cztonu dp
dxdydt = AyAt
ci$nieniowego daje: j j j ALY £ = Pp)AY

t, S P
W rezultacie analog r6znicowy dla kierunku x ma postac:
au,=au,+au,+au +au, +bu’ +(p, — p, )Ay

gdzie: a,=a,+a,+a,+a, +a,+b
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Podobne przeksztatcenie dla kierunku y daje analog réznicowy
nastepujgcej postaci:

al =al +a U +ab +a, +bvg +(pp — Dy )Ax

gdzie: a, =a,+a,+a, +a +a,+b
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Przeplywy niestacjonarne na przykladzie jednowymiarowej
dyfuzji ciepla opisanej polem temperatury T w precie
(ue=uw=0)

t_‘ Ox wP ‘ SJCPE e

Réwnanie wyjsciowe: oT ( aTj
pC— = k—
or Ox

Po scalkowaniu w granicach objetosci:
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RoOwnanie mozna teraz zapisac w nastepujgce] postaci:
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Jezeli temperatur¢ w wezle P uznamy za reprezentatywng dla

calej objetosci to mozna napisac:

t+Ar [
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gdzie gorny indeks O przy T oznacza wartos¢ dla poczatku kroku
czasowego, a T bez tego indeksu — wartos¢ dla konca

(poszukiwang)




Dla dyskretyzacji prawej strony konieczne jest przyjecie
pewnego zalozenia o charakterze zmiennosci temperatury w
czasie, np. w postaci funkcji wagowe;.

t+At

(1,01 = o1, +(1-0)17]

Pozwala to napisaC rOwnanie dyfuzji w postaci algebraicznego
wzoru interpolacyjnego:
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W zaleznosci od wartosci parametru wagowego mamy rozne
schematy obliczeniowe, wymagajace roznych relacji pomiedzy
krokiem czasowym a krokiem przestrzennym dla zapewnienia
stabilnosci rozwigzania:

9= Schemat jawny, warunek stabilno$ci:
2
(Ax)
2k

U= O,S Schemat Cranka-Nicholsona, warunek stabilnosci:

(Ax)

At < pc

At < pc
P k
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1 Schemat ukryty, stabilny bezwarunkowo



Rownanie zachowania pedu (rownanie Naviera-Stokesa) w postaci
rozniczkowej opisuje zarOwno przeptywy laminarne jak 1 turbulentne.
Zachowanie takiej uniwersalnosci przez rOwnowazniki algebraiczne
rownania NS mozliwe jest na trzy sposoby:

-poprzez bezposrednig numeryczng symulacje zjawiska turbulencji od
duzych struktur wirowych az do najmniejszych skal, tzn. do skali
Kotmogorova (podejscie DNS —Direct Numerical Simulation),

-poprzez podziat skal turbulencji na cz¢s¢ symulowang numerycznie
(duze wiry) 1 czes¢ modelowang specjalnymi rOwnaniami (podejscie
LES — Large Eddy Simulation lub DES — Detached Eddy Simulation),

-poprzez modelowanie catego zakresu skal turbulencji przy
pomocy specjalnych rownan (podejscie RANS czyli Reynolds
Averaged Navier Stokes).



Roéownania Reynoldsa maja postac:
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Zamkni¢cie rOwnania Reynoldsa wymaga zastosowania modelu
turbulencji. Najczesciej uzywany jest model dwu-rownaniowy k-g,
gdzie k jest energig kinetyczna turbulenciji a € — predkoscig
rozpraszania tej energii. Model ten jest oparty na nast¢pujgcych
zaleznosciach:
L in n K . oU, dU,
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Zamknigcie rOwnania Reynoldsa przy pomocy modelu turbulencyi
wymaga wprowadzenia dodatkowych warunkow brzegowych. W
przypadku modelu k-e sg to nastepujgce warunki:

- na wlocie — zadane rozktady k1 e
-nawylocie 0k/on=0 oraz d&€/dn=0
- na swobodnej granicy k=0 oraz e=0

- na sztywnej scianie podejscie zalezy od liczby Reynoldsa — dla
wysokich liczb stosuje si¢ tzw. prawo sciany, unikajac catkowania
rownan do samego brzegu, - dla niskich liczb stosuje si¢ inng
posta¢ rownan modelowych opartg na zalozeniu ze przeptyw jest
zdominowany przez naprezenia lepkosciowe.



