J. Szantyr - Wyklad 1: Repetytorium z kinematyki i dynamiki
przeplywow

Metody opisu ruchu plynu

Podejscie Lagrange’a (inaczej metoda wedrowna) polega na
opisywaniu ruchu w przestrzeni pewnej wydzielonej masy ptynu
sktadajacej sie zawsze z tych samych molekut.

V - objetoéé pewnej masy |
ptynu (objetoéé ptynna) |
otoczona powierzchnig S,
ktora jest nieprzenikliwa
dla elementow plynu

Vi (t)
c z
) Joseph Lagrange
o < -y Masa ptynu przemieszcza 1736 - 1813
/Ly 5 si¢ od potozenia V, w
s chwili 7,do potozenia V

w chwili 7.



Element ptynu P stanowigcy czesc objetosct V przemieszcza
zakreslajac w przestrzeni tor elementu, ktory moze byC opisany

rOwnaniami parametrycznymi z czasem ¢ jako parametrem:

x=x(a,b,c,t)
_ Zmieniajac w rOwnaniach wielkoscia, b 1
y—)’(a,b,C,f) .. .
c opisujemy coraz to inne elementy plynu

z=2z(a,b,c,t)

Wielkosci opisujace ruch ptynu sg w taki sam sposob zalezne od
a, b, c, t:

w=ula,b,c,t) gdzie w=iu+ jv+iw
(

= pla,b,c,t) yodx o _dy o _dz

T dr dt dt



Metoda Euler’a (metoda lokalna) polega na wybraniu w
przestrzeni nieruchomej objetosci kontrolnej V ograniczone;j
powierzchnig kontrolng S. Przez t¢ objetosc przepltywajg kolejno
rozne elementy plynu z réznymi wartosciami takich wielkosci jak
predkosc, cisnienie, gestosc 1td. Przedmiotem opisu sg wartosci
tych wielkosci w wybranych punktach objetosci kontrolne;.

— ] P
g L_t=b_t(x,y,Z,t)
z p=plx, y,z,1) |
o) —y ,0 — ,O(X, v, <, t) Leonhard Euler
1707 - 1783
/ y : gdzie:

e U=iu, (x, v, z,t)+ juy (x, Y, z,t)+ kuz(x, Y, z,t)



Pochodna materialna (substancjalna)

Pochodna materialna jest szczegolng interpretacja pochodne;
funkcji wielu zmiennych, zwigzang z eulerowskim sposobem opisu
ruchu ptynu. Pokazuje ona, w jaki sposOb zmienia si¢ w czasie
dowolny parametr charakteryzujacy element ptynu poruszajacy si¢
w polu tego parametru. Wyjasnimy to na przyktadzie dowolnego
parametru skalarnego H, bedacego jawng 1 ztozong funkcja czasu.
Jezeli H jest funkcja zmiennych Eulera to mamy:

H = H (1, x(t), y(t), 2(1))

Zgodnie z definicjg rézniczki zupetnej funkcji wielu zmiennych mamy:

DH BH BH dx oH dy oH dz
Dt ot ax dt 0y dt dz dt




Ale mamy: 9% _ i, ay _ u L _,  coprowadz do:
dt d ~ dt
DH _ oH +aH I/tx+a_Huy _|_a_HuZ :a_H+L70VH :a_H_|_1/70 gradH
Dt ot ox dy 0z ot ot

Pochodna materialna=pochodna lokalna+pochodna unoszenia

| i Pochodna lokalna pokazuje zmiang
% parametru H w czasie w punkcie (x, y,
7 s z) wynikajgcg z niestacjonarnosci pola
H.

Pochodna unoszenia pokazuje zmiang
parametru H w czasie na skutek

~y przemieszczenia si¢ elementu plynu z
predkoscia u z punktu o jedne]
wartosci H do punktu o innej wartosci
H.




Zastosowanie operatora pochodnej materialnej do sktadowych pola
predkosci pozwala obliczy¢ przyspieszenie materialne, czyli
przyspieszenie elementu ptynu poruszajacego si¢ w niestacjonarnym
1 niejednorodnym polu predkosci.

Du_ Ou, du, du, du,

= +u, +u +u, =a,
Dt ot ox ° dy 0z
Du, _ Buy o auy . auy o auy .,
Dt ot ox ° dy Jdiz

Du_  du, du, du, du,
= +u, +u +u, =a,
Dt ot ox ’ dy oz

lub w zapisie wektorowym:

&:a—u+b_ngmdb7=a—u+(ﬁV)ﬁ
Dt ot ot




Linia pradu jest to linia pola wektorowego predkosci, czyli linia
styczna do wektora predkosci w kazdym punkcie pola w dane;

chwili czasu. Jezeli ds jest elementem lini1 pradu, a u — wektorem
predkosci, to mamy:

dsxy =0  warunek stycznosci

czyli:
u.dy—u,dz=0
udz—u dx=0

Y oudx—udy=0
co prowadzi do rownania linii pradu:

dx _dy dz

u u u

X y Z




Na ogot przez kazdy punkt pola predkosci przechodzi jedna linia pragdu
dajgca si¢ wyznaczy¢ w sposob jednoznaczny. Jezeli w jakims punkcie
pola zbiega si¢ wigcej linii pradu, to jest to punkt osobliwy. Jezeli przez
krzywa nie bedacg linig pragdu poprowadzimy linie pradu, to uzyskamy
powierzchnie pradu. Jezeli jest to krzywa zamknieta, to uzyskamy
rurke pradu. Jezeli przekr0j tej rurki jest infinitezymalny, to uzyskamy
wlokno pradu. Rurka pradu jest dobrym modelem rurociggu, dla
ktorego mozna wyznaczyc:

objetosciowe Q= jundS rurka pradu

nat¢zenie przeptywu: s S,

objetosciowa > 1 J‘ u dS

predkos$¢ $rednia: S

masowe natezenie M = j pu dS

przeplywu: J.fo S

masowq predkosc 7=5 ' ny .y .0} .y~ weklory jednostiowe,
Srednia: jpdS 25)5;:110% Ferte MRS S5

gdzie: U, jest sktadowa predkosci normalna do przekroju rurki S



Tor elementu plynu lub trajektoria jest to miejsce geometryczne
punktow w polu przeptywu przez ktore przechodzi element w

kolejnych chwilach czasu.

Wektorowe rownanie toru:
dr _

—=ulr,t

o=ulr)

W postaci skalarne;:

dx dy

—_— - = s Vs ,t
dt—ux(x,y,z,t) s u, (x.y.2.1)
dz

- = ) ,t

“ i (xy.2)

Rozwigzanie wymaga uwzglednienia
warunkow poczatkowych dla ¢ =1,

x(t)= X, y(t)=y, z(t)= z,



W przeptywie niestacjonarnym linie pradu, tory elementow ptynu

1 linie wysnute nie pokrywaja sie.

¥
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Linie pradu — kolor
szary

Tor elementu — kolor
czerwony

Linia wysnuta — kolor
niebieski

Linia wysnuta jest to
Slad ruchu elementu
ptynu ,,znoszony”
przez zmieniajgce sie
pole predkosci.



Ruch ogolny elementu plynu

Ruch ogodlny ciata sztywnego mozna przedstawic jako sume
przemieszczenia liniowego 1 obrotu. Poniewaz ptyny nie majg
sztywnosci postaciowe], w ruchu ptynu dochodzi dodatkowo do
odksztatcenia elementu ptynu.

Translation
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deformation

Ruch ogodlny elementu pltynu mozna wiec
traktowac jako superpozycj¢
przemieszczenia liniowego (translacji),
obrotu wzgledem chwilowego bieguna
oraz odksztatcenia (deformacji), ktore z
kolei mozna podzieli¢ na liniowe
(objetosciowe) 1 kgtowe (postaciowe).



Odksztalcenia w przypadku dwuwymiarowym

ul dydt y du
N t/?___ .......... | gyt
v \ *
! P
'ou /
] ? G {Las
-g : dy ,! i _t
dx ! - aa” | [Sdxat
N A dx 1 4
0 x’— 0 T

Predko$¢ ruchu plynu zapisujemy jako:  u =iu+ jv

Do odksztalcenia lintowego elementu ptynu dochodzi gdy sktadowa
predkosci u zmienia si¢ w kierunku x 1/lub sktadowa predkosci v
zmienia si¢ w kierunku y (lewa strona rysunku). Prowadzi to do
przyrostu objetosci elementu w czasie dt o0 wartosc:

ou av gdzie wielkosci w nawiasie sg predkosciami
3 a dxdydt  odksztatcenia liniowego
Ay _du e = ﬁ

E
S 7 dy



Do odksztalcenia postaciowego elementu ptynu dochodzi gdy
sktadowa predkosci u zmienia si¢ w kierunku y 1/lub sktadowa
predkosci v zmienia si¢ w kierunku x (prawa strona rysunku).
Prowadzi to do obrotu scianek elementu ptynu o katy:

v ou
do =—dt db =—dt
ox p dy

Miarg predkosci tacznego odksztatcenia postaciowego jest

wyrazenie:
. ou av
v ay ax

Sztywny obrot elementu ptynu mozna traktowac jako sume dwoch
odksztatcen postaciowych tak dobranych, ze katy pomi¢dzy bokami
elementu pozostajg proste. Predkos¢ katowg takiego obrotu mozna

zapisac jako:
_1{dv du
2\ 0x dy




Tensor symetryczny opisujacy deformacje elementu ptynu nosi
nazwe¢ tensora predkosci deformacii:

E

xx 2

Sxy,é'xz

E

yx?

E

yy? gyZ

€, €.,E .

7y ?

gdzie poszczegoOlne sktadowe wyrazajq si¢ zaleznosciami:

[D|=

ou

£ =—
XX ax
v

Eyy = g
ow

£ =—
ZZ aZ

1{dv du
£ =€ =—| —+
7 2(ox dy




Ostatecznie ogolny ruch elementu plynu mozna opisac nastepujaca

aleznoscia: _ . _ _
RO u, = + @, xor +|D], - or

Pierwsze twierdzenie Helmholtza

Predkos¢ dowolnego punktu elementu ptynu sktada
SI€ Z:

-predkosci postepowej punktu obranego za biegun

-predkosci obrotowej wokot osi przechodzacej przez
biegun (wektor tej predkosci wyznacza os obrotu)

-predkosci deformacji elementu ptynu — [D] — tensor ~ Hermann von Helmholtz
. - 1821 - 1894
predkosci deformacii.

W porOéwnaniu z analogicznym ruchem ciata sztywnego mozna
stwierdzi€ nastepujgce roznice:

-wzOr dla ptynu jest wazny tylko w bliskim otoczeniu bieguna

-w ptynie dodatkowo wystepuje predkos¢ deformacii



Zamkniety uklad rownan mechaniki ptynow

Przedstawione ponizej rOwnania tworzg zamkni¢ty uktad rownan
mechaniki ptynow, ktory moze by¢ zastosowany do opisu konkretnych
przepltywoOw 1 uzyskania, w drodze rozwigzania tego uktadu, informacji
o wartosciach interesujacych nas parametrow tego przeplywu.
Konkretna posta¢ uktadu rOwnan zalezy od przyjetego modelu ptynu.

Przypadek 1: ptyn niescisliwy o statej lepkosci
Zamknig¢ty uktad rOwnan tworza:

- rOwnanie zachowania masy divu =0
- rOwnanie zachowania pedu p% = of — gradp + 1Al
t

Razem s3 to cztery rOwnania skalarne z czterema niewiadomymi:
- ciSnienie p

- sktadowe predkosct  u_,u "



W tym przypadku pole temperatury nie wpltywa na przeptyw, ale
samo jest uzaleznione od pola predkosci przeptywu poprzez rownanie
bilansu entropii w postaci:

Te posta¢ rOwnania mozna uzyskac¢ podstawiajagc do oryginalnego

rOwnania zaleznosc dla energii wewnetrzne;:
e=cl +e,

W przypadku gdy lepkos¢ ptynu zalezy od temperatury, rOwnanie
bilansu entropii jest sprz¢zone z rOwnaniami zachowania masy 1
zachowania pedu poprzez zaleznosc: U= ,U(T)

Mamy wtedy uktad szesciu rownan z szescioma niewiadomymia:

- ci$nienie p - sktadowe predkosci  u_,u po U

- temperatura T - wspotczynnik lepkosci u



Przypadek 2: ptyn Scisliwy
W tym przypadku zamkni¢ty uktad rOwnan tworza:
- réwnanie zachowania masy a—f+ div(pit)=0

- r6wnanie zachowania pedu p%btt = of — gradp — grad @ Udivie j +div(2u|D))

, . .. D : D
- rOwnanie bilansu entropii p=S= Ts,, + £ ZP 4 JAT
Dt p Dt
T
- rOwnanie energii wewnetrznej e = j c, (T)dT
Ty

P

_ réwnanie stanu P _ Z(p,T) RT Z — funkcja Scisliwosci

R — stala gazowa

- dodatkowe zaleznosci U= u (T ) C, =Cy (T)



W tym przypadku mamy uktad dziewig¢ciu rOwnan z dziewigcioma
niewiadomymi:

- cisnienie p - gestosC p - energia wewngetrzna e
- temperatura T - wspotczynnik lepkosci u
- sktadowe predkosci v ,u ,u, - cieplo whadciwe ~ Cv

Zalozono, ze wspoOtczynnik przewodnictwa cieplnego A ma wartos¢
stalg.

Warunki brzegowe i poczatkowe

Dla umozliwienia rozwigzania powyzszych uktadow rownan
konieczne jest okreslenie odpowiednich warunkow brzegowych
oraz (dla przeplywow niestacjonarnych) warunkow poczatkowych.
Warunki te sg potrzebne do wyznaczenia dowolnych statych 1
dowolnych funkcji wprowadzonych podczas catkowania réwnan.



Rownanie zachowania masy

Prawo zachowania masy: w zamknietym uktadzie fizycznym masa
nie moze powstac ani nie moze ulec anihilacji.

Zalozenia:
-rozpatrujemy nieustalony trojwymiarowy przeptyw plynu scisliwego,
-ptyn w catosci wypetnia przestrzen (brak niecigglosci, pecherzy itp.),

-stosujemy opis Eulera — nieruchoma objetos¢ kontrolna ograniczona
powierzchnig kontrolng.

Przy tych zatozeniach prawo zachowania masy brzmia:

przyrost masy w objetosci = przeptyw masy przez powierzchnie

Przyrost masy w objetosci kontrolnej wynosi:

0 .
a—(mwk—"w&
{ ot



P "a(aiyv} ;"5y Te
Yt | .
~~~~~~~ : w1, ZKolel przeptyw przez powierzchnig
s | si —t+—" " kontrolna wynosi:
pu- 209 Loy | |wris
_— N
y zl pI a(gw) %8 5y 2
(pu— a(pu)l&j5y&—(pu+ a(/’”)l&jayﬁu
ox 2 ox 2
1 d 1
+ W—M—§y oxoz—| pv+ ('OV)—Jy ox oz +
dy 2 dy 2
dz 2 dz 2

Porownanie obu wyrazen 1 podzielenie stronami przez objetosc
kontrolng prowadzi do wzoru:



op , dlpu) dlpv) dlpw) _op div(pi7) = 0

or  oOx dy 0z ot
W przypadku ustalonego przeptywu ptynu scisliwego rOwnanie
zachowania masy przybiera postac:
Alpu) , Apv)  Apw) _ oo
0x dy 0z
W przypadku ustalonego przeptywu ptynu niescisliwego rOwnanie
zachowania masy przybiera postac:

Ju dv Jw
+—+
ox dy 0z
W przypadku poruszajgcego sie¢ elementu ptynu (opis Lagrange’a)
rOwnanie zachowania masy przybiera postac:

=divu =0

aa—'[t) +div(pw) = aa—'[t) +i - gradp + pdivit = % + pdivit



Rownanie zachowania pedu

Druga zasada dynamiki Newtona: predkosc przyrostu pedu elementu
plynu jest rowna sumie sit zewnetrznych dziatajacych na ten element

_ p— Isaac Newton
— Z F 1643 - 1727

Predkosc¢ przyrostu pedu elementu ptynu (czyli
lewa strona rownania) jest okreslona poprzez
pochodng materialng jego predkosci:

p
p@:p a—u+ua—u+v8—u+wa—u a('OM)+aliv(,0uL7)
Dt "\dt oJx dy 0z ot
(
pﬁzp ﬁ+u@+v@+ o a('OV)+div(,0\/L_t)
Dt "\ot ox dy oz ot
Dw (ow ow ow ow) dlow) . _
AN B A A AT d
'ODt p\aﬁ”ax”aywazj ot +div(pwi)



Prawa stron¢ rOwnania tworzg dwie kategorie sit:
-sity powierzchniowe (sily ciSnienia 1 sity lepkosci),
-sity masowe (sity ciezkosci, sity Coriolisa, sity elektromagnetyczne)

Dla przyktadu utworzymy kompletne rownanie dla kierunku x,
postugujac sie uktadem sit powierzchniowych jak na rysunku:

oty |
—_— =9
I e 2 Iyx 1
Tyx + a;x isy / Tyx T dy --2-8y
dp 1 .\Q‘ o

! 1
p—§;-§5x R S p+3x iﬁx
inm e
o, ' 4

_Uhkx .I_ ------------ <4 T.. + X .l ox F :
a5 2™ . foemrep | = 2 ye
y‘\T_, \ " Gaspard Coriolis
x o P lg, 1792 - 1843
* 9z 2



Sity dziatajace na scianki elementu prostopadie do kierunku x

iy [, on.1 1 7 1 g Vs
HP 0x 2&j (Txx ax 2 ﬂ@&_{ (p_'_ax 2&j+(fxx_l_ 0x Z&Hé‘y&_

Sity dzialajace na scianki elementu prostopadie do kierunku y

az' 1
(” dy 2@}

Sity dziatajace na scianki elementu prostopadie do kierunku z

E)T 5y oS — Bryx 5506
ay 2 Oy

a7, 1 82‘ 1 _Jdr,
_( . E)z j&§y+( BZ j@cé‘y 0z Ay ok



Po dodaniu powyzszych wyrazen 1 podzieleniu stronami przez
objetosc elementu otrzymujemy sity powierzchniowe na kierunku x

a(_p+Txx)+aTyX +aT

X

ox dy 0oz

Po uzupelnieniu o sktadowg jednostkowej sity masowej f 1
podstawieniu do wyjsciowe] zaleznosci otrzymujemy:

1 analogicznie dla pozostatych kierunkow:

p&= +arxy+8(—p+ryy)+87zy
Dt Y ox dy 0z
D or. 97, d(-p+7

P2V _ o 9 (—p+7.)




Tensor stanu napr¢zenia w ptynie

P|=

o p + Z-xx z-yx sz
Txy o p + Tyy TZ)’
7 T

XZ

<

—pt7T,




Stan naprezenia w plynie

Mozna udowodnic, ze tensor stanu naprezenia w plynie jest tensorem
symetrycznym, czyli: 7, =7 itd.

Redukuje to liczbe niewiadomych naprezen lepkosciowych do 6,
ktore musza by¢ wyznaczone w oparciu o wybrany model ptynu.
Najczesciej jest stosowany model ptynu Newtona.

Model ptynu Newtona oparty jest na nast¢pujacych zalozeniach:

-ptyn jest 1izotropowy, czyli ma jednakowe wlasciwosci we
wszystkich kierunkach,

-naprezenia w ptynie sg lintowymi funkcjami predkosci deformacji

y4 v au
s /A 2 T = _ g dZie:
1 1 [u+du el X ay
e e
<l L T . ’ .
gm( {4 - dynamiczny wspotczynnik
Al |

B L o e /A R lepkoéci



W przeptywie troyjwymiarowym plynu scisliwego model ptynu
Newtona jest opisany nastepujacymi zaleznosciami:

T.= Zﬂg—u + Adivu gdzie:
X
%) _
T, = 2,u—v+ﬂdivu diviu = ou + o + o
dy ox dy 0z
5 ow Adivii
b = oflo T AGIL A\ - objeto$ciowy wspoétczynnik
S Oy lepkosci
o =T =H 9y  ox zgodnie z hipotezg Stokesa mamy:
2
dv  dw A=——u
T, =T, =M —— 3
y y dz Oy

W plynie niescisliwym jest divie =0
czyli drugie cztony naprezen
e =t =H dz  ox normalnych sie zeruja.




Rownanie Naviera-Stokesa

p
Podstawienie zaleznosci &
wynikajacych z modelu ptynu
Newtona do rOwnania zachowania
pedu daje rownanie znane jako

A = rownanie Naviera-Stokesa. .
Claude Navier George Stokes
1785 - 1836 1819 - 1903

W formie skalarnej ma ono postac trzech rOwnan:

Du dp 0 ou . _| 0 ou dv %) ou ow
DU _ 5 P91y %M g Bl Y LA B I I il
th A 8x+8x{ ”ax+ lvu}_ay{u(ay+8xﬂ+az{'u(az+axﬂ

Dv_ —a—p+i 8_u+@ +i2 @+/’ldivﬁ +i @+a—w
th Yoy ax_'u dy ox )| dy 'uay 0z 'uaz dy

Dw op 0 (au awj o v dw o { ow . _}
p—=pf ——+—| Y —F+— ||+ —| Y —+— | |+=—| 2u—+ Adivu
Dt dz odx| \dz ox dy dz dy 0z 0z




W formie wektorowej rownanie Naviera Stokesa ma postac:
p% = of — gradp + grad (Adivit )+ div(Z,u[D])
5

A=B+(C+D+E

A — predkosc zmiany pedu elementu ptynu
B- sita masowa
C- sita powierzchniowa cisnienia

D — sila powierzchniowa zwigzana z lepkoscig pltynu, wynikajgca
ze zmiany objetosci elementu ptynu scisliwego (kompresji lub
ekspansji)

E- sita powierzchniowa zwigzana z lepkoscig ptynu, wynikajaca
z deformacji liniowej 1 postaciowe] elementu ptynu



W plynie niescisliwym rOwnanie Naviera Stokesa upraszcza si¢

do postaci:
Du - .
P = pf — gradp +div(2u[D))

Jezeli dodatkowo zatozymy, ze lepkosc plynu jest stata,to mamy:

p& = of — gradp + uAit
Dt

Dalszym mozliwym uproszczeniem jest zatozenie o braku lepkosci
ptynu, ktére prowadzi do rownania Eulera, opisujacego ruch ptynu
nielepkiego 1 niescisliwego:

Du -
= = of — orad
,ODI pf —gradp

Rownanie Naviera Stokesa moze by¢ rozwigzane analitycznie tylko
dla niewielu uproszczonych przypadkow. Wybrane przyktady
opisano nizej.



Rownanie zachowania energii

Energie kinetyczng ptynu mozna traktowac jako sume energii ruchu
makroskopowego oraz energii ruchu molekularnego, zwanej energia

o (0 Ly ) sl
\%

Zmiana w czasie (czyli pochodna substancjalna) catkowitej energii
kinetycznej objetosci ptynnej V otoczonej powierzchnig S jest rowna
sumie mocy sit masowych, mocy sit powierzchniowych oraz
strumieniowi energii doprowadzonej do objetosci ptynne;
2
Djp(u+e]dv = [pf sitdv + | Touds—~ |jends
Dt 1% 2 1% S(v S(v

) )

gdzie: f jednostkowa sita masowa f (f oSy S Z)
T  jednostkowa sita powierzchniowa
j strumien ciepta doprowadzonego ]( JesJys jz)
N wersor normalny zewnetrzny



Rownanie bilansu entropii
Entropia jest transportowana z cieptem zgodnie z relacjg Clausiusa:

o

. _ 1 . gdzie: j strumien entropii
Js == J Rudolf Clausius

T . .,
J  strumien ciepla 1822 - 1888

T temperatura przy ktorej zachodzi transport

Ds De D (1
T—=""gp—| =
Dt Dt Dt\ p
Josiah Gibbs

gdzie: p - cisnienie 1839 - 1903
e — energia wewnetrzna piynu

p - gestose ptynu

Druga zasada termodynamiki: w kazdym procesie rzeczywistym
suma zmian entropii wszystkich ciat biorgcych udzial w procesie
jest zawsze dodatnia.



Zmiana w czasie (czyli pochodna substancjalna) entropii w objetosci
ptynnej V(S) jest rOwna produkcji entropii wewnatrz tej objetosci
oraz strumieniowl entropii przez powierzchni¢ ptynnag S.
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Gdzie: S objetosciowe natezenie zrédet entropii
Powyzsze rOwnanie mozna przeksztalci¢ do postaci jednej catki po

objetosci ptynne;j: Ds
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Poniewaz objetosC pltynng V wybrano dowolnie, zerowac si¢ musi
rowniez funkcja podcatkowa, co prowadzi do rOwnania bilansu
entropil w postaci rézniczkowej (czyli dla elementu ptynu):
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Rownanie Bernoulliego

Rownanie Bernoulliego wyraza zasady
zachowania pedu 1 zachowania energii pltynu
przy spetnieniu odpowiednich zatozen.
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Zalozenia: niel ernoulli
0 1700 - 1782

-przeptyw jest stacjonarny Fve 0

-plyn jest nielepki 1=0

-ptyn jest barotropowy o=p(p)

-pole sit masowych jest potencjalne f =—gradll
Przy takich zalozeniach mozna scatkowac rownanie Eulera:
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Rownanie Bernoulliego (1738)
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Suma energii potencjalnej pola sit masowych, energii cisSnienia oraz
energil kinetycznej ptynu jest stata.

lub:

Suma wysokosci geometrycznej, wysokosci cisnienia (czyli
wysokosci, na jakg wzniesie si¢ stup cieczy pod cisnieniem p) oraz
wysokosci predkosci (czyli wysokosci, z ktorej spadajacy element
plynu uzyska predkosc u) jest stala.



Mozliwe sg inne postaci rownania Bernoulliego, jezeli przyjmie si¢
szczegOlne formy warunku barotropowosci ptynu. Na przykiad dla
gazu podlegaj gcego przemianie adiabatycznej warunek ten ma postac:
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p= / gdzie « jest wyktadnikiem adiabaty Poissona & =—

Rownanie Bernoulliego przyymuje wtedy postac:

Simeon Poisson
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PorOwnanie wyprowadzenia rOwnania Bernoulliego z rOwnaniem
zachowania energii dla rurki pragdu pozwala stwierdziC, ze przy
pomini¢ciu energii wewnetrznej ptynu e 1 przewodnictwa cieplnego
ptynu rownanie Bernoulliego wyraza rOwniez zasad¢ zachowania
energii.



