J. Szantyr — Wyklad 10 - Wyznaczanie przeplywow lepkich —
metoda roznic skonczonych

Punkt wyjscia:

rownania mechaniki plynow w postaci zachowawczej
Réwnanie zachowania masy: a_p 4 div( ,Oﬁ) -0

Rownanie zachowania pedu:

d(pu) _op

+ div(pun ) = +div(ﬂ8’"ad“)+Sx
at ax
a(,OV) n div(pvﬁ) — _a_p + div(,ugmdv)+ Sy
ot dy
a(IOW) n div(pwb_t) = _a_p + diV(,Ug”adW)_l_ Sz

ot 0z



RoOwnanie energii wewnetrzne;:

i) , div(piir) = —pdivit + div(kgradT )+ P + S,

ot
RoOwnania stanu: Np. dla gazu doskonatego:
p=plp.T) p=pRI
i=i(p,T) i=c,T

Ogolne rownanie transportu:

a(§¢) + dlv(p@j) — le(Fgrad¢)+ S¢



Rownania rozniczkowe mechaniki ptynéw musza by¢
przeksztalcone w rOwnania algebraiczne. Mozliwe s3 tu
trzy sposoby postepowania:

1. Metoda roznic skonczonych

2. Metoda elementow skonczonych

3. Metoda objetosci skonczonych

Kazda z ww. metod wymaga przeprowadzenia tzw.
dyskretyzacji, czyli utworzenia sieci dzielacej domene
przeplywu na duza liczbe niewielkich elementow.



Do rozwigzania ukladu rownan opisujacych przeplyw niezbedne
sq warunki brzegowe ( w przeplywach niestacjonarnych rowniez
poczatkowe).

Warunki poczatkowe wymagajg okreslenia wartosci gestosci,
predkosci 1 temperatury w calym obszarze przeptywu dla chwili t=0.

Warunki brzegowe wymagajg okreslenia:

-na scianach sztywnych — wartosci predkosci 1 temperatury (lub
strumienia ciepta)

-na wlocie — wartosci gestosci, predkosci 1 temperatury (lub
strumienia ciepta)

-na wylocie — wartosci cisnienia oraz zerowanie si¢ gradientow
normalnych predkosci 1 temperatury



Schemat warunkow brzegowych dla przeplywu wewnetrznego.
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Schemat warunkow brzegowych dla przeplywu zewnetrznego.
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Metoda réznic skonczonych

Metoda r6znic skonczonych polega na
przeksztatceniu rownan rézniczkowych w ich
rownowazniki roznicowe. Autorstwo metody jest
przypisywane B. Taylorowi. W praktyce spotyka si¢
trzy schematy réznicowe. Jezeli pochodna funkcji

A tr e = T
‘A o .' _' J
e i ]
¥ 1 N

jest okre$lona jako: df _df . f (x+h)- f(x) _
dh dx "0 h Brook Taylor
1685 - 1731
To mozna jg3 aproksymowac jako:
Romice A _ flxth)=f(x)
,»W przod” =
h h O biedach S _ 4 o(h)
Réznice Af f( x) _ f( x— h) wzglednych h  dx
,,wstecz” = aproksymacji
h h rownych
1 1 odpowiednio:
Réznicg  Af / x+2h - x—2h Af—df=0(h2)
centralng = h  dx

h h



Schemat r6znicowy jednowymiarowy oparty na
&—0-6-0-9 ; punktach ma postac:

df  — f(x+2h)+8(x+h)-8(x—h)+ f(x—2h)
dx 124
Schemat r6znicowy dwuwymiarowy mozna
przedstawiC np. dla funkcji pradu y:
_9p _dy _dp_ oy
ox  dy dy ox
Pierwszg pochodng y w kierunku x mozna aproksymowac jako:

oy _ylx+Ax,y)-ylx,y)
ox Ax

Druga pochodng w kierunku x mozna aproksymowac jako:

o’y 1 [W(HAx,y)—w(x,y)_W(x,y)—w(x—Ax,y)}
x> Ax

Z. definicj1 funkcyi pradu mamy:  u

Ax Ax



W zapisie wskaznikowym otrzymamy:

dw 1 o’y _ 1

Ix = Ax (Wm,j o i,j) x> = (Ax)2 (Wiﬂ,j _2%,1’ + Wi—l’f)
Odpowiednio dla kierunku y:

oy 1 I’y _ 1

ay = Ay (Wi,jﬂ _Wi,j) 8y2 — (Ay)2 (l)”i,jﬂ _2%,1’ + Wi,f—l)

Jezeli analizowany przeptyw jest potencjalny (czyli jest to przeplyw
bezwirowy plynu idealnego), to funkcja pradu, podobnie jak potencjat,
musi spetniac¢ rOwnanie Laplace’a:

2 2
oy N 0y _0
ox> 9y’
Odpowiednie podstawienie prowadzi do: gdzie:

201+ )Wi, =V W T (W"’f‘l TV “) P= [ixj
Y



Przyklad obliczeniowy

Wyznaczy¢ numerycznie dwuwymiarowy przeplyw potencjalny
przez dysze rozbiezng jaka na rysunku, uzywajac sieci punktow o
kroku 0,2 [m] w kierunkach obu os1 uktadu wspotrzednych.
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Dla wygody zaktadamy, ze funkcja pradu ma wartosc zero dla dolne;
krawedzi dyszy. Z objetosciowego natezenia przeplywu wynika, ze
funkcja prgdu powinna mie¢ wartos¢ 10 na gornej krawedzi dyszy.



Poniewaz doptyw 1 wyptyw z dyszy sg jednorodne, to funkcja pradu
na wlocie 1 wylocie musi si¢ zmieniac liniowo z wysokoscig. Dla
punktow wewnetrznych przyymuje si¢ dos¢ dowolne wartosci
poczatkowe funkcji pradu 1 stosuje si¢ ww. wzor interpolacyjny
kolejne dla wszystkich punktow, zaczynajac np. od lewego gornego
rogu. Po kilkakrotnym przejsciu calej domeny przeptywu réznice
wartosci w odpowiadajacych sobie punktach dla kolejnych iteracji sg
mniejsze od zalozonego bledu 1 uzyskujemy dostatecznie doktadne
rozwigzanie:

V=100 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
$00 802 804 807 812 820 830 841 852 862 871 879 885 891 895 900
600 603 606 612 622 637 658 68 705 726 744 7159 771 782 791 800
400 403 407 413 426 448 484 524 561 593 619 641 659 674 688 7.0
200 202 205 209 220 244 308 369 422 465 500 528 550 569 585 600

V=000 000 000 000 000 000 133 222 292 345 387 419 445 466 484 500

T —— ™ 000 100 177 237 28 318 345 366 384 400

™S 000 080 142 190 224 250 270 286 3.00

- 063 109 140 161 177 18 200

044 066 079 087 09 100

™H, 000 000 000 000 000 000
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Warto$ci predkosci 4(3.6)= w(3,7)-w(3,6) _209-000 _, 0.45]m/s]
uzyskamy ze wzoru: Ay 0,2

Cisnienie mozna wyznaczyc
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Metoda elementow skonczonych

Analizowany obszar przeptywu jest dzielony na czesci, tzw. elementy
skonczone. W wybranych punktach kazdego elementu chcemy
okresli¢ wartosci poszukiwanej funkcji, np. predkosci, cisnienia itp.
Rozklad tej funkcji postulujemy w postaci funkcji bazowej
aproksymujacej rozwigzanie. Parametry funkcji aproksymujace;
ustalamy przy pomocy metody wariacyjnej.

Przykladowe rozwigzanie jednowymiarowe — plaski przeptyw

Poiseuille’a. , : .
RoOwnanie opisujace przepltyw:

x 2

711439"2’/ L:—Ap_l_ﬂd v

[ }

\ Jezelli U jestrozwigzaniem przyblizonym,
)_,m to ogblnie: L(9)#0 a miarg btedu jest
7 reszta wazona:.
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Warunek stacjonarnosci funkcjonatu R (czyli jego minimalizacji) ma
postac: h h I
OR = [ L(D)6Ddx = j(@aﬁ L dov )dx _0
p LAz dx dx
dD dov

dx dx

h h
A ~
CO mozna zapisac w postaci: ﬂj ax = Epj Ovd
0 0

Przedziat catkowania [0,h] dzielimy na 4 r6wne odcinki (elementy

skonczone) o dtugosci 1=h/4. Ich konce wyznaczaja 5 weztow. W

kazdym z nich wystepuje wartos¢ weztowa predkosci:

v, =v((a-1)/1) > a=234 W weztach skrajnych mamy
wartosci brzegowe:

) b) ) .
. - ¢ [ UI_US_O

[ - Ve 41 tle+1)l

r = _ﬂv“ -'_a-'{




Poszukiwane rozwigzanie aproksymujemy lokalnymi funkcjami
lintiowymi, okreslonymi w ramach danego elementu skonczonego:

0,=0,, (1 — x’)+ v, X gdzie: X = x/1
Po wstawieniu lokalnych funkcji bazowych warunek minimalizacji

funkcjonalu R przybiera postac: 4 1 g g e 4 1
B3 (4040 e 1225 [ spia
[ T dx dx Az T

CO mozna rozwingc:
4| <[
/]

{ d
+ /
dx

—lApj{5vx )+8(0,x" +0,(1-x))+ 8(v,x"+ v, (1- X))+ 8(v, (1- 1))}

K (5vzx')Hi (0o +0,0- )2,

dx

(S0, + 60, (1_x'))}

(50, + 6D, (1_x'))deC 0,0-2) L (60, (14))} \ax —

(0, +0,(1- )L
dx



Po wykonaniu catkowania 1 uporzagdkowaniu prowadzi to do uktadu
rOwnan na nieznane wartosci weztowe predkosci:

2 -1 o][v,] [1
A
-5‘1‘—2 —1 2 —1|| o, adzie: =L

0 —1 2||o | |1
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|

Rozwigzanie uktadu daje nastepujace wyniki:

3 Aph’
1)221)4:
32 Az u
2
D, = 4 Ap h

C32Az U



Rozwigzanie analityczne: Ustalony laminarny przeptyw pomie¢dzy
dwoma nieskonczonymi rownolegtymi ptytami (przeptyw Poiseuille’a)

1

D Ap const
anc. —— =
Ax

A
h % Warunki brzegowe:
0 ® X s b . 4
h u=t(y) u=0dla y=h
!
u=0 dla y=-h
2
Rownanie Naviera Stokesa przybiera postac: d ’;t — 1 Ap
dy” U Ax

Po dwukrotnym scatkowaniu otrzymujemy:

1 Ap v?
u(y)=M‘;y2 +Cy+C,



State calkowania wyznaczamy z warunkow brzegowych, co prowadzi

do rozwigzania: 1 A
u(y)=-—"L(n* - y?)
2U Ax
Przejscie do definicji przyjetych w rozwigzaniu metoda elementow
skonczonych: H H H> Ap( x X
y=x—— h=—  vlx)= -
2 2 20 Az\ H H

U(EJ_HZA]) H H’ | 3MH’
4 20 Az\4H 16H ) 32 Az u
Czyli rozwigzanie

3H)_H  Ap(3H O9H |\ 3 Ap H' analityczne jest
4 21 Az\ 4H 16H” ) 32 Az u  doktadnie zgodne z
rozwigzaniem

U(Ej _H "Ap(H _H _4ApH 2 numerycznym metoda
2 20 Az\2H 4H? ) 32 Az 4 elementéw skonczonych




