J. Szantyr — Wyklad 14 — Modelowanie przeplywow ze
swobodnymi granicami

Swobodna granica obszaru przeptywu to
najczesciej powierzchnia rozdziatu pomiedzy cieczg
a gazem. Na powierzchni tej czesto wystepujg fale
grawitacyjne, spowodowane ruchem gazu (wiatr)
lub ruchem ciat statych w cieczy. W ramach
liniowego modelu dwuwymiarowego falowania
rownanie sfalowanej powierzchni ma postac:

n(x,t)=a-coslk-x—w-t)

gdzie: k== -liczba falowa
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Najprostsza teoria dwuwymiarowego falowania to teoria Airy’ego

Teoria Airy’ego opisuje fale biegngcg o
profilu sinusoidalnym.

George Biddle Airy 1801 - 1892




Dwuwymiarowe faloyvaqie g-a coshlk-(h—2z)]
regularne mozna opisac d(x,z,1)=— : bk )
potencjatem predkosci: w coshik -

sin(k-x—w-1)
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e te Z — wspotrzedna liczona w doét

- h(s)=
Gdzie: cosh(s) od swobodnej powierzchni
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Predkosc¢ fazowa fali na akwenie gtebokim: ¢ = - ? \/7 ‘/ A

Predko$¢ fazowa fali na akwenie ptytkim:  c=+/g-h ="A"
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1
Predkos¢ grupowa fali na akwenie gtebokim: ¢, = — = _n g

Predkos¢ grupowa fali na akwenie ptytkim: ¢, =¢ \Jg-h="B"
cosh[k-(h—z)
cosh(k - 1)

h — gtebokos¢ akwenu

[\)

sin(k-x—w-t)

Cisnienie wewnatrz fali na akwenie gtebokim: P =P8 a-

—kz

Ci$nienie wewnatrz fali na akwenie plytkim: p=p-g-a-e* -sinlk-x—w-t)

Energia fali (na jednostke powierzchni):
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Akwen mozna uznac za gteboki gdy jego gtebokosc¢ jest wieksza od potowy

dtugosci fali:
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Zmiana predkosci fazowej fal i predkosci
grupowej przy przejsciu z akwenu
ptytkiego na akwen gteboki

Poréwnanie trajektorii czgsteczek cieczy
przy falowaniu na akwenie o
nieograniczonej gtebokosci i na akwenie
ptytkim.




Fale kapilarne czyli fale pod wptywem napiecia powierzchniowego

<2 p W przypadku uwzglednienia napiecia

v powierzchniowego dziatajgcego na
odd Ra powierzchni rozdziatu pomiedzy

cieczg i gazem dynamiczny warunek
brzegowy na tej powierzchni przybiera

postac: ( 11

Oz

Gdzie: f, -napigcie powierzchniowe, dla woda/powietrze jest: f,, = 0,072:N / m]

Wtedy w ramach liniowego modelu falowania uzyskamy zaleznosci:

A 2.1
Predkosc¢ fazowa na wodzie gtebokiej: ¢ = \/ § 4. 7
2-T p-A
Wptyw napiecia powierzchniowego w-w, c—c, 7 )
na predkosc¢ i czestosc: P, = = [1+-Lla_ 2 _q
0 o g P

Wptyw napiecia powierzchniowego na fale ponad powierzchniowe staje sie
znaczacy dla fal o dtugosci ponizej 0,12 [m] i predkosci rozchodzenia ponizej 0,43
[m/s]. Mowimy wtedy o falach kapilarnych.



Numeryczne wyznaczanie przeptywow ze swobodng
powierzchnig

Z reguty ksztatt i potozenie swobodnej powierzchni sg znane jedynie w chwili
poczatkowej. W kolejnych chwilach muszg by¢ wyznaczane jako czes¢ rozwigzania.
Przy pominieciu przemiany fazowej na swobodnej powierzchni mamy warunki

brzegowe:
Kinematyczny warunek brzegowy: brak przeptywu przez powierzchnie rozdziatu,

czyli — — | — .
(@ _vfs)‘”JfS =0 b my =0
Dynamiczny warunek brzegowy: sity na powierzchni sg w rownowadze, czyli
— _ = _ 1 | -
Fon=F, n+f,|—+—
Rl R2
- _ = _ d
Fot=F t+ i
ot
F’C — _g §_|_af_la
Os

W przypadku znacznych gradientéw temperatury na powierzchni wartos¢ napiecia
powierzchniowego bedzie sie zmienia¢, co spowoduje powstanie sit stycznych i
wywota przeptyw wzdtuz powierzchni od rejonu ,cieptego” do rejonu ,,zimnego”.



Istniejg dwie grupy metod numerycznych pozwalajgcych na wyznaczanie ksztattu
swobodnej powierzchni:

Metody wyznaczania granicy (Interface Capturing Methods)

W tym przypadku obliczenia sg wykonywane na statej sieci dyskretnej (np. objetosci
skonczonych), ktéra rozcigga sie poza poczgtkowe potozenie swobodnej powierzchni.
Kolejne potozenia swobodnej powierzchni sg wyznaczane albo poprzez sledzenie
ruchu niewazkich czgstek ulokowanych w cieczy w poblizu powierzchni (Marker and
Cell Method - MAC), albo poprzez rozwigzywanie dodatkowego rownania transportu
dla stopnia ,prézni” w fazie ciektej (Volume of Fluid Method - VOF). Metoda MAC jest
bardzo prosta ale wymaga zaangazowania duzych mocy obliczeniowych dla sledzenia
ruchu duzej liczby czgstek. W metodzie VOF w uzupetnieniu rownania zachowania
masy i rbwnania zachowanie pedu rozwigzuje sie robwnanie transportu dla parametru

Gdzie C=1 oznacza objetos¢ skonczona w catosci wypetniong cieczg, a C=0 —
objetos¢ w catosci wypetniong gazem. Swobodna powierzchnia jest konturem, gdzie
C=0,5. Metoda VOF nie daje ,ostrej” definicji potozenia swobodnej powierzchni — z
reguly jest ona ,rozmazana” przez 2 -3 objetosci skonczone. Problem ten moze byc¢
ztagodzony przez dodatkowe zageszczenie sieci w sgsiedztwie swobodne;
powierzchni.



W metodzie VOF przeptywy gazu i cieczy sg na ogét wyznaczane oddzielnie, ze
wspolnym warunkiem brzegowym na powierzchni swobodnej. Alternatywnie mozna
traktowac obie fazy jako jeden ptyn o zmieniajgcych sie wtasciwosciach, tzn.:

p=p,-C+p,-(1-C) f=pt,-C+p,-(1-C)

W takim przypadku nie wprowadza sie formalnie warunku brzegowego na
swobodnej powierzchni, traktujgc te powierzchnie jako nieciggtos¢ parametrow
ptynu. Warunki brzegowe sg jednak spetnione w sposob ukryty.

Kolejne fazy niestacjonarnego
przeptywu przez zapore po nagtym
Lprzerwaniu” tamy obliczone metoda
Volume of Fluid (VOF) przy
zastosowaniu podejscia ,jednego
ptynu”, w porownaniu z
eksperymentem.
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Obliczenie efektu uderzenia kulki w
powierzchnie wody metodg MAC. Po lewej
,jhiewazkie” znaczniki rozmieszczone w
cieczy =2




Metody sledzenia granicy (Interface Tracking Methods)

Najczesciej wprowadza sie funkcje opisujgcg wzniesienie swobodnej powierzchni nad
jej potozeniem poczatkowym: , _ H(x, y,t)

Witedy z kinematycznego warunku brzegowego wyprowadza sie zaleznosc opisujgca
lokalng zmiane H: g oH oH

— =D - —_ ) —

oo ° T ox 7 9y
Powyzsza zaleznosc jest catkowana numerycznie w czasie, przy czym w kazdym
kroku czasowym wykonuje sie wewnetrzny cykl iteracyjny obejmujacy:

- Rozwigzanie rownania zachowania pedu przy znanym cisnieniu na swobodnej
powierzchni, w celu uzyskania pola predkosci

- Rozwigzanie rownania zachowania masy przy znanym cisnieniu na swobodne;
powierzchni i znanym jej ksztatcie prowadzi do wyznaczenia niezerowego przeptywu
masy przez swobodng powierzchnie:

i, = jp-vfs.ﬁ-dS— Jp-ﬁb-ﬁ-dS ~p-(0-n),-S;—p-Q,

gdzie:

U, - aktualna predkos¢ wyznaczona na swobodne] powierzchni

v, - predkosé¢ ruchu swobodnej powierzchni z poprzedniego kroku



- Korekta potozenia swobodnej powierzchni tak aby przeptyw masy przez nig zostat
wyzerowany: iy, +p- Qf =0

QY jest objetoscia ptynu jaka musi wyptyna¢ z (lub wptyna¢ do) objetosci
kontrolnej, aby réwnanie zachowania masy byto spetnione. Na podstawie tej
objetosci ustala sie odpowiednie przemieszczenie weztdw objetosci kontrolnej (por.
rysunek), np. dla siatki dwuwymiarowej mamy: 1

0 =§-Ax-(hnw+2-hn +h )

- Powtdrzenie powyzszych czynnosci az do uzyskania zadowalajgcej zbieznosci

- Przejscie do nastepnego kroku czasowego

old. . o
position _/kf-omgmit e,
-‘-“"\.._r ‘_.' '\g %%%% R .

- h¢'+f

New
position -
] =




T P T o~ T
—— = T3 L-m.:'_p-u.. . 1T+ +4 YT g g I T ot TTY T
an e B S Y it e 11 = e ¥ & . = +H 14
-+ - 1 e E 111 et -y | H+-+4 s —
gse -+ 511 13- = ssed
44 amg¥
, .
ge
ST SREs 7
- : - .
- T = + 3 T
: = e EEZ 2 Tt -
222 $ii = i — . = i 3
.. + - - :
+ =1 1
= —‘1;= =§_ ? = s
- - > + - _; _:'
- 4 - 4 +
I TT = - T . - : — ——4
b - - - - . - —+ T P—— =
+ ) | ) —1
1 JI i - —+ b + 1
1 . i

Przyktad zastosowania metody ITM dla przypadku wyznaczania uktadu falowego
na swobodnej powierzchni wywotanego przez ptat poruszajgcy pod powierzchnig
(przeptyw dwuwymiarowy).

Poréwnanie wynikdw obliczen i eksperymentu
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Poréwnanie metod VOF i ITM w obliczeniu uktadu falowego okretu przy Fr=0.267

Mapa uktadu falowego okretu
wyznaczona obliczeniowo - gérna
potowa rysunku — metoda wyznaczania
granicy VOF, dolna potowa rysunku —
metoda sledzenia granicy ITF
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Dodatek bezptatny: reakcje chemiczne w przeptywach — na
przyktadzie spalania

Spalanie to skomplikowany proces: zwykte spalanie metanu w tlenie obejmuje
okoto 40 podstawowych reakcji chemicznych.




Jezeli interesujg nas tylko globalne rezultaty procesu, mozna zastosowac podejscie
uproszczone, oparte na nastepujacych zatozeniach:

- reakcje chemiczne przebiegajg nieskonczenie szybko
- spalanie jest reakcjg jednostopniowg

- jezeli jeden czynnik jest w nadmiarze, to pozostate czynniki tgczg sie ze
sobg w stosunku stoichiometrycznym, tworzgc produkty reakc;ji:

1kg paliwa + s kg utleniacza = (1+s) kg produktéw reakgciji
CH,+2-0, >CO,+2-H,0
1kg metanu + 64/16 kg tlenu = (1+64/16) kg produktow reakciji

Rownania transportu dla udziatdw masowych paliwa i utleniacza majg postac:

olo-
%"‘div(,o'mp 'b_t)= div(Fp -gmdmp)—i— S, gdzie:
Np-m) I"— wspétczynnik transportu

T+div(p-mu -ﬁ):div(FM -gmdmu)+ S, masy

zmiana lokalna+konwekcja=dyfuzja+produkcja



Przy zatozeniu rownosci wspotczynnikdw transportu mozna wprowadzi¢ funkcije:
g=s-m,—m,

co daje mozliwos¢ potgczenia rownan transportu w jedno réwnanie:

a(g—w+div(p~¢'ﬁ): div(F¢ - gmd¢)
r P=0
0,9,

Przy takiej definicji wspdtczynnika mieszaniny jego lokalna wartos¢ wynosi 0 jezeli
w danym miejscu jest tylko utleniacz i 1 gdy jest tam tylko paliwo. Transport
wspodtczynnika f w przeptywie mozna opisac réwnaniem:

S, g £ -7)= div(T, - grad)

ot

Teraz mozna wprowadzi¢ wspétczynnik mieszaniny f: [ =

Rozwigzanie tego réwnania wspdlnie z rownaniem zachowania masy, rownaniem
zachowania pedu, rownaniem zachowania energii i rbwnaniem bilansu entropii,
przy odpowiednich warunkach brzegowych, pozwala ustali¢ rozktad f w polu
przeptywu, co umozliwia obliczenie udziatdbw masowych paliwa lub utleniacza po
procesie spalania.




przy: f,<f<1l mamy m, _S 7S m,, m, =0
1= f,
przy: O0< f<f, mamy m, fsf J m,, m, =0
S

m . .

gdzie: f = S warto$¢ f dla stosunku stoichiometrycznego
s-m, +m,
m__ - udziat masowy paliwa na wlocie

pw

m, - udziat masowy utleniacza na wlocie

Powyzsze uproszczone podejscie wymaga rozwigzania tylko jednego dodatkowego
rownania rozniczkowego opisujgcego transport wspotczynnika fdla wyznaczenie
stezen paliwa, utleniacza i produktéw spalania w kazdym punkcie pola przeptywu.
Zastosowanie praktyczne podejscia uproszczonego pokazuje ponizszy przyktad.



