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Operatory rézniczkowe
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Operator nabla i gradient

Wektor, np. wektor predkosci Spis zagadnief
Operatory
. rézniczkowe
u=u,?+u,j+u.k = (ux Uy uz) (1) Wtep
Kinematyka
Wektorowy operator rézniczkowy V (nabla) Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady

0 0 ~0 omkn
V=i tjo ko =(5 & 2) (@ o

aZE ay aZ Statyka
Analiza wymiarowa
Gl’adlent funkC_jI Skalarne_j f Literatura

_.0f anf_afﬁfaf
vV Z@x+]6y g—(ax dy az) (3)
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Dywergencja 1 rotacja

Dywergencja wektora u

Vou= (& & 8)(n )=y 2 O

Rotacja wektora u

i 5k
Vxu—|Z 2 2 —<3“z_0“y)a+
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Operatory podwdjne

Vf V-u

V X u

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)
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V x || wektor — wektor
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Operatory podwdjne

Vf v - U v X U Spis zagadnien

Operatory

VVf V(V : 11) V(V X U.) rézniczkowe
v . Vf — VQf — v . v U= O \P/(\::t:r:atyka
X || VxVf=0 — VxVxu

4| <l <

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete uktady
rownan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura
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Operatory podwdjne

Spis zagadnien

~ Operatory
z'i j k rézniczkowe
L 0 0 3] L Wstep
v X vf | Oz 8’y oz | — Kinematyka
of of of _
or ay 0z Dynamika

an a2f ) 82]1’ 82][‘ A Energia.i entropia
— 2 _I_ — J_|_ D,omkrlmgte uktady
Oyodz  0z0y 0z0x  0x0=z réwnart
a2f L a2f I% . itna:i/: wymiarowa
Oxdy  Oyox B

Literatura

0i+05+0k=0 (6)
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Operatory podwdjne

o) 0 0
%:U 85}/ %z
V-V Xxu= or Oy 0z
Uy Uy Uy

0 <0uz B (9uy> N 0 (8% B ou,
Ox \ Oy 0z Oy \ 0z ox
0 (Ou, Ouz\
0z (8:1: B oy ) B
0%, B 0%u, N 0%, B 0%, N 0%u, B
Oxdy Ox0z Oydz Oydr 0z0x
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Operatory podwdjne

Hesjan
o 0% f 0% f 0% f
O Ox?  Oxdy  0x0z
VVf= |2 (90 of oy _ | 2f 2 o
_ %/ Jdr Oy 0z) | 0yox 8%;2 0yoz
9 0* f o~ f 9% f
0z 0z0x  0z0y 0z2
(8)
Q Ouy 8uy ou
%70 oz Oz ox
Ou, Ou Ouy
Vu = @ (uw U, uz) — a“y o af‘; (9)
0z 0z 0z 0z
Laplasjan
(0 0 0 of of Oof\ _
V- Vf T (83: oy 82') ' (833 oy 82) o
0? 0? 0?
—J;+—J;+—J;:v2f (10)
ox 0y 0z
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Pochodna substancjalna

Spis zagadnien

df(t,x,y,2) = g—{ dt + % dx + gij dy + % dz (11) %’f{jﬁﬁgve
% = (Z—J; + umg—i + uyg:]; + U/z% (13) thtyiet -
0 «
Przyspieszenie
(ji—ltl = (?9—1; +u-Vu (15)
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Mechanika Ptynow

B Co to jest ptyn? Spis zagadnier

m Czym sie zajmuje mechanika ptynéw? onieshone

B Obszary zastosowan — Wtep

B Mechanika a mechanika ptynéw — Kinematyka
Dynamika

Energia i entropia

Domkniete uktady
rownan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura
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Obszary zastosowan

Turbiny wodne i pompy

Turbiny parowe, gazowe, wiatrowe
Sprezarki, wentylatory, dmuchawy
Rurociagi | aparatura chemiczna

Pojazdy, samoloty, statki

Budowle hydrotechniczne i naziemne
Wymiana ciepta, klimatyzacja, wentylacja
Biomechanika /bioreologia i aparatura medyczna
Meteorologia

Grafika komputerowa/efekty specjalne
Gry komputerowe...
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Mechanika a mechanika ptynow

Mechanika (unxavikn):
B Mechanika kwantowa

B Mechanika klasyczna

€ Mechanika ogélna
€ Mechanika kontinuum

m Mechanika ciata statego

o Sprezystosé
¢ Plastycznosc

m Mechanika ptynéw

Hydrodynamika

Aerodynamika

(Bio)reologia

Teoretyczna mechanika ptynow
Eksperymentalna mechanika ptynow
Numeryczna mechanika ptynow

® 6 &6 ¢ o o
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Dwie grupy rownan

Spis zagadnien

B Rownania zachowania

Operatory
‘ m asy rézniczkowe
Wstep
¢ pedu _
Kinematyka
€ momentu pedu Dynamika
€® cenergll Energia i entropia
P . Domkniete uktady
B Rodwnania konstytutywne rSwnar
Statyka

€ reologiczne
*
*

Analiza wymiarowa

Literatura
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Kontinuum

B Postulat kontinuum Spis zagadnier
Operatory

. C|ag+0écl rézniczkowe
[
Kn=—- <1 (16)

Wstep

Kinematyka

Dynamika

B Ptynnosc

t Energia i entropia
0

<1 (]_7) Domkniete uktady

rownan

Statyka

B Element ptynu — najmniejsza czesc osrodka, ktora
spetnia warunek ptynnosci
B Gestos¢

Analiza wymiarowa

Literatura

- Am dm
p= lim

— = — 1
AV—0 AV dV (18)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Kinematyka

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Kinematyczny podziat przeptywow

Prze 'I' WY. Spis zagadnien
p y y Operatory

B ]_ D rézniczkowe
Wstep

m 2D _
Kinematyka

. 3D Dynamika

Ponadto Energia i entropia
Domkniete uktady

B stacjonarne (% 0) réwnar
Statyka

#0)

Vl ||

B niestacjonarne (

Analiza wymiarowa

Literatura
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Linie i powierzchnie pradu

Linie, do ktérych styczne s3 wektory predkosci u. Wektor
styczny do linii pradu dr = (d:z: dy dz). /atem
dr x u =0, czyli

A
A A

R N
dr xu=|dzx dy dz|=
Uy Uy Uy

(u, dy — u, dz) @ + (up dz — u, dz) j+
(u, dz — u, dy) k = 03 + 03 + 0k (19)
W _dy_

Uy Uy U,

- (20)
Jezeli przez dowolna krzywa, ktora nie jest linig pradu,
poprowadzimy linie pradu, to otrzymamy powierzchnie
pradu.

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)
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Linie i powierzchnie wirowe

Jezeli wektor predkosci zastagpimy wektorem wirowosci Spis zagadnien
Operatory
rézniczkowe

Q — v X Uu (2].) Wstep
Kinematyka

to analogicznie mamy rzuty linit wirowych Dynamika

Energia i entropia
dﬂf dy dZ Dombkniete ukfady
_— = — = — (22) réwnan
Qx Qy QZ Statyka

Analiza wymiarowa

Analogicznie — jezeli przez dowolng krzywa, ktoéra nie jest
linig wirowa, poprowadzimy linie wirowe, to otrzymamy
powierzchnie wirowa.

Literatura
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Tory

Wektorowe réwnanie trajektorii (toréw) ma nastepujaca Sl cegeilial
V4 O t
postaé rb3niczkowe
dr Wstep
u= — (23) _
dt Kinematyka
Dynamika

W ogolnym przypadku linie pradu i trajektorie nie sg tym
samym. Jedne s3 tozsame z drugimi tylko dla przypadku
stacjonarnego i niestacjonarnego jednowymiarowego.

Energia i entropia

Domkniete uktady
rownan

Statyka

daj dy dZ Analiza wymiarowa
— 1 Uy = 77, ) Uy = — 24 iteratura
dt’ Y dt dt (24)

Uy
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Opis ruchu elementu ptynu

rqg =rg9+ dr (25)
Spis zagadnien
UA — U_Q _|— du (26) Operatory
rézniczkowe
au Wstep
du = — dr (27) Kinematyka

or

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady

au rownan
UA — uO _I_ -~ dr (28) Statyka

or -
Analiza wymiarowa

au 1 ((911 —|_ vu> —'_1 <811 o vu> (29) Literatura

or
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Opis ruchu elementu ptynu

OUy 8uy Ou Spis zagadnien
ox 8333 a@x Operatory
u rézniczkowe
vu — Oug y Uy (31) k
Oy oy Oy Wet
8uq; 8uy 8’U,z &P
0z 0z 0z Kinematyka
OUy Ou o Ouy Dynamika
au 881;:6 aay 0z Energia i entropia
— y uy  Ouy .
o\ oa & (32) g e
U, Uz Uz
ox 8y 0z Statyka
a Analiza wymiarowa
]’ u iteratura
D = — | — + VU_ (33) Literat
2 \ Or
1 [ Ou
A=—-[——Vu (34)
2 \ Or
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Opis ruchu elementu ptynu

Spis zagadnien

[ ow L(0uy | Ouwy) 1 (Ous | Ous) Sonteskone
ox 2 \ Oy ox 2 \ 0z ox W
— |1 (% 4 Ous Ouy L (OQuy 4 Ous =<8
D o 2 ox + 8y 8y 2 0z —|_ 8y (35) Kinematyka
1 (Ou, Oug 1 (Ou, Ouy Juz "
\2 ox 0z 2 ( Oy T 0z ) 0z ) Dynamik
Energia i entropia
Domkniete ukfady
réwnan
( O l 811/33 % l % R % \ Statyka
2 \ Oy ox 2 \ 0z ox |
o B l % B % l % B % Analiza wymiarowa
A o 2 8y ox O 2 0z 8y Literatura
_ 1 (Oug _ Qus\ _1(Ouy _ %) 0
K 2 \ Oz ox 2 \ Oz oy )
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Opis ruchu elementu ptynu

au Spis zagadnien
Ug = UO _|_ —_ dr (37) Operatory
ar rézniczkowe
Wstep
ou
- — D _|_ A_ (38) Kinematyka
ar Dynamika
Energia i entropia
us =ug+ Ay - dr+Dy- dr (39) Domknigte ukfady
réwnan
Statyka
A ] dI‘ _ %Q v dI‘ — W X dI’ (40) Analiza wymiarowa
Literatura
Ostatecznie
Uy =ug+wy X dr+Dg - dr (41)
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Interpretacja fizyczna sktadowych tensorow

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

y < Wstep

Kinematyka
A

r Y Y Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura
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Interpretacja fizyczna sktadowych tensorow

Y
6uyI
a'Uzgj
dy
I* -------- IA
1
1
1
1
1
e
o } Ou g
o
> I

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Our  Oug
ox oy
Ouy  Ouy
ox oy
Y
8uy auy
yI ox +_8y
au,m T
Jy duy , Ou
=P - i FY%5_+ 3;:
1
1
1
1
1
175
} Ouy
Oz
p—>

(42)

Spis zagadnien

Operatory
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Interpretacja fizyczna sktadowych tensorow

Ouy l Oy _I_ auy Spis zagadnien
D — ox 2 \ Oy oz ( 43) Operatory
— l 8uy + Su., auy rézniczkowe
2 \ Ox oy oy Wstep
0 l aux B 8uy Kinematyka
A — 2 oy ox (44) Dynamika
_% (% — %&) O Energia i entropia
x
Y Domkniete ukfady
Y Y réwnan
8uyI 8uyI Ox +8—y Statyka
Oy dug Oy dug A Analiza wymiarowa
Oy A Oy ou ou
=P ==mm——- I =P mmmm———- I 8; Literatura
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
10uy 10uy
1 Ox 1 Jx
} Ouyg } Ouy
O Ox Ox
——> T —> T
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Interpretacja fizyczna sktadowych tensorow

O O Spis zagadnien
Dy >
T Operatory
a Oug O rézniczkowe
u
Wstep
or 0 0
Kinematyka
8uw O O O Dynamika
—_ x —
D — % O A — O O (46) Energia i entropia
Domkniete ukfady
Y Y réwnan
A A Statyka
Analiza wymiarowa
----------- |—>8§’“; : >:8(,;”—w”/ Literatura
|
1 1 |
1 1 1
| | 1
1 | 1
1 1 1
| 1 |
| | 1
1 ox 1 Moz
-— > T a——pd——> T
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Interpretacja fizyczna sktadowych tensorow

_ Oug __ Ouy > O Spis zagadnien
Ay Ox ou Operatory
au O — a—y 47 rézniczkowe
o = ’ (47)
ar % O Wstep
Oz Kinematyka
O O O — % Dynamika
— — ox ( )
D — O O A. — auy O 48 Energia i entropia
ox Domkniete uktady
y y réwnan
A 8auy 0 aauy Statyka
X €X
Ouy Oy ___——"‘ Analiza wymiarowa
6y 8y _-l—— | .
e —————— . o e P — i Literatura
1
1 1
1 |
’ 3
; 1
! 1
! \
1
} _
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Interpretacja fizyczna sktadowych tensorow

Oy 8uy Spis zagadnien
oy = oz U
Yy T 8Uy Operatory

— rézniczkowe

Wstep

9 Kinematyka
ou :
O Y O O Dynamika
D — auy 803: A— — O O (50) Energia i entropia
ox Domkniete ukfady
y y réwnan
0 Ouy 0 Ouy Statyka

Ouyg Ou Y i ',' Analiza wymiarowa
Jy 0y == - 1 )
|_*- -------- |—*" ------- thel’atura
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Interpretacja fizyczna sktadowych tensorow

P er kOéC| : Spis zagadnien
OPeratory
B deformacji objetosciowych %, rozniczkowe
Wstep
T ' 1 ( Oug Ouy
WM deformacji postaciowych 3 ( 9 + 52 ) ety
l aux — % Dynamika
M obrotowe ; (ay = )

Energia i entropia

Domkniete ukfady
— réwnan
0 Wy Wy

A= w, 0 -—w, (51) ==

Analiza wymiarowa

Literatura
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Przyktad

811 1 2 1 O O 2 Spis zagadnien
E T _2 1 y O 1 3 — _2 O (52) Operatory

O
|

>
|

rézniczkowe

Wstep
J J Kinematyka
A A % Dynamika
4 5 4 P .. .
' Energia i entropia
3 3 r
5 9 '.' Domkniete uktady
’ réwnan
1 S
> x l\ > > T Statyka
—1 1 2 3 4 -1 | "t~2 3 ¢
-1 —1 < Analiza wymiarowa
4 -3
Y Y Literatura
A 4 A ,*~~~~
4 5 > 4 -+ e —
3 ,-" [ 3 4 {
1 ,' l’
2 P 2 2 J
’
14 1 /
7 14
4 U Ul
= . > T == — > X
-1 a2 3 4 -1 ~2 3 14 1
—]_ ~~~~~ —]_ “~~~ ’I
AR L D'
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Wzor Stokesa

r (. Spis zagadnien
g) u- dr = 1 n - (v X u) dS (53) O,'?efatiry
55+ S rézniczkowe
~ - Wstep
g) u - dr — J (v X u) ) dS (54) Kinematyka
oS+ § Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady

n 5\ rownan
»“\ "r
AR
“\ Statyka

Analiza wymiarowa

Jaaasan
AN
9

Literatura
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Wzor Gaussa

@‘ ﬁ . udS _ ~ v . udV (55) Spis zagadnien

Ros 3. S
s Wstep
@' u - dS — JJ v ' udv (56) Kinematyka
J
ov+ % Dynamika

Energia i entropia

n .
Domkniete ukfady

/‘044/‘7‘ ‘A\\ réwnan

“ Statyka

S
E‘ﬂ“‘

Analiza wymiarowa

Literatura
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Hydrodynamiczna interpretacja wzorow

Twierdzenie Newtona—Leibniza

f(b) - f

Twierdzenie Stokesa

Q\\

gﬁu dr—j n - qu)dS

8S+

wirowos¢

~"

strumien

4

cyrkuIaCJa

Twierdzenie Gaussa

{pu-ds= jﬂvudv

8V+ Zrédtowosé

strumlen

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

(57)

(58)

(59)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




| tw. Helmholtza o wirowosci

Wzér Stokesa Spis zagadnier

Operatory
rézniczkowe

98 u- dr = Hn (V x u) dS (60) s

0ST

Kinematyka

Dynamika

CyrkUIaCja Energia i entropia
F — ¢ u - dr (61) Domkniete uktady

rownan

oS+ Statyka

VVI rOWOéé Analiza wymiarowa
Literat
Q — v X U (62) iteratura

Wzdr Stokesa

- Hﬁ.ﬂdsz Hﬂndszs‘znm (63)
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| tw. Helmholtza o wirowosci

Tozsamos¢ (7) Spis zagadnien
Operatory

v * v X Uua = O (64) rézniczkowe

Wstep

przy uzyciu wektora wirowosci (21)

Kinematyka

Dynamika
V y ﬂ — O (65) Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Catkujac obustronnie

Statyka

Analiza wymiarowa

ﬂ V-QdV =0 (66)  Lieratun
J

| wykorzystujac twierdzenie Gaussa

[[[v-Qdav={pn-ads=0 (67)

oV +
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| tw. Helmholtza o wirowosci

Spis zagadnien
@ 'fl . Q dS — (68) Operatory

rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura
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| tw. Helmholtza o wirowosci

fjw dS + is[! Ny - 2y dS =0 (70) Spis zagadnie

Si <0 >0 et
Wstep
— [ Qunds+ [[ 25,8 = (45 I~
S1 Sa Dynamika
_ _ Enersialilentiopia
an’S1’ — Q2R‘S2‘ = const (72) Domini@te uk’f:dy
I'y =T'y = const (73) e
Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura
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Twierdzenie Reynoldsa o transporcie

1 Hf pfdV = Hf p— dV + Uf f( + V- u) :the:kiv
. "
dt prfd‘/ Hf pf dv+ﬂjv (pfu) AV (75) e
b
dt Hf pidV = Uf pf dv:ﬁ pfu-adS  (76)
el —c—
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Rownanie zachowania masy

m=J]J pav )
V

rézniczkowe

d_m —_ Wstep
dt 0

Kinematyka

% f‘if pdV =0 (78) S

Energia i entropia

Domkniete ukfady

Za pomoca twierdzenia (74) dla f =1 mamy rwnar

Statyka
IS (G oo o) ar=o oo B

czyli pierwsza postac

dp
= u=0 30
Y +pV - u ( )
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Rownanie zachowania masy

d Spis zagadnien
ai J)J pav =0 (81)
v Wstep
Za pomoca twierdzenia (75) dla f = 1 mamy Kinematyka
Dynamika
8p Energia i entropia
fjf a dv _|_ fff v ) (IOU) dv — O (82) D,omkrjiete uktady
v % rownan
Statyka
Czyll druga pOStaé Analiza wymiarowa
Literatura
0
4V (pu) = 0 (83)
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Rownnie zachowania masy

Spis zagadnien

% fvﬂ pdV =0 (84)  Opemeny

Wstep
Za pomoca twierdzenia (76) dla f = 1 mamy trzecia Kinematyka
(catkowa) postac Dynamika

Energia i entropia

jff % dv: + @ pie-udS = (85) g e idady
2

Statyka

o -, . .
- N / Analiza wymiarowa

zamiany wew. V' strumien przez OV

Literatura
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Rownnie zachowania masy

Rézniczkowe postaci réwnania zachowania masy:

B plerwsza

dp
dt—FpV u=2~0
B druga
P L5 (pu) = 0
ot B
Druga postac
dp | O(puy)  O(puy,) = I(pu.) _
a or T oy e, 0 (89

Niewiadome p, u,, u,, u,

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania masy — uproszczenia

%+v-(pu):o (87)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

ot Kinematyka
N |eW|adOme /01 ua: ' uy ! uz Domkniete uktady
. p _ Const rownan

v ‘= 0 (89) Statyka

Analiza wymiarowa

N|eW|adome ux, uy, ”LLZ Literatura
B p=constipotencjalnos¢Cc u=Vyp <— Vxu=0

Dynamika

Energia i entropia

V- -Vpo=Vp=0 (90)

Niewiadoma ¢

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania masy — interpretacja

Catkowa postaé réwnania zachowania masy (85) opis zagadnieh
Operatory
rézniczkowe

3,0 Wst
fff dV + 9%6 pr-udS =0 (91) =
81’/‘ Kinematyka
W, 8V+ ~— Dynamika
zamlany wew. V' strumien przez (‘9\/ Energia i entropia
Domkniete ukfady
. . . / « 0 réwnan
przy zatozeniu stacjonarnosci = = 0
ot Statyka
Analiza wymiarowa
gj; p'fl; . UdS — O (92) Literatura
oV +

/////////////////%/
1 AENENENEER
-

.




Rownanie zachowania masy — interpretacja

@pﬁ-udszo

oV +

(93)

|J o2tz -ug dS + [ pstrs -ug ds =0 (94)

52 >0 S3 >0
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Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania masy — interpretacja

Spis zagadnien

Operatory
— ff P1 Uin dS + ff P2 Uy dS + ff P3 U3p dS =0 (95) rozniczkowe
Sl SQ 53 Wstep
Kinematyka
Dynamika

Srednia predko$¢

Energia i entropia

JZ[ Un dS ff un dS ?ésvmn:rqiete uktady
iy = = =5 Statyka
Tds TS (96) e
i Literatura

Srednia gestosé

I pu,dS || pu,dS
s S

5= = 97
P [, dS | S| (97)

S

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania masy — interpretacja

_ﬁlﬂln’S1’ -+ ﬁ2ﬂ2n‘32‘ -+ 153@3”‘83’ — O (98) Spis zagadnien

Operatory
Jed nost ka rézniczkowe
Wstep
kg m kg
[ﬁﬂn ‘ SH == —3 —m2 _ — (99) Kinematyka
m= s S Dynamika
Masowe natezenia przeptywu Energia i entropia
Domkniete ukfady
m = piin|S| (100) SWk
" atyka
Ostatecznie _ _
. . . Analiza wymiarowa
ml - m2 —|_ m3 (101) Literatura

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania masy — interpretacja

Jezeli gestosc jest stata

Spis zagadnien

—ﬂln‘Sﬂ —+ ?7,2”‘82‘ —+ /L_Lgn‘SQ,‘ =0 (102) Operatory

rézniczkowe

Jednostka \ -
_ m m Kinematyka
[4,|S|] = —m* = — (103) .
S g Dynamika
. ;o . . Energia i entropia
Objetosciowe natezenia przeptywu Domknicte ukiady
. réwnan
V = ’an ‘ S‘ (104) Statyka
OStateczn e Analiza wymiarowa
‘/1 — ‘/2 _|_ ‘/3 (105) Literatura

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Dwie grupy rownan

Spis zagadnien

B Rownania zachowania

d Operatory
‘ masy d_i —|_ pv ‘u = O rézniczkowe
Wstep
¢ pedu _
Kinematyka
€ momentu pedu Dynamika
€& cenergll Energia i entropia
P . Domkniete uktady
B Roéwnania konstytutywne rSwnar
Statyka

€ reologiczne
¢
*

Analiza wymiarowa

Literatura

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Dynamika

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Sity i stan naprezenia

Dwa rodzaje sit: Spis zagadnief
Operatory

B masowe | dF rézniczkowe
Wstep
=-—— (106)

Kinematyka

Dynamika

> . .
|| ) OWIeI’ZCh niowe Energia i entropia

Domkniete ukfady

O, = T+ (107) réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura
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Sity i stan naprezenia

Sity dziatajace na elementarny czworoscian

d
¢ 24V = pfdV + o, dS

on —o,dD,, —o,dD,, —o,dD,, (108)

d-1 = dt

Y dV ~ dxdydz (109)
dD,, ~ dxdy (110)

c,dS =o0,dD,., +0,dD,, +0,.dD,, (111)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Sity i stan naprezenia

oc,dS =o0,dD,, +0,dD,, +0.dD,, (112)

Spis zagadnien

. ndS=dS=(dydz dzd: dedy) (113) o
Wstep
. ~ Kinematyka
ﬁ — nac;i’ —|_ ny] _|_ nzk (114) Dynamika
Energia i entropia
D,omkrjiete uktady
dey — nz dS (115) rownan
Statyka
dsz — ny dS (116) Analiza wymiarowa
dDyz = n, dS (117) Literatura
O, =Ny0, +Nn,0,+n,0, (118)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Sity i stan naprezenia

Spis zagadnien
O-n — nxo-x + nyo-y —|_ nzo-z (119) Operatory

rézniczkowe

Wstep
Op = Ongl + 0pnyd + ok (120) Kinematyka
Dynamika
Energia i entropia
L ~ A > Domkniete ukfady
O-l‘ — O-QXUZ _|_ O-$y] —i_ O-xzk (121) réwnan
A A - Statyka
O, = 0yt + 0,7+ 0,k 122
y yr yyg y= R ( ) Analiza wymiarowa
O.Z o O-ZZE;I: —|— O'zyj —|— Ozzk (123) Literatura

Mechanika Ptynéw (15 h)




Sity i stan naprezenia

To samo w zapisie macierzowym Spis zagadnier
Operatory
rézniczkowe

Oxx Ozy Ogzxz Wstep
(O-nx O-ny O-nz) — (nx ny nz) . Oy:c Uyy O'yz Kinematyka
O-ZQS O‘Zy O-ZZ Dynamika

(127) Energia i entropia

Domkniete ukfady

Wzér Cauchy’ego réwnan
oCn=R-C (128) St
Analiza wymiarowa
TenSOI’ napr@zer”a Literatura

O= |0y Oy Oy (129)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania pedu

Sity
dFy = pfdV, dFg=o,dS (130)

Sformutowanie
g fﬂ pudV = prfdv + (po.ds  (131)
oVt

Wzér Cauchy’ego
=N - (132)

1 Hfﬂudv fﬂpfdv+_<jj§n ocdS  (133)

oV +

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania pedu

Spis zagadnien

OPeratory

i Hf pudV = fﬂpfdv + (P -ods (134) e
av+ Kinematyka

tw. Reynoldsa (74) tw. Gaussa N_—

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

[ e fffu(Ye v =

Literatura

r.z.m.=0

prfdv + Jﬂ V.odV (135)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania pedu

Pierwsza postac catkowa

f‘ﬂ/)i? dV = f‘ﬂpfdv+f‘ﬂv codV  (136)

Postac¢ rozniczkowa

du
aa _ e . 137
par =P +V-o (137)
d
md—?:ZFi (138)

()

Jedno réwnanie wektorowe (trzy réwnania skalarne).
Dodatkowe niewiadome 0.4, 0%y, Ozzy Oya, Oyy, Oyzy Oaz,
Oy, 0., Oprocz dotychczasowych p, uy, w,, u,

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania pedu

d _mp“d‘/ fﬂpfdv+9§ﬁn odS  (139)

v+
tw. Reynoldsa (76)
Druga postac catkowa
J
14 oV +
prfdv+ {pn-ods (140)
v+

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania pedu — interpretacja

Hf - dv+gj§puu AdS =

oV +
prfdv+ {pa-ads (141)
oV + Cauchy
/atozenie stacjonarnosci % =0
g;ﬁ puu-ndS = Jffpfdv + ﬁ; o,dS (142)
oV + oV +

/////////////////J_/J
HH
EEEEEEEEEEEEEEE
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Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania pedu — interpretacja

I puu - nds = Hf pfdV + (fo,ds  (143) o

8V+ oV + rézniczkowe
Wstep
?
Kinematyka
Yy lg . Dynamika
ﬁfm Energia i entropia
721—:—>111 - u, Domkniete uktady
o —> 72 rownan
e Statyka
Analiza wymiarowa
ﬁ; puu - ndS = fj ,00110110 ’I’LO dS‘|— _
Literatura
ov+ =0, nOJ_uo
ff p1u; uq - ’I’Ll dsS -+ ff Pa2U92 U9 - TLQ dS =
N—— N——
<0 >0

_ ff p1uiUy, dS + JI PaUslUsa, d.S (144)
S1 S5
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Rownanie zachowania pedu — interpretacja

Spis zagadnien

@ pllll . 'fL dS — Operatory

rézniczkowe

ov+
Wstep
— ff P1A1ULIR dsS + ff PoU2Uop, d.S (145) Kinematyka
S1 So Dynamika
Energia i entropia
Sredni wektor predkosci Domkniete uklady
" Statyka
J: puun dS ff puun dS Analiza wymiarowa
1_]. — Sn — S - (146) Literatura
|| pu, dS 1
S

pozwala zapisac

9‘2]3 ouu - ndS = —miua; + Moty (147)
oV +

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania pedu — interpretacja

Spis zagadnien

Operatory
—miua1 + Moy = fff P fdV + @ o, d.S (148) rozniczkowe
v OV + Wstep
~ ~~ - Kinematyka
?
Dynamika

Energia i entropia

Gestos¢ rozktadu sit masowych f sprowadza sie do .
. .- omkniete uktady
wektora grawitacji g rGwnari

Statyka

[fosav = [[ s s fffoav ot )z
|4 Vv v

co pozwala zapisac

ovV+

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania pedu — interpretacja

_mlﬁl —l_ mQﬁQ — gM _l_ @ o, dS (151) Spis zagadnien
OV + Operatory
~ -~ / rézniczkowe
. . . ? WStQp
Dekompozycja wektora naprezenia Kinematyka
O, = 0,y + O (152) 2ynamie
. Energia i entropi
daJe ergia | entropia
Domkniete ukfady
réwnan
9%6 o,dS = ff (G nno + O nio) dS + e
Analiza wymiarowa
oV + So
- - - Literatura
=Ry
ff ( O nnl + Untl) dS + jf ( O nn2 + Gnt2) dS —
1 =—0npn1M1 ~0 S2 =—0npn2M2 ~0

R, — 71y H py dS — fuy ﬂ pydS  (153)
Sh So

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania pedu — interpretacja

gjﬂ o,dS =Ry — ™ le dS — sz dS  (154)
S1 S

v+
Srednie cid$nienie

[[pdS [[pdS

p= —ij 19 S‘T’ (155)

prowadzi do

—m Uy +1moly = gM +Ro—p1|S1|71 — Pa|Sz|fz (156)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania pedu — interpretacja

—ryay + 1oty = gM +Ro—p1|St|11 — pa2| S| (157)

ﬁl — ’L_Ll;i (]_58)

Y lg i Uy = Usl (159)
AR S g = —gj (160)
s i—>ﬁu2 ng = —1 (161)
_,w ______________ L Ay (162)

— mlﬂli -+ mgﬁg’z = —gMj—F
Row? + Royd + p1|Si|i — pa| Salt (163)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania pedu — interpretacja

— MU + Malle? = —gM j+
Roz% + Roy) + p1]S1|T — p2|Sa|t  (164)

—1my Uy + Matle = Rop + P1|51| — P2|S2] (165)
0= —gM + Ry, (166)

Jezeli |S1| = |S2‘ — |S‘, to m1 = mg I U1 = U9
R, = —Ro. —( — p2) 5] (167)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Dwie grupy rownan

Spis zagadnien

B Rownania zachowania

d OPeratory
‘ masy d_i —|_ pv ‘u = O rézniczkowe
du o Wstep
‘ deu IO dt pf _I_ v o Kinematyka
€ momentu pedu Dynamika
€® cenergll Energia i entropia
P . Domkniete uktady
B Roéwnania konstytutywne rSwnar
Statyka

€ reologiczne
*
*

Analiza wymiarowa

Literatura

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania momentu pedu

Z réwnanie tego wynika, ze

Oxx Ozy Ogzxz
oc=0"= |0y oy 04 (169)
Oxz Oyz Ozz

Pozwala to zredukowac liczba niewiadomych o trzy p, u,,
uyv u21 O:I:x: ny: Uxm O-yy1 O-y27 O-ZZ

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Dwie grupy rownan

Spis zagadnien

B Rownania zachowania

d OPeratory
‘ masy d_i _|_ pv U = O rézniczkowe
du __ Wstep
‘ pgdu IO dt - pf _|_ v o T Kinematyka
¢ momentu pedu (wniosek) o =0 N
€& cnergll Energia i entropia
P . Domkniete uktad
B Rdéwnania konstytutywne ownati
Statyka

€ reologiczne
*
*

Analiza wymiarowa

Literatura
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Hipoteza Newtona

Dekompozycja na czeS¢ odwracalng —p; & I nieodwracalng [l ZEgdmiaT
. Operatory
|e k TW OStaC| rézniczkowe
(lepka) T w p
Wstep
O — _pt6 + T (170) Kinematyka
Dynamika
Poszukiwana jest zalezno$¢ na tensor . Energia i entropia
I : . Domkniete ukfad
Hipoteza Newtona jest tzw. mechanicznym lub ownat -
reologicznym réwnaniem konstytutywnym. Statyka
Poniewaz o jest symetryczny, wiec T jest rowniez Analiza wymiarowa
Literatura
symetryczny
T="T (171)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Hipoteza Newtona

% F U Spis zagadnien
F U -~ — (172) Operatory
= > A L rézniczkowe
A N
Wstep
~ auw Kinematyka
TZIZy ~ ay (173) Dynamika
y . Energia i entropia
> I
Domkniete ukfady
ngy _ Mﬁaux (174) réwnan
0 y Statyka
Analiza wymiarowa
T — N7 (175) Literatura
=
0 0
0

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Hipoteza Newtona

Najogdlniej mozna zapisal, ze lepka (nieodwracalna)
cze$¢ tensora naprezenia ma postaé (dlaczego?)

T = f(Vu), (177)

ale o = o, wiec

T = f(D) (178)

Najogdlniejsza postac T wynika z twierdzenia
Cayleya—Hamiltona

T = CL06 —+ CL1D -+ CL2D2 (179)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Twierdzenie Cayleya—Hamiltona

Wielomian charakterystyczny D ma postac

Spis zagadnien

Operator
w()\) — |>\6 . D’ (180) réiniczko}\//ve
Czyli Wstep
Kinematyka
)\ O O Dacaj ny sz Dynamika
Energia i entropia
QU()\) — )\ g\ - Dyy gyz (181) D,omkrjiete uktady
|ub Stat}./ka .
Analiza wymiarowa
)\ L D:Ua; —ny _DZUZ Literatura
w(\) = A—D,, -D,, (182)
A—D,,
lub ostatecznie
w(A\) = as\? + as\* + a A + ag (183)
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Twierdzenie Cayleya—Hamiltona

Wielomian charakterystyczny
w(\) = as\® + as\* + a1\ + ag (184)

Twierdzenie Cayleya—Hamiltona méwi, ze D jest
pierwiastkiem swojego wielomianu charakterystycznego

w(D) =0 (185)
lub
D? + b,D? 4+ 5D + b6 = 0 (186)
skad wynika (dlaczego?) najogélniejsza postaé T
T = CL06 + CL1D + &QDZ (187)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Hipoteza Newtona

Najogolniejsza postac t Spis zagadnief
Operatory
5 rézniczkowe
T = CL06 -+ CLlD -+ a/QD (188) Wstep
Kinematyka
| to samo po rozpisaniu Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
T$$ T%y sz 1 O O réwnan
Tyy Tyz | — Ao 1 0]+ Statyka
Tyy 1 Analiza wymiarowa
Literatura
Ouy 1 (Oug 4 Ouy) L (Ouy 4 Ous
ox 2 \ Oy ox 2 \ Oz ox )
ou 1 ( Ou ou
a Ouy L (Ouy o 0wy | 4 q,D? (189
! Oy 2 \ 0z T Oy T a2 ( )
Ouz
0z
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Hipoteza Newtona

Tox Toy Taz 1 0 0
Tyy Tyz | = Qo I O]+
Tos 1
Oug 1 (Oug Ouy 1 8“96 8uz
Ox 2 ( oy + Ox ) 2 + )
ou 1 8u 8u
a Oy 1[Gy z a>D
1 oy 2 + T 0y
8uz
0z

Dla pierwszego wiersza | drugiej kolumny mamy

1 (Ou,
Ty = CLQO—|—CL1§ 5; “1‘% + (a2D2)xy (190)

o = 1 (191)

skad wynika, ze a1 = 2u, as = 0

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Hipoteza Newtona

Spis zagadnien

Najogdlniejsza postac T

Operatory
rézniczkowe
T = CL06 -+ CLlD -+ CI/QDQ (192) Wstep
Kinematyka
ale a1 — 2,LL, ao — O, Wl@C Dynamika
Energia i entropia
T = ayb + 2uD (193)  Dombnieieukady
Statyka
Skoro catkowity tensor naprezenia na postaé Analiza wymiarowa
Literatura
zatem
O — (—pt + CLQ) S + Q,MD (195)

Nie znamy jednak ay...

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Hipoteza Newtona

Najogdlniejsza postac tensora naprezenia o
o= (—p;+ag)d+2uD (196)

Skoro obie strony (tensory) sa sobie réwne, wiec réwne
muszg by¢ ich niezmienniki

tro = (—p;+ag)trd+2utrD (197)
Poszczegdlne niezmienniki maja postaé p = —% tr o,
tré =3, trD=V.u, zatem
—3p = (—pt + ag) 3+ 2uV - u (198)
skad wynika
—pt+ag = —p— %,LLV u (199)
Ostateczna postaé tensora naprezenia
o= (-p—2uV-u)s+2uD (200)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Hipoteza Newtona

Gz(—p—%,uv-u)S—l—Q,uD

Tensora naprezenia O zapisany inaczej

o =—p8+2u(D—8}V-u) (201)

\ - 4

DD

Ostatecznie dla ptynéw newtonowskich mamy

o= —pd+2uDP (202)
T = 2uD" (203)
lub dla ptynéw niescisliwych DP = D (dlaczego?)

0 = —p& + 2uD (204)
T =2uD (205)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Ptyn i ciato state

. Spis zagadnien
Ptyn Ciato state Pis zagadnien
: - Operatory
hipoteza Newtona prawo Hooke'a réiniczkowe
T = py o= ke Weich
Kinematyka
9 Dynamika
T = <_§lutr D) 6 _|_ 2lu]:) 0O = ()\ tr 8) 6 _|_ 2G€ Energia i entropia
~ e ~ Domkniete uktady
:Q,MDD réwnan
Statyka
O = —p6 —|— T Analiza wymiarowa
Literatura
_v 1+v
S ( = tr 0‘) b+ —F-0

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Dwie grupy rownan

Spis zagadnien

B Rownania zachowania

d OPeratory
‘ masy d_i _|_ pv U = O rézniczkowe
du __ Wstep
‘ pgdu IO dt - pf _|_ v o T Kinematyka
¢ momentu pedu (wniosek) o =0 N
€& cnergll Energia i entropia
P . Domkniete uktad
B Rdéwnania konstytutywne ownati
Statyka

€ reologiczne

Analiza wymiarowa

= newtonowskie o= —p8& + 2uDP Literatura
m nienewtonowskie

L 2 2

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownania Naviera—Stokesa i Eulera

Réwnanie zachowania pedu Spis zagadnien
Operatory
rézniczkowe

du Wst
p— =pf+V- o (206) =
dt Kinematyka
. Dynamika
Dekom pOZyCJa Energia i entropia
0O — —pt6 —|_ T (207) D,omkrjiete uktady

Réwnanie zachowania pedu po dekompozycji Statyka

Analiza wymiarowa
du Literatura
pE:pf—VerV-T (208)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownania Naviera—Stokesa i Eulera

Réwnanie zachowania pedu

d

P —pf+ V-0 (209)
dt

d
pd—?:pf—Vp+V~T (210)

Hipoteza Newtona
o = —p& + 2uDP" (211)
T = 2uD" (212)
o= —pd&+2uD (213)
T =2uD (214)

Réwnanie N.-S. = r.z.p. + h.N.

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownania Naviera—Stokesa i Eulera

B p—=—var, p=var

du

Spis zagadnien

pE — pf — VP _|_ v : (QIUDD) (215) O,Peratiry
B p—const, u=var Wstep
du Kinematyka
pa . pf — Vp —I_ v * (2,LLD) (216) Dynamika
m = var, = cons v
du réwnan
p =rE—Vp+ puVeu+ suV(V-u)  (217) suttie
B p = const, 4 = const e
du 5
pE:pf—VeruVu (218)
B =0 réwnanie Eulera
du
por =rE=Vp (219)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Ptyny nienewtonowskie

Spis zagadnien

T = ZM(W)D (220) Operatory

rézniczkowe

Wstep
O = —pé —|— 2“(7):[) (221) Kinematyka
Dynamika
Krzywa pnynI@CIa Energia i entropia
T = 222 Domkniete ukfady
/IL(/)/)/)/ ( ) réwnan
Statyka
0
>0 Analiza wymiarowa
0> 0 Literatura
, 70 >0
- T0 — 0
T0 = 0
T0 — 0
0

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Model Binghama

Spis zagadnien

OPeratory
T = ,7_0 + k.,y (223) rézniczkowe
Wstep
T 7o
Iu = — = — —|— k‘ (224) Kinematyka
")/ ”)/‘ Dynamika
. Energia i entropia
k — stata konsystencji Domknicte ukindy
To — granica ptyniecia Lot

Statyka

0

Analiza wymiarowa

Literatura

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Model Ostwalda—de Waele

Spis zagadnien

O,Peratory
T = k’yn (225) rézniczkowe
T Wstep
Iu = — = k“/y‘n 1 (226) Kinematyka
fy Dynamika

Energia i entropia

n — bezwymiarowy parametr reologiczny omoicte ukind
k — stata konsystencji réwnaf

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura

n>1, 179 =0

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Model Herschela—Bulkleya

Spis zagadnien

Operatory
T = 7_0 _|_ k.,yn (227) rézniczkowe
T ~1 n—1 T
M = — — TO"Y‘ —|— ]{j‘”y’ (228) Kinematyka
fy Dynamika

Energia i entropia

k — stafa -konsyst.enc-Jl Domknicte uklady
To — granica ptyniecia réwnaf

. . Statyka
n — bezwymiarowy parametr reologiczny

Analiza wymiarowa

Literatura

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Dwie grupy rownan

B Rownania zachowania

4 masy %erv-u:()

¢ pedu p‘é—‘;:pijV-O‘

¢ momentu pedu (wniosek) o =0
€ energil

T

B Rownania konstytutywne
€ reologiczne

s newtonowskie o = —p§ + 2uDP
= nienewtonowskie o = —pd + 2u(y)D

L 2 2

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Energia i1 entropia

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania energii

dE Spis zagadnien
—_— = P —l— Q (229) Operatory
dt rézniczkowe
. Wst
Sformutowanie =
Kinematyka

Dynamika

(-

Domkniete ukfady

=€ réwnan
Statyka
fff ,0 f u dv —|_ @ O-n u ds_ Analiza wymiarowa
v oVt Literatura
P 7-ads (230)
ov+

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania energii

dtmp () av = f[] ot-wavs

ek

tw. Reynoldsa (74)

@Sﬁ.o-uds—@ﬁ.qu (231)

ov+ oV +
ﬂ_[pde’“ dv+ﬂf ek< +pV - ) dv =
r.z.m.=0 ”

fﬂpf udv+fﬂv o-u—q)dV (232)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania energii

Pierwsza postac catkowa

fﬂ p% (Lu? +¢) dV =
([[pf-uav+ ([[V-(c-u-qyav (233

Postac¢ rozniczkowa

d

dt(1u2+e)—pf u+V-(o-u—q) (234)

Jedno réwnanie skalarne. Dodatkowe niewiadome — trzy
sktadowe wektora q 1 e

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania energii

d Spis zagadnien
B dv — jff f . udv O,Peratory
dt J;[ pek o p —|_ rézniczkowe
- Wstep
tw. Reynoldsa (76) Kinematyka
~ Dynamika
ﬁ; O'n ~u dS o @ n: qu (235) Energia i entropia
oV + oV + D,omkrjigte ukfady
Druga postaé catkowa Statyka
Analiza wymiarowa
Literatura
fff dV + @ pepu-ndS =
(975
ov+
fffpf udV%—ﬂiﬁan udS — @n qdS (236)
ov+ ov+

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania energii — interpretacja

" ( a ek " Spis zagadnien
f (v )dVJr D peru-ndS = o

JJ at JJ Operatory

V V+ rézniczkowe
" (* " ~ Wstep

fpf-udVJr anoudS—@n-qu (237) _

JJ JJ Kinematyka

4 ov+ oV + Dynamika

Energia i entropia

Zatozenie stacjonarnoéci & =0, f = —VII = pf -u = p%

ot Domkniete ukfady
rownan
Statyka
@ p —|_ e —l_ H) dS — Analiza wymiarowa
oV -+ N~ Literatura
_em
@ o, - udS — 5@5 A -qdS (238)
oV + oV~
[/ /

. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania energii — interpretacja

_ “ Spis zagadnien
@ p emu N dS - @ O, - u dS o @ n- qu (239) Operatory
oV + oV + oV + rézniczkowe
< Wstep

Y & Lo Kinematyka

_f— Dynamika

F > Fio Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

@ pemu . ’fl dS pm— ff /00 emOuO . IfLO dS_'_ Statyka
So s

Analiza wymiarowa
ov+ =0, Holug

Literatura

. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania energii — interpretacja

Spis zagadnien

{f penu-nds = Sy
oV -+ Wstep
Kinematyka
— ff P1 Em1Uin d.S + ff P2 EmaUon d.S (241) Dynamik};
Sl S2 Energia i entropia
- ] . D,omkrjiete uktady
Srednia energia mechaniczna réwnaf
Statyka
Ji[ p emun dS ff p emun dS Analiza wymiarowa
_ Literatura
E = 2 S — (242)
|| pu,dS m
S
5];6 penu - dS = —1iy &1 + T Ems (243)
ovV+

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania energii — interpretacja

—77'11 €m1 T mg €mo — @ g, - udS — @ n - qu Spis zagadnien
v+ oV + Operatory
~ ~ _/ rézniczkowe
? Wstep
Rozktad wektora naprezenia (244) Kinematyke
Dynamika
O, = O,, + Ot (245) Energia i entropia
pozwala zapisac Dombknigte uklady
réwnar
Statyka
ﬁ o, -udS = II O rno + O'nto) uo dS+ Analiza wymiarowa
oV + 0, uO:O Literatura
ff O-nnl + O ntl ) - Uy dS—"ff ( Onn2 T+ O-ntZ) - U9 dS =
—— ——
——plnl =0,0nt1luy 52 =—pyiiy =0

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania energii — interpretacja

Spis zagadnien

pl p2 O,Peratory
@ o,-u dS f pluln dS f p2u2n dS (247) rézniczkowe
Wstep
oV +
Kinematyka
Dynamika

Srednia energia ci$nienia

Energia i entropia

n Domkniete uktady

T £,° %p un dS ‘£‘[ %p un dS rSéwnakﬁ

P — _ — 248 tatyka
(p) Uf p un dS m ( ) Analiza wymiarowa

Literatura
prowadzi do
—m1 Cm1 T mQ Ema — m1 (%)1 — m2 ﬁ n - qu (249)
oV +

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania energii — interpretacja

@n qdsS (250)

W

° —_— . —_ _ . p
—1MM1 €1 + M2 €y = My <;)1 — m2

-

N~

?

Strumienie ciepta

g;ﬁn qdS = ffno qo dS+

ov+

- ff Gno dS = —Qo (251)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania energii — interpretacja

Spis zagadnien

— — Operatory
_ml €1 + mQ Crmo — ml (%) _ m2 (12) 4+ QO (252) rézniczkowe
1 P/2 Wstep
Kinematyka
. 1—2 _ _ T Dynamika
o <§u + € + H + (;)) o Energia i entropia
- - % D,omkrjiete uktady
—€.9 réwnan
. T B _ — Statyka
ml <§U2 —'_ € —I_ H _I_ (%)) — QO (253) Analiza wymiarowa
N - 1J Literatura
—€c1
gdzie e. — energia catkowita
My Ecr — My €c1 = Qo (254)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania energii — interpretacja

Spis zagadnien

mQ éCQ T ml éCl — QO (255) Operatory
rézniczkowe
Jezeli dodatkowo )y = 0, to €.9 = €., bo M1 = Mo Wstep
Kinematyka
1 — - 1 — — Dynamika
e+ T+ (2)) = (Ju2+e+I+(2)) (256)
P 1 P 2 Energia i entropia
Domkniete ukfady
réwnan
b
A no Statyka
r___+________l Analiza wymiarowa
41—:—>u1 :—> us Literatura
L —> 7o
_— :L‘

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania energii

Postac¢ rozniczkowa

d

1 2 p— o . J—
p&(ﬁu +e>—pf-u+v (0-u—q) (257)

Kaloryczne réwnanie stanu
de = ¢, dT (258)

Prawo Fouriera
q=—AVT (259)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Zasady termodynamiki

B Druga zasada termodynamiki Spis zagadnier
Operatory
rézniczkowe

p% > -V 2 (260) e
dt ~ T Kinematyka
. . Dynamika
. Bllans entrop“ Energia i entropia
Domkniete ukfady
dS ¢ q réwnan
p& — T o v ) T (261) Statyka
Analiza wymiarowa
B Pierwsza zasada termodynamiki Literatura
de
,OE:T:Vu—pV-u—V-q (262)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Pierwsza zasada termodynamiki

Pierwszg zasade otrzymujemy, mnozac skalarnie przez u
réwnanie (206) i odejmujac od réwnania (234)

de pdp
—=1:V -—— =V 263
5y ut q (263)
N——
=—pV-u
Potrzebne s3 az trzy réwnania konstytutywne
dT d
= +§d—f V- (AVT) (264)
N~ N——
de=c, dT' =TVu -

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Pierwsza zasada termodynamiki

dT p dp Spis zagadnien
CofP— — —l_ - T + v y )\VT 265 Operator
p dt ¢M p dt ( ) ( ) r()l;niczko}\//ve
Funkcja dyssypacji ¢ skfada sie z czeSci mechanicznej zf::atyka
(lepkosciowej) ¢, i termicznej ¢y oy

Energia i entropia

¢ — QS,UJ —|— ¢>\ (266) Domkniete ukfady

rownan

Statyka

Cze$¢ mechaniczna funkcji dyssypacji

Analiza wymiarowa

Literatura

¢, =T:Vu=2uD"* >0 (267)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Pierwsza zasada termodynamiki

Réwna N |e Spis zagadnien
Operatory
5zniczkowe
dT p dp réznic
C’Up — ¢/,L _I_ 1, “l_ V : ()\VT) (268) Wstep
dt p dt Kinematyka
. Dynamika
nazywane JeSt: Energia i entropia
M pierwsza zasady termodynamiki dla o$rodkéw g e idady
ciggtych Statyka
B réwnaniem energii wewnetrznej Analiza wymiarowa

Literatura

B rownaniem Fouriera—Kirchhoffa

Dla p = const I A = const, otrzymujemy

dT
Cop = G+ AT (269)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie energii — podsumowanie

B Rodwnanie zachowania energii

d
p%:pf-u%—v-(c-u—q) (270)
B Roéwnanie energii mechanicznej (bez ¢)
den,
p%zv-(a-u—q) (271)
B Roéwnanie energii catkowite]
de. Op
= — (t-u)—V- 272
pqy = TV (Tu)=V-q (272)
B Rodwnanie energii wewnetrzne]
de
pE:T:Vu—pV-u—V-q (273)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Dwie grupy rownan

Spis zagadnien

B Rownania zachowania

Operatory
‘ masy % —|_ pv ‘U= O rézniczkowe
d_U. L . Wstep
¢ pedu pg =pt+V-o . P
¢ momentu pedu (wniosek) o =0 Dynamike
2 energu Snerde | aieE
d (1,2 _ . i : _ : Derilaniaie ddee
ph (w+e) =pf ut V(0w =Veq o
B Rdéwnania konstytutywne Statyka

Analiza wymiarowa

€ reologiczne

Literatura

s newtonowskie o = —p8& + 2uDP
= nienewtonowskie o = —p& + 2u(y)D

stanu p=pRI, de=c,dT
strumienie (prawo Fouriera) q = —-AVT

L 2 2

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete uktady rownan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Domkniete uktady rownan

Dla ptynu nieéciliwego p = const i ;= const mamy Spis zagadnief
, . . Operat
réwnanie zachowania masy réaniczkowe
Wstep
v - = O (274) Kinematyka
Dynamika
i rbwnanie zachowania pedu (Naviera—Stokesa) Energia i entropia
Domkniete ukfady
d réwnan
u
2
pd— — pf — v]) _I_ Mv u (275) Stat>./ka .
t Analiza wymiarowa

Literatura

Daje to cztery réwnania skalarne i cztery niewiadome p,

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Domkniete uktady rownan

Dla ptynu niescisliwego p = const i u = f(T') mamy
rownanie zachowania masy

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

V -u=20 (276) Wstep

Kinematyka

rébwnanie zachowania pedu (Naviera—Stokesa) Dynamika

Energia i entropia

du D,omkrjiete uktady
Py = pf—Vp+V-(2uD) (277) i
Statyka

Analiza wymiarowa

| rownanie energii wewnetrzne]

Literatura

dT
Cop— = ¢, + AV?T (278)

Daje to sze$¢ rownan skalarnych i szeS¢ niewiadomych T,
p: uiEl u’yv uZ! ,Ll/

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Domkniete uktady rownan

Dla ptynu Scisliwego p = var, i = const I ¢, = const
mamy rownanie zachowania masy

dp
=0 279
o TV u= (279)
rébwnanie zachowania pedu (Naviera—Stokesa)
du 5 .
rownanie energii wewnetrzne]
dr" p dp 0
v = AVT 281

| rownanie stanu p = pRT'. Daje to szeS¢ rownan
skalarnych | szes¢ niewiadomych p, T', p, ug,, u,, u,.

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Domkniete uktady rownan

Dla ptynu Scisliwego p = var, u = f1(T) i ¢, = fo(T)
mamy roéwnanie zachowania masy

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

dp Wstep
dt + IOV u= O (282) Kinematyka
Dynamika
rébwnanie zachowania pedu (Naviera—Stokesa) Energia i entropia
Domkniete ukfady
du réwnan
poy =pf=Vp+ V- (2uD") (283)  suu

Analiza wymiarowa

Literatura

rownanie energii wewnetrznej

dT’ D dp

Cop g = = ¢, + = -+ V2T (284)

| rownanie stanu p = pR1". Daje to osiem réwnan
skalarnych | niewiadomych p, T', p, ug, uy, u,, i, Cy.

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Domkniete uktady rownan

Ptyn nienewtonowski.
Réwnanie zachowania masy

V-u=0 (285)

Réwnanie Naviera—Stokesa

d
pd—‘; — pf — Vp+V - (2uD) (286)

Wzér na lepkos¢ wedtug wybranego modelu

p=r) (287)

Daje to pie¢ réwnan skalarnych i pie¢ niewiadomych p,
Uz, Uy, Uy, [

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Statyka

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Analiza wymiarowa

Literatura




Statyka

Spis zagadnien

Ptyn w stanie réwnowagi:

Operatory
B bezwzgledne) — wzgledem ukfadu wspotrzednych rGzniczkowe
B wzglednej — wzgledem poruszajacego sie naczynia ﬁ::awka
Statyka Dynamika

Energia i entropia

B cieczy — hydrostatyka
B gazow — aerostatyka

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Wykorzystuje sie dotychczasowe réwnia przy zatozeniu, ze Analiza wymiarowa
ptyn znajduje sie w spoczynku Literatura
u=20 (288)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Rownanie zachowania masy

Réwnanie zachowania masy

dp B
aJrV-(pu)—O

przy zatozeniu u = 0, redukuje sie do postaci

dp
0

ot
Whnioski:

B gesto$¢ nie moze by¢ funkcja czasu
B gestos¢ moze zaleze¢ od potozenia

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

(289)

(290)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie zachowania pedu

Réwnanie zachowania pedu

d
p—u:pf+v o (291)
dt
przy zatozeniu u = 0, redukuje sie do postaci
O=pf+V-o0o (292)
a hipoteza Newtona
o= —p& +2uD" (293)
do
o= —pd (294)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Rownanie rownowagi

Réwnanie zachowania pedu z hipotezg Newtona przyjmie
postaC réwnania rownowagi

pf=Vp (295)

To samo w zapisie skalarnym

Op B

or ~ P (206)
Op

— = 2
dp

— = 2

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Powierzchnia rozdziatu

Domkniete ukfady

P2 g+ dr = dp 302) il
Statyka
b 4 .‘ Analiza wymiarowa

Dwa ptyny o roéznych gestosciach p; # po Spis zagadnief
Operatory
rézniczkowe

pl g — vpl (299) Wstep
P2 & = VPQ (300) Kinematyka
Dynamika
pl g . dI‘ — dpl (301) Energia i entropia
(

VP1 # VpQ (303) Literatura
(1 —p2)g - dr=0 (305)
g-dr=0 =— gl dr (306)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Powierzchnia rozdziatu

Dwa ptyny (powietrze i woda) o réznych gestosciach
p1 7 P2

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

g | dr (307)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




CisSnienie

Spis zagadnien

Op e
- = P%x =10 3038
aaj pg ( ) Wstep
a Kinematyka
a—]y? — pgy — O (309) Dynamika
op ——
o, /ng — ’O'g (310) réwnaﬁe ’
i/ 0z
Statyka
p(Z) — pgz —|— C (311) Analiza wymiarowa
Literatura
p(0) =py = c=py (312)
p(2) = po + pgz (313)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




CisSnienie

Spis zagadnien

dp Gomieshone
oy — Pz = 0 (314) e

a Kinematyka
6—]:; — pgy — (315) Dynamika

a Energia i entropia
p Domkniete ukfady
. — = Pg: = —pyg (316)  romar
>
Statyka

Analiza wymiarowa

ua‘ p(Z> - _pgz —I_ ¢ (317) Literatura
<z 7

p(h) =po = c¢=po+ pgh (318)

p(2) = po + pg(h — 2) (319)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Prawo Pascala
Vfti’j’ftﬁ

pg=Vp (320)

Réwnanie rownowagi

Jezeli pominiemy g, to Vp = 0, co oznacza
p = const (321)

Do podobnych wnioskédw mozna dojs¢, rozwazajac wzér
na cisnienie

p(z) = po + pgz (322)
Jezeli pg > pgz, to p = py (prawo Pascala).

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Napo6r 1 moment naporu

Napér hydrostatyczny
N = — [{ pnds (323)
S

gdzie wersor 1 jest wersorem normalnym do powierzchni |
skierowany jest on w kierunku cieczy.
Moment naporu

M= - [ rxapdS (324)
S

gdzie r oznacza wektor wodzacy, ktorego poczatek
znajduje sie w punkcie, wzgledem ktérego liczony jest
moment sity naporu.

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Wypor

Wypor hydrostatyczny

N:—ﬁpﬁds
S

gdzie S jest zamknietg powierzchnig zanurzong.

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

(325)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Prawo Archimedesa

Prawo Archimedesa

N = —pVg (326)

gdzie gestosc cieczy p, a V' jest objetoscig wypartej cieczy
— rownej objetosci zanurzonego ciata.

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Warunek ptywania

Ciato ptywa, jezeli wypér N rownowazony jest ciezarem Spis zagadnief
. Operatory
C|a’i'a T rézniczkowe
N+T=0 (327) Wstep
Kinematyka
Ciezar ciata w najprostszym przypadku wyznacza sie ze Dynamika
WzZoru Energia i entropia
—_ Domkniete uktady
T T pc‘/;g (328) rownan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Warunek ptywania

Warunek ptywania Spis zagadnie
Operatory
rézniczkowe

N —|— T — O (329) Wstep
Kinematyka
W przypadku, gdy zanurzone catkowicie ciato zostanie Dynamika
pozostawione na pewnej gtebokosci, to mozliwe s3 trzy Energia | entropia
. Domkniete uktady
warianty: réwnar
. . . ’ s - . Statyka
B (N| > |T| - ciato zacznie sie wynurzaé czeSciowo, az o
. . - P naliza wymiarowa
do momentu |N| = |T| i ciato zacznie ptywa¢; ]
iteratura
B |N| = |T| - ciato pozostanie zanurzone na

gtebokosci, na ktérej zostato umieszczone;
B |N| < |T| - ciato zacznie tonac.

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Analiza wymiarowa

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

Tabela 1: Wybrane jed-

nostki podstawowe

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Wielkos¢ | Jednostka
kilogram kg
metr m
sekunda S
kelwin K

Kinematyka

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Tabela 2: Woybrane jednostki

pochodne o nazwach wiasnych
Wielkos¢ Symbol | Jednostka
sifa N kgms™?
energia J kg m? s
moc W kg m?s—3
ciSnienie Pa kgm™! g2
czestotliwos¢ Hz s~ 1

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

Tabela 3: Wybrane jednostki pochodne bez nazw wtasnych

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Wielkos¢ Jednostka
powierzchnia m?
objetosé m?
gestodé kg m~—3
predkosc ms~!
przyspieszenie ms 2

—1

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

lepkoé¢ dynamiczna | kgem~'s

Literatura

Ogélnie
kgt m*2 g3 K (330)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Analiza wymiarowa

Spis zagadnien

F(CL17 CLQ, v 7a’k7 a’k+17 a’k+27 MR 7a'n) — O (331) Operatory
rézniczkowe
n zmiennych wymiarowych a;, w tym k& zmiennych Wstep
podstawowych. To samo w innym uktadzie jednostek Kinematyka
Dynamika
/ / / / / / . Energia i entropia
F(ay,ay, ... 05 Gy, o, a,) =0 (332) _
Domkniete ukfady
réwnan
Zaleznosci miedzy jednostkami podstawowymi Statyka
Analiza wymiarowa
a//1 p— @1a1 Literatura
Uy = (ol
A = Ogag

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Analiza wymiarowa

Zaleznosci miedzy jednostkami podstawowymi Spis zagadnief
Operatory
rézniczkowe

/
a’l — Oélal Wstep
a/2 — 052012 Kinematyka
Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady

CL;c — Qg réwnan
Statyka
Zaleznosci miedzy jednostkami pochodnymi Analiza wymiarowa
Literatura

/ _ A P1_ D2 Pk

/ 41 g2 qk

/ 1 T2

— Tk
a, = Q1 Qs . ..o ay

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Analiza wymiarowa

/ rownania

F(d,,db, .. (336)

/! / /)_O
Oy O, Aoy ey Q) =

| zaleznosci miedzy jednostkami mamy

F(aqar, asas, . .., apag,

p1 P2 Pk r1 T Tk —
aytan’ L agy, ..., ata? o agka,) =0 (337)

' — 1 — 1 — 1
gd2|eoq—a1,ozg—a2,..., ak—ak.Zatem
F(l,l,...,l,
Ak+1 Ak4+-2 7% )_0
p1 D2 Pk’ 491,42 qk " T, T2 Tk |
ay Ay ...ap" G ay ...ap ay as’ ... ay

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

Zatem réwnanie wymiarowe Spis zagadnief
Operatory
rézniczkowe

F(al,ag,...,ak,ak+1,ak+2,...,an) =0 (339) Wstep
Kinematyka

o n zmiennych wymiarowych a;, w tym k£ zmiennych Dynamika

podstawowych, mozna sprowadzi¢ do postaci Energa i entropia
Domkniete ukfady
réwnan

F( ak+1 ak+2 an ) — O Statyka

1 D2 ? 1,492 >ttty Ty T T
aytay’ . ..ay adtas ... afF ayltay’ ... a;k A
H;—l H;:_2 ﬁr Literatura
(340)

o n — k zmiennych bezwymiarowych (twierdzenie
Buckinghama)

F(Hk—l-l) Hk—l—?v R Hn) =0 (341)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Analiza wymiarowa

Spis zagadnien

Ap = f(L,D,k,p, p,0) (342a) o
F(Ap,L,D,k,p,iu,a) =0 (342b) Wkw
Kinematyke
[Ap] =Pa =kgm 's* (343a) [E)::;:iiaempia
[L]=[D] = [k] =m (343b)  Domkncte utat
o] = kgm™ (343c) st
u] =Pas=kgm s (343d) e
4] = ms™ (343e)
n="7 k=3 (344)
D, p,u (345)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Analiza wymiarowa

[Ap| = [D]*[p]*[a]* (346)

kem s = m®™(kgm %) (ms ') (347)
1 = as (348a)

—1 = ap — SCLQ + as (348b)

—2 = —ag (348¢)

[Ap] = [D]°[p]' 1]’ (349)
m = =F (350)
ol

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

L] = [D]*|p)*|u]* (351)

m = m* (kgm ™ ?)*(ms ') (352)
0= a9 (3533)

1 = al — 3&2 + as (353b)

0= —ds3 (353C)

L] = [D]'[p]"[u]” (354)

(355)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

] = [D]*[p]**u]* (356)

kem st = m™(kgm %) (ms ') (357)
1 =as (358a)

—1 = a1 — SCLQ + as (358b)

—1=—as (358¢)

1) = [D][p] [u]" (359)

M= -1 M= (360)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

Z twierdzenia Buckinghama wynika, ze 2pis zagadnief
Operatory
rézniczkowe

17(1_[17 HQ, Hg, H4) — O (361) Wstep
Kinematyka
Zatem Dynamika
A L k 1 Energia i entropia
F —}; ) ) ) — O (362) Domini te :k’f:d
lOu D D Re réwnaﬁe ’

Statyka

lub w postaci jawnej (o ile istnieje)

Analiza wymiarowa

A L k‘ 1 Literatura
b= ( ) (363)

e D’ D’ Re

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Analiza wymiarowa

Spis zagadnien
% — f L’ k : 1 (364) O,Peratory
pfaQ D D Re rézniczkowe
Wstep
Dla przep+yWU |amlnal’neg0 Kinematyka
Dynamika
A L 1 nergia i entropia
%:f(_7_> (365) S DT
puU D Re Domkniete uktady

rownan

Statyka

Réwnanie Darcy ego—Weisbacha

Analiza wymiarowa
64 L p’aQ L pﬂQ Literatura

- = AT 366

ReD 2 D 2 (366)

Dla przeptywu turbulentnego A = f(1/Re, k/D), np.
A =0.3164Re™ "%

Ap

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Analiza wymiarowa

Podsumowanie

B Prawa fizyczne nie moge zaleze¢ od wyboru uktadu
jednostek

B Kazda funkcja n zmiennych wymiarowych moze by¢
sprowadzona do postaci funkcji n — k& zmiennych
bezwymiarowych (twierdzenie Buckinghama)

B Twierdzenie Buckinghama nie podaje sposobu
wyznaczania postaci tej funkgji!

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

Wielkosci bezwymiarowe oznaczan
+.
Bezwymiarowe wspdtrzedne

e s3 gornym indeksem

== yT=> 2T = (367)
lo lo lo
Bezwymiarowe sktadowe predkosci
ul = %, U, = @, ul = = (368)
Up U Up
Bezwymiarowego wektor predkosci
u = (ujg Uy uj) = ugu™ (369)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

Bezwymiarowe cisnienia, gestos¢, wspdtczynnik lepkosci,
czas, gestos¢ rozktadu sit objetosciowych

t+:—, +:—, T ==L 370
to P Do P £0 (370)
f

,LL+:% f+:% (371)

1 1
V= - (ag+ a§+ af+) = -V (372)

V? = 5 + + = -V*  (373)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

Bezwymiarowe réwnanie zachowania masy (po
uporzadkowaniu)

lo Op" + At
: =0 374
uote 08 (o u’) (374)
dla liczby Strouhala
[ te
Sh=— = (375)
Uoto t()
mamy
Op* (gt
Sh—-—+V (ptut) =0 (376)
Dla przypadku niescisliwego
Vi-ut =0 (377)

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

Réwnanie Naviera—Stokesa

lp dut Jolo Po
. v—l— + 1 — JYY +f—i- . _v+ +
upty Ot u 4 > u? P PoU3
KO 4 (24 + o 1o+ (vt | o
+ V7um 4+ VT (VT u
ZOUOPO'u ( ] ( >)
(378)
Dla liczby Froude’'a
2 2
Fr — ;_(ZJ _ po“(}/ lo (379)
Reynoldsa - PoJo
Re = louopo _ louo _ potg/lo (380)

Lo 40 Mouo/ l%

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa

Literatura




Analiza wymiarowa

Eulera
Fuy — Po  _ Po/lo (381)
poug  poug/lo
rownanie Naviera—Stokesa przyjmie postaé
8u+ pHEt
hie 4yt . viat | = _FuVtyt
(S oy VTu ) o uV pT+
_|_
Re (V¥ ut +iv* (VF-uh)) (382)

lub przy zatozeniu niescisliwosci

ou™ f* Eu Al
Sho" 4 gt .vytyt = — v
ot Vi Fr pt Re

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa
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Analiza wymiarowa

Réwnanie energii wewnetrzne;

oT 5 p [ Op
_— . — _ _— . 4
pcv<8t+u VT) ¢ + AV T+p<at+u Vp) (384)

Funkcja dyssypacji ¢, = pougly ¢, pozwala zapisac

lo OT™
+ .+ + . V+T+ —
PG (t()’u,o ot+ u >

Coo o Lotopo

ik Pouolo a
ln Op™
0 2P +u+-v+p+> (385)

po uy p*
pou% T()CUQ /O+ toUo ot+

)\+ v2—|—T+ _|_

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)
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rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika
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Statyka

Analiza wymiarowa
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Analiza wymiarowa

Liczba Eckerta Spis zagadniei
’U,2 Operatory
EC — 0 (386) rézniczkowe
C’UO TO Wstep
liczbe Prandtla Kinematyka
Cv0 ,LLO Dynamika
Pr — )\ (387) Energia i entropia
0

Domkniete ukfady
rownan

pozwalajg zapisaC rownanie energii wewnetrzne;

Statyka
aT_|_ Analiza wymiarowa
(Sh a n -+ u+ . V+T—|—> — Literatura
Ec AT oy
T—I—
Reqb i Pr Rev i
9,
Eu ECZI;—+ (Shaﬂ +u -v+p+> (388)
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Analiza wymiarowa

Uktad réwnan dla przypadku niescisliwego (bez +) Zpis zagadnien
peratory
rézniczkowe
V-u=0 (389)  wewp
Kinematyka
au f Eu 1% Dynamika
Sh— +u-Vu=———Vp+_—V'u (390 o
8t —"_ . FI‘ 10 p —|_ Re ( ) Energia i entropia

Domkniete uktady

aT EC )\ réwnan
v | Ph—— VT | = — 2T (391
Pe (S g TV ) R/ T prRey 1 (391 s

Analiza wymiarowa

Literatura

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)




Analiza wymiarowa

ZO tch Spis zagadnien
Sh -, — (392) O/[?el.*atory
U/OtO t() rézniczkowe
2 Wstep
FI' = u—g — pOuO/lO (393) Kinematyka
fOlO IOOfO Dynamika
l l 2 l Energia i entropia
Re — OUOPO — O—UIO —= pouO/ g (394) zsvmn:rr;iete uktady
MO VO ILLOUIO/ZO Statyka
Po pO/lO Analiza wymiarowa
,OO’LL(% pou(%/lo ( ) Literatura
2
U
Ee=— 396
Cvo Lo (396)
Pr — Cvo KO (397)
Ao

K. Tesch; Mechanika Ptynéw (15 h)
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Literatura

Spis zagadnien

Operatory
rézniczkowe

Wstep

Kinematyka

Dynamika

Energia i entropia

Domkniete ukfady
réwnan

Statyka

Analiza wymiarowa
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