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Przedmowa

W pierwszej czesci niniejszego opracowaniu przedstawione sg podstawy podstaw
Mechaniki Ptynéw. Oznacza to, ze brak jest tu jakichkolwiek wyprowadzen i wy-
jasnienia ograniczone sa do minimum. Wyprowadzenia i wyjasnienia zawarte sa w
ksiazce [2] lub podawane sg na tradycyjnym wyktadzie. Informacje zawarte w tym
opracowaniu utatwiaja zdanie egzaminu z Mechaniki Ptynéw, gdyz zawieraja mini-
malny material, ktéry jest niezbedny.

W drugiej czesci tego opracowania przedstawione sg zadania, ktore realizowane sg
na ¢wiczeniach z Mechaniki Ptynéw. Réwniez w tym przypadku wyjasnienia ograni-
czone sa do minimum, gdyz te przedstawiane sa podczas zaje¢ w tradycyjnej formie.

Odnosnie notacji, ktéra obowiazuje w tym opracowaniu, mozna zauwazy¢, ze
wektory i tensory pisane sa pogrubiona czcionka. Dla przyktadu wektor predkosci
oznaczany jest jako u, podczas gdy ten sam wektor pisany na tablicy, miatby inny
zapis 4. Tensory w zapisie odrecznym moga by¢ podkreslane z dotu. Jezeli tensor
predkosci deformacji ma zapis D, to na tablicy wygladalby w nastepujacy sposob
D. Zmienne typu cisnienie p, temperatura 1" czy czas t pisane sg czcionkg pochyta.
Wryjatkiem sa tu duze litery greckie typu I', II i zmienne wektorowe lub tensorowe.
By¢ moze, ze jest to mylace, ale wynika to z tradycji.



Wykaz wazniejszych oznaczen

tensor spinu

ciepto, stala

tensor predkosci deformacji
energia wewnetrzna
gestod¢ sit masowych
wektor grawitacji

moment naporu

wersor normalny

napor, wypor

ci$nienie

funkcja cisnienia

wektor (gestosé) strumienia ciepla
wektor wodzacy
indywidualna stata gazowa
entropia

powierzchnia

czas

temperatura

wektor (pole) predkosci
objetosé
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Litery greckie

delta Kroneckera

predkos¢ Scinania

cyrkulacja

wspoOtczynnik przewodnictwa
tensor przewodnictwa

funkcja dyssypacji

potencjal

wspotczynnik lepkosci dynamicznej
potencjal, wielko$é¢ bezwymiarowa
gestosé

wektor naprezenia

tensor naprezenia

naprezenie styczne, granica ptyniecia
lepkosciowa cze$é¢ o

predkosé katowa
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Rozdziat 1

Teoria pola

1.1. Operatory rézniczkowe
Operator wektory nabla V wyraza si¢ wzorem
V=t—+)—+k+—. (1.1)
Y

Postugujac sie tym symbolem, wprowadza sie pojecia gradientu funkcji f skalarnej

w postaci
f LOf 2 0f
i3s T, TR

Zatem gradient skalara jest wektorem (polem wektorowym). Jezeli wektor u ma
nastepujace sktadowe

Vf= (1.2)

u= uxi—i—uyj+ujlz:, (1.3)

to dywergencja (Zrédtowosé) definiowana jest jako iloczyn skalarny operatora nabla

(1.1) i wektora u (1.3)) w postaci
ou,  Ou, Ou,

V.-u= +

. 1.4
ox dy + 0z (14)

Dywergencja wektora jest skalarem (polem skalarnym). Rotacja wektora u definio-
wana jest jako iloczyn wektorowy operatora nabla (1.1 i wektora u (1.3 w naste-

pujacy sposob
i k|
O u,  Ouy \ . Oou, Ou,\ . Ou, Ouy )\ »
£ L= - — — — k. (1.5
Zy ZZ <8y 0z>z+<8z 8:B)‘7+<0:E dy (15)
Y z

Rotacja wektora jest wektorem. Mozna réwniez wykorzystywaé¢ dwukrotne operatory
rézniczkowe. Waznym operatorem podwdjnym jest laplasjan (operator Laplace’a[[)
V2, ktory definiowany jest jako dywergencja gradientu w postaci

82f *f  *f

2
V=V =Gat gt g (1.6)

Vxu=

§ 8"@; .y

'Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) — matematyk, fizyk i astronom francuski



1.2. Slad tensora 3

Laplasjan wektora u liczony jest jako laplasjan jego sktadowych w nastepujacy spo-
sob

Viu =i Vu, + 3V, + k VZu,. (1.7)
Laplasjan wektora jest wektorem. Innym operatorem podwojnym jest gradient gra-

dientu funkcji skalarnej f, ktory nazywa sie¢ Hesjanem

o%f o%f o*f

Oz2 0x0y Oz0z

2 2 2
VVf=H(f) = ;yaf; fggf; gyafz . (1.8)
82f  84f  O%f

0z0x  0z0y 22

Gradient wektora (pola wektorowego), ktérym jest juz gradient skalara Vf, jest
tensorem. Wiecej szczeg6tow podane jest w ¢wiczeniu w rozdziale [10]

1.2. Slad tensora

Jezeli dany jest tensor T w nastepujacej postaci

Ty T Tis
T = T21 T22 T23 , (19)
T3 T30 T33

to $lad tensora T oznaczany jest jako tr T i stanowi on sume sktadowych na diago-

nali, co zapisuje sie jako

3
tr T =Y Ty = Ti1 + Too + Tis. (1.10)

=1

1.3. Aksjator i dewiator tensora

Kazdy tensor T mozna roztozyé¢ na sume aksjatora (tensora kulistego) T4 i
dewiatora TP

T=T"+T". (1.11)
Jako aksjator T# definiuje sie tensor w postaci
T = 16t T. (1.12)
Zatem dewiator TP, na podstawie dekompozycji (1.11)), przyjmuje postaé
T° =T - 15T, (1.13)

gdzie 6 jest delta Kroneckera — tensorem jednostkowym

5= (1.14)

o O =
O = O
_ o O



4 Rozdzial 1. Teoria pola

1.4. Iloczyn podwdjnie skalarny tensoréow

[loczyn podwdjnie skalarny “:” tensoréw o identycznych rozmiarach definiuje sie
w nastepujacy sposob

3 3
T:T=> )Y T,T;. (1.15)

i=1j=1

o

Iloczyn ten daje w wyniku skalar i jest analogiczny do iloczynu skalarnego
wektoréw. Za pomoca iloczynu podwdjnie skalarnego mozna zapisa¢ $lad tensora
(1.10) w nastepujacy sposob

trT=6:T. (1.16)

1.5. Twierdzenie Stokesa

Twierdzenie Stokesaﬂ o zamianie catki krzywoliniowej na powierzchniowg ma
nastepujacg postac

gSu-dr:ﬂﬁ,. (V x u) dS, (1.17)

oS+

gdzie S jest powierzchnia, pokazana na rysunku[1.1} a S jej dodatnio zorientowa-
nym brzegiem. Brzeg 05 jest krzywa zamknieta. Wersor normalny do powierzchni S
oznaczony jest jako n. Brzeg 0.5 jest dodatnio zorientowany, jezeli jest zorientowany
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, gdy wersory normalny do powierzchni S jest
skierowany do obserwatora.

IS

) »«vqmmw‘

Rys. 1.1: Tlustracja do twierdzenia Stokesa

Twierdzenie Sokesa pozwala zamieni¢ catke powierzchniowa ze strumienia rotacji
wektora u na catke krzywoliniows po brzegu powierzchni z samego wektora u. Wzor
Stokesa ma swojg interpretacje hydrodynamiczna, ktéra zostanie oméwiona
w rozdziale 21

2Sir George Gabriel Stokes (1819-1903) — matematyk i fizyk irlandzki



1.6. Twierdzenie Gaussa 5

1.6. Twierdzenie Gaussa

Twierdzenie Gaussaﬂ o zamianie catki powierzchniowej na potréjng ma nastepu-

jaca postac
{fa-uds = [[[ v-uav, (1.18)
V

ov+

gdzie V jest objetoscia, pokazana na rysunku , a OV jej dodatnio zorientowanym
brzegiem. Brzeg 0V jest powierzchnia zamknietg. Wersor normalny do powierzchni
V' oznaczony jest jako fi. Brzeg OV jest dodatnio zorientowany, jezeli wersory nor-
malne skierowane sa na zewnatrz powierzchni V.

Rys. 1.2: Ilustracja do twierdzenia Gaussa

Wzor Gaussa ((1.18) ma réwniez swoja interpretacje hydrodynamiczng, ktora
mowi, ze strumien wektora predkosci u przez zamknietg powierzchnie 0V, bedaca
brzegiem objetosci V', réwny jest calce potrojnej ze zrédtowosci (dywergencji) tego
wektora wewnatrz objetosci V. Wzér Gaussa wykorzystywany jest powszech-
nie w Mechanice Ptynéw do wyprowadzania i przeksztatcania rownan zachowania.

3Johann Carl Friedrich Gau$ (1777-1855) — matematyk, fizyk i astronom niemiecki



Rozdziat 2

Kinematyka

2.1. Pochodna substancjalna

Pochodna substancjalna funkcji f sktada sie z pochodnej lokalnej % oraz kon-

wekeyjnej u- V. Pochodna lokalna obrazuje lokalne zmiany w czasie przy ustalonym
potozeniu w przestrzeni, natomiast pochodna konwekcyjna — zmiany w przestrzeni

w ustalonym czasie

df _of

= _ ) . ] 2.1

a o TV (2.1)
Poszczegdlne symbole to f — funkcja, % — pochodna substancjalna, % — pochodna

czastkowa, u — wektor predkosci, V — gradient, - — iloczym skalarny. Wiecej szcze-
gotéw podane jest w ¢wiczeniu rozdziale [10]

2.2. Linie pradu i linie wirowe

Liniami pradu nazywamy linie, do ktorych styczne sa wektory predkosci u. Row-
nania rozniczkowe rzutow linii pradu na poszczegdlne plaszczyzny maja postaé

dr_dy_d:

2.2
Uy Uy U, (2:2)

Jezeli przez dowolng krzywa, ktéra nie jest linig pradu, poprowadzimy linie pradu,
to otrzymamy powierzchnie¢ pradu. Przyktady wyznaczania linii pradu podane sg w
¢wiczeniu w rozdziale [121

Jezeli wektor predkosci zastapimy wektorem wirowosci

Q =V xu, (2.3)

to analogicznie mozemy moéwié¢ o réwnaniach rézniczkowych rzutéow linii wirowych
w postaci
de  dy dz
Q. Q, Q.
Analogicznie — jezeli przez dowolna krzywa, ktora nie jest linig wirowa, poprowa-
dzimy linie wirowe, to otrzymamy powierzchni¢ wirowa. Przyktady wyznaczania linii
wirowych podane sa w ¢wiczeniu w rozdziale [13]

(2.4)
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Wektorowe réwnanie trajektorii (toréw) ma nastepujaca postaé

dr

(2.5)

W og6lnym przypadku linie pradu i trajektorie nie sa tym samym. Jedne sg tozsame
z drugimi tylko dla przypadku stacjonarnego i niestacjonarnego jednowymiarowego.
Przyktady wyznaczania toréw podane sa w ¢wiczeniu w rozdziale [12]

2.3. Podstawowe tensory

Gradient predkosci definiowany jest jako

881: 8696 a@x

. Uz Uy Uz

Vu=|Ge Jv =] (2.6)
Oug Ouy ou,

0z 0z 0z

Tensor nierownomiernosci pola predkosci definiowany jest jako

ou_
or

Oug
B}

iy
9

b,
Oy

Ouy
63,2
U,
ouy | (2.7)
Ouy
0z

Jak wida¢, tensor nieréwnomiernosci pola predkosci jest transpozycja gradientu
predkosci lub na odwrot

(2.8)

au T au T

Tensor nierownomiernosci pola predkosci rozklada sie na sume dwoch tensoréw,
z ktoérych jeden jest symetryczny, natomiast drugi antysymetryczny

ou_1fou  (ou\T) 1 (ou_ (ouw)!
or 2\ or or 2\ Or or '

Tensor symetryczny D nazywany jest tensorem predkosci deformacji

(2.9)

Oug 1 (Oug Ouy 1 (Ouy Ou
1 /ou Ox 2 ( Oy + Ox ) 2\ 0z + ox
- (Z= — |1 (0w 4 Ous Ouy 1 (Ouy y Ou,
b= 2 <8r —i—Vu) =l2\a T oy dy 2\az T oy . (210
L(0us 4 Qug) 1 <8uz + M) duz
2 \ Oz 0z 2\ 9y 0z 0z

Interpretacja fizyczna sktadowych tensora predkosci deformacji, ktore znajduja sie
na diagonali, sa predkosci deformacji liniowych (objetosciowych). Interpretacja fi-
zyczna sktadowych tensora poza diagonalg to predkosci deformacji postaciowych
(katowych).



8 Rozdziatl 2. Kinematyka

Tensor antysymetryczny A nazywany jest tensorem spinu

0 1 (Buz . %) 1 (Ouz _ Ou:
1 /ou 2 \ Oy oz 2\ 0z oz
—_ (== _ — | 1 (0ug _ Ouy 1 (Ouy _ Ouy
A= <8r vu> L (G — 2u 0 LG - 2] | (211)
_ 1 (Ouz _ Ou: 1 (Ouy  Ou, 0
2\ 0z ox 2 \ 0z dy

Interpretacja fizyczna sktadowych tensora spinu to predkosci katowe

0 —w, wy
—Wy Wy 0

Przyktady wyznaczania sktadowych poszczegdlnych tensorow podane sg w ¢wiczeniu
w rozdziale 13

2.4. Opis ruchu elementu plynu

Predkosé¢ uy dowolnego punktu A sktada sie z predkosci postepowej ugy bieguna

0, predkosci obrotowej wy X dr wokét bieguna oraz predkosci deformacji Dg - dr, co
zapisuje sie

ug = Uug + wp X dI'—|-D0~ dr. (213)

Sytuacja przedstawiona jest na rysunku 2.1 gdzie ry jest wektorem wodzacym
punktu A, ry — wektor wodzacy bieguna 0, dr — réznica miedzy ry4 i rg, uy — wektor
predkosci punktu A, ug — wektor predkosci bieguna 0, du — réznica miedzy uy i ug,
wo — predkosé katowa, definiowana jako %Q, D — tensor predkoéci deformacji.

Rys. 2.1: Opis ruchu elementu ptynu

Z rysunku wynika, ze uy = ug + du, natomiast du zapisuje sie za pomocy
tenosra nieréwnomiernosci pola predkosei ([2.7)) jako g—;‘ - dr, a sam tensor nieréwno-
miernosci pola predkosci rozktadany jest na czesé niesymetryczna (tenosr spinu A
(2.11))) i symetryczna (tensor predkosci deformacji D (2.10])) wedtug wzoru (2.9), co
daje

uA:uo—irdu:ug+2l-dr:uo+(Ao+Do)-dr. (2.14)



2.5. I twierdzenie Helmholtza o wirowosci 9

2.5. I twierdzenie Helmholtza o wirowosci

Twierdzeniu Stokesa (1.17)), a doktadniej jego interpretacja hydrodynamiczna,
moéwi, ze cyrkulacja réwna jest strumieniowi wirowoséci V x u = €2, co zapisuje sie
jako

= Hﬁ-ﬂds. (2.15)
S
Cyrkulacja definiowana jest jako catka krzywoliniowa po brzegu 0S powierzchni S
T = 56 u- dr, (2.16)
oS+

a strumien wirowosci €2 jako catka powierzchniowa

Hﬁ.ﬂdsz iﬂ Q, ds, (2.17)
S

S

gdzie €2, jest rzutem wektora €2 na kierunek okreélony przez wersor 7. Znak 4 zalezy
od wzjamnej orientacji wektora €2 i wersora n. Jezeli kat pomiedzy wektorami jest
mniejszy od kata prostego, to mamy znak plus.

Rysunek [2.2] przedstawia fragment rurki wirowej. Z pierwszego twierdzenia Helm-
holtzal] o wirowosci wynika, ze

j f 0, dS = ﬂ s, dS, (2.18)

S1

lub ze wzoru Stokesa ([2.15))
T, =T, (2.19)

czyli cyrkulacja wzdtuz rurki wirowej jest stata, a doktadniej stata jest cyrkulacja w
kazdym przekroju rurki wirowej. Poniewaz krzywa 0S5 jest brzegiem przekroju rurki
wirowej S, to strumien wirowosci przez dowolny przekréj (natezenie rurki wirowej)
pozostaje stalty.

Rys. 2.2: Fragment rurki wirowej

"Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) — lekarz, fizyk i filozof niemiecki



Rozdziat 3

Ro6ownania zachowania

3.1. Réwnanie zachowania masy
Rézniczkowa posta¢ rownania zachowania masy wyglada nastepujaco

dp
— -u=10 3.1

gdzie % oznacza pochodng substancjalna, ¢t — czas, p — gestos¢, V- — dywergencje,
a u jest wektorem predkosci. Inna rézniczkowa posta¢ rownania zachowania masy
wyglada nastepujaco

dp

L (pu) (32)
Jest to jedno réwnanie skalarne, ktére zawiera cztery niewiadome funkcje — gestosé
p i trzy sktadowe wektora predkosci u,, u,, u,. Jezeli zalozymy stacjonarnos¢, to

rownanie (3.1]) lub (3.2)) przechodzi w
V- (pu) = 0. (3.3)

Nadal mamy cztery niewiadome. Jezeli zatozymy niescisliwosé p = const, to rownia

(3-1), (2), (3.3) upraszczaja si¢ do
V-u=0. (3.4)
Tym razem mamy trzy niewiadome u,, u,, u.. Jezeli oprocz niescisliwosci zatozymy

potencjalnosé u = Vo, gdzie ¢ jest potencjatem predkosci, to z réwnania ((3.4))
otrzymamy rownanie Laplace’a w postaci

V- -Vy = Vi =0. (3.5)
Tym razem mamy tylko jedng niewiadomg — potencjal ¢. Zatozenie potencjalnosci

jest stuszne wtedy i tylko wtedy, gdy pole predkosci jest bezwirowe, czyli V xu = 0.
Wiecej informacji znajduje sie w rozdziale [11]
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3.2. Ro6wnanie zachowania pedu

3.2.1. Tensor naprezenia

Zaleznos¢ pomiedzy tensorem naprezenia o a wektorem naprezenia o, wyraza
zaleznoé¢ Cauchy’egd]
o,="m-0, (3.6)

gdzie M jest wersorem normalnym do rozwazanej powierzchni. Tensor naprezenia o
zapisywany jest nastepujaco

Ozx Ogzy Ogz
o= |0y Oy Oy |. (3.7)
Oz Ozy Oz

Na diagonali tensora (3.7)) znajduja si¢ naprezenia normalne, a poza diagonala mamy
do czynienia z naprezeniami stycznymi.

3.2.2. Rézniczkowa postaé¢ rO6wnania zachowania pedu

Roézniczkowa posta¢ réwnania zachowania pedu, ktéra odpowiada drugiej zasa-
dzie dynamiki NewtonaP] dla ogrodkéw cigglych, ma postaé

du

p
gdzie u jest wektorem predkosci, p — gestoscia, % — pochodng substancjalna, t — cza-
sem, f — gestoscia rozktadu sit objetosciowych, V- — dywergencja, o — tensorem na-
prezenia. Rownanie jest rownaniem wektorowym, ktore w ogdlnym przypadku
odpowiada trzem réwnaniom skalarnym. Po prawej stronie réwnania mamy
sity masowe (na jednostkowa objeto$¢) pf, gdzie gestosé rozktadu sit masowych f
sprowadza sie gtownie, cho¢ nie tylko, do grawitacji f = g. Wyraz V - o zwiazany
jest z sitami powierzchniowymi. Lewa strona réwnania (3.8|) opisuje szybkos¢ zmian
pedu. Réwnanie zachowania pedu wprowadza dziewie¢ nowych niewiadomych,
ktorymi sg sktadowe tensora naprezenia o ((3.7)).

3.2.3. Catkowa postaé¢ ré6wnania zachowania pedu
Jedna z catkowych postaci rownania zachowania pedu (3.8]) wyglada nastepujaco
d(pu) Lo .
fffwd‘/—i—@puu-ndS—fjfpde#—giﬁn-O‘dS, (3.9)
v v+ v v+

gdzie V oznacza rozwazang objeto$é kontrolna, a 0V brzeg tej objetosci — po-
wierzchnie zamknieta, dodatnio zorientowana (na zewnatrz). Rownanie (3.9)) przy-
datne jest do wyznaczania reakcji. Przyktad zastsosowania znajduje si¢ w rozdziale
5]

! Augustin Louis, baron Cauchy (1789-1857) — matematyk francuski
2Sir Isaac Newton (1642-1727) — fizyk, matematyk, astronom i filozof angielski
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3.3. Ro6wnanie zachowania momentu pedu

Z réwnania zachowania momentu pedu wynika, ze tensor naprezenia o (3.7) jest
tensorem symetrycznym, co zapisuje sie¢ w ten sposob, ze tensor o réwny jest swojej
transpozycji o*

Ozz Ozy Ogzz
— ol =
0=0 = |0y 0y O04.|. (3.10)
Oxz Oyz Oz

Symetrycznosé tensora naprezenia (3.10) pozwala zmniejszy¢ liczba niewiadomych
o trzy.
Tensor naprezenia (3.9) dekomponuje sie w nastepujacy sposéb

o=—pd+r, (3.11)

gdzie —pd jest odwracalng czescig tensora naprezenia o, a T cze$cig nieodwracalng
(lepkosciowa). Przez p oznacza sie cisnienie, a § jest delta Kroneckera ([1.14]).

3.4. R6éwnanie zachowania energii

Rézniczkowa postaé¢ rownania zachowania energii wyglada nastepujaco

d

1,2 —

gdzie p oznacza gestosé, % — pochodng substancjalna, t — czas, u mdout (dtugosé)
wektora predkosci u, e — energie wewnetrzng, f — gesto$é¢ rozktadu sit masowych,
V. — dywergencja, o — tensor naprezenia, q — wektorowy strumien ciepta (gestosé
strumienia ciepta). W réwnaniu po lewej stronie mamy szybko$¢ zmian energii
kinetycznej ruchu makroskopowego i energii wewnetrznej. Po prawej stronie mamy
moc sit masowych pf -u, moc sit powierzchniowych V- (o-u) i strumien ciepta
V- q. Réwnanie zachowania energii jest réwnanie skalarnym i wprowadza
pie¢ nowych niewiadomych — temperature 7', energie wewnetrzng e i wektorowy
strumien ciepta q, ktéry ma trzy sktadowe.

Réwnanie energii catkowitej e. jest inng wersja rownania zachowania energii

(3.12) i zapisywane jest jako

de.  Op
P —E—FV- (tT-u)—V-q. (3.13)

Przez energie catkowity e, rozumie sie sume energii kinetycznej %uQ, wewnetrznej e,
potencjalnej II i energii ci$nienia %

ce=tut+e+T+ 2 (3.14)
p
Interpretacja rownania energii catkowitej (3.13)) méwi, ze na szybkos$é zmian energii

catkowitej e, wplyw ma niestacjonarno$¢ pola cisnienia p, efekty zwigzane z lepko-
Sciowq czescig T tensora naprezenia o i strumien ciepta q.
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3.5. Bilans ré6wnan i niewiadomych

Zestawienie wszystkich réwnan zachowania, tj. réwnania zachowania masy ({3.1),

pedu (3.8), energii (3.12), wyglada nastepujaco

dp
g—I—pV-u—O,
S v (3.15)

d 1,2
Pt (3v*+¢)=pf-u+V-(o-u)-V-q

Tensor naprezenia w powyzszym uktadzie jest symetryczny, co oznacza, ze wyko-
rzystany zostal rowniez wniosek z réwnania zachowania momentu pedu w postaci
. Uktad trzech rownan odpowiada uktadowi pieciu réwnan skalarnych.
Nie mozna tego uktadu rozwigzac¢, gdyz ma on czternascie niewiadomych — gestos¢
p, trzy sktadowe wektora u, szes¢ sktadowych tensora naprezenia o, energie we-
wnetrzng e i trzy sktadowe wektorowego strumienia ciepta q. Zaktadamy, ze gestosé
rozktadu sit masowych f sprowadza sie do wektora grawitacji g.

Mozna réwniez zestawié¢ inne postaci rownania zachowania pedu przy wy-
korzystaniu dekompozycji oraz roOwnania energii catkowitej (13.13)). W takim
przypadku uktad réwnan wygladatby nastepujaco

dp
dt—i—qu ,
du
d fy 5 p dp
1 m+<) = (t-u) =V -aq.
pdt<2u +e+ +p> aﬁv (t-u)—V-q

Roéwniez teraz lepkosciowa czes¢ T tensora naprezenia jest symetryczna, co oznacza,
ze wykorzystany zostal rowniez wniosek z rownania zachowania momentu pedu w
postaci . Uktad odpowiada uktadowi pigciu rownan skalarnych. I tym
razem nie mozna tego ukladu rozwigzaé, gdyz ma on pietnascie niewiadomych —
gestosé p, trzy sktadowe wektora u, szes¢ sktadowych lepkosciowej czesci T tensora
naprezenia, energie wewnetrzng e, cisnienie p i trzy sktadowe wektorowego strumie-
nia ciepta q. Potencjal II jest znany.

Whiosek z tego rozdziatu jest taki, ze ogdlne prawa fizyki, ktérymi sg réwnania
zachowania, nie wystarcza do rozwiazywania zagadnien ruchu ptynu, gdyz rownan
zachowania jest mniej niz niewiadomych.



Rozdziat 4

Ro6éwnania konstytutywne

4.1. Hipoteza Newtona

Hipoteza Newtona podaje zaleznos¢ pomiedzy naprezeniami a predkosciami od-
ksztalcen, a doktadniej pomiedzy nieodwracalna (lepka) czescia tensora naprezenia
T, wedtug dekompozycji , a tensorem predkosci deformacji D . Zaleznosé
ta dla przeptywéw jednowymiarowych ma postac

Ouy,
Toy = (4.1)
Y ay
lub w zapisie skréconym
T = [y, (4.2)

gdzie p jest wspotczynnikiem lepkosci dynamicznej, a v predkoscia scinania. Troj-
wymiarowe uogoélnienie zaleznosci (4.1]) lub (4.2)) przyjmuje nastepujaca postaé

T = 2uDP, (4.3)

gdzie dewiator DP tensora predkosci deformacji D zapisuje sie, zgodnie z zaleznoscia
(1.13), w nastepujacy sposéb

D°=D-3strD=D— 8V u (4.4)

W ten sposéb tensor naprezenia o mozna zapisaé, wedtug dekompozycji (3.10]), w
nastepujacy sposob
o = —pd +2uD". (4.5)

Dla przeptywéw plynu niescisliwego (p = const) dewiator tensora D jest tozsamy z
samym tensorem, wiec
o= —pd+2uD. (4.6)

Hipotez¢ Newtona wprowadza si¢ po to, aby zmniejszy¢ liczbe niewiadomych
w uktadzie réwnai zachowania (3.15) lub (3.16). Biorac pod uwage wzor lub
(4.6]), widaé ze nieznane sze$¢ sktadowych tensora naprezenia o zostato zredukowane
do dwoch niewiadomych — ci$nienia p i wspotezynnika lepkosci p. Zatem liczba
niewiadomych zmniejszyta si¢ o cztery. Jezeli wspotczynnik lepkosci p jest staty,
to liczba niewiadomych zmniejszy sie o pie¢. Gazy sa ptynami newtonowskimi, ale
nie wszystkie ciecze mozna klasyfikowaé jako newtonowskie.
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4.2. Plyny nienewtonowskie

Ptyny nienewtonowskie nie spetniaja hipotezy Newtona lub . Istnieja
rozne modele opisujace zachowanie ptynéw nienewtonowskich. Najprostsza grupa sa
uogolnione ptyny newtonowskie, gdzie wspotczynnik lepkosci p zalezy od predkosci
Scinania 7y, co zapisuje si¢ jako

7= pu(y)y (4.7)

lub w przypadku tréjwymiarowym
T = 2u(v)D. (4.8)

Zaleznosé w formie graficznej nazywana jest krzywa plyniecia. Rysunek
pokazuje wybrane modele ptynéw nienewtonowskich. Przez 7y oznaczono granice
plyniecia, a przez n — bezwymiarowy parametr reologiczny. Wspoélczynnik k£ ma
wymiar taki sam, jak wspotczynnik lepkosci pu.

Sznlman

Generalised Herschel

1
T":T (k’Y) T—To—l—k'y + foo?Y
pr = ()" il |p= kN
- (& ) % El o
m:=n \ ::z \
Generalised Casson Hersthel-Bufkley Luo-Kuang
1 i 1
T =T +1(k’7)” T=10+ k" T—To-f—k?\/k_—f',uocﬁ
n — To n—1 — To _r__
n:—2‘ n:—\ n:=1 10 := 0
Casson Bingham Ostwald-de Waele
VT =1+ VEk T—To—l—k}’)/ T =ky"
N P s e =
To 1= 0/
=0 n:=1
Newton
T=ky J
p=FK

Rys. 4.1: Uogdélnione ptyny newtonowskie

Na przyktad dla modelu Binghama krzywa ptyniecia opisana jest wzorem
T="T0+ kv (4.9)

natomiast wspotczynnik lepkosci dynamicznej jako

p=—=114k (4.10)
v hl
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Wzory i pokazane sa graficznie na wykresie Analogiczne wykresy
(krzywe plyniecia) mozna wykresli¢ dla innych modeli z rysunku . Krzywa plynie-
cia dla ptynu newtonowskiego jest linig prosta przechodzaca przez poczatek uktadu
wspotrzednych. Tangens nachylenia tej krzywej jest rowny wspotczynnikowi lepkosci
dynamicznej p.

0
T
Bingham
H-B
& 70 _ Newton
-7 O-de W
0 40
0

Rys. 4.2: Przyktadowe krzywe ptyniecia

4.3. Prawo Fouriera

Prawo Fourieraﬂ jest kolejnym przyktadem réwnania konstytutywnego, ktore
wprowadza sie w celu wyrazenia wektorowego strumienia ciepta (gestosci strumie-
nia cieplta) q przez inne wielkosci, aby zredukowa¢ liczbe niewiadomych. Wektorowa
posta¢ prawa Fouriera ma postac

q=—A-VT, (4.11)
gdzie A jest tensorem przewodnictwa dla osrodkéw anizotropowych. Tensor ten jest
znany, gdyz opisuje osrodek, w ktérym analizujemy przewodnictwo ciepta. Jezeli

o$rodek jest izotropowy, to tensor przewodnictwa redukuje siec do wspotczynnika
przewodnictwa ciepta A, a prawo Fouriera (4.11)) do prostszej postaci

q=—\VT. (4.12)
Dzigki zaleznosci konstytutywnej (4.12) mozliwe jest zredukowanie liczby niewiado-
mych sktadowych wektora q, ktora wynosi trzy, do jednej niewiadomej 7T'.
4.4. Ré6wnania stanu

Réwnanie stanu gazu doskonatego w postaci

p = pRT (4.13)

! Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) — matematyk i fizyk francuski
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jest kolejnym przyktadem rownania konstytutywnego, ktore wiaze ze soba trzy pa-
rametry p, p i T' w prosty sposéb za pomoca réwnania algebraicznego. Réwnanie
4.13)) stuszne jest dla gazow doskonatych i moze by¢ dodane do uktadu réwnan
3.15)) lub (3.16)) zwiekszajac jego liczbe. Réwnania nie stosuje sie oczywiscie
dla cieczy.

Innym przyktadem réwnania konstytutywnego, znanego z termodynamiki, jest
kaloryczne rownanie stanu, ktore podaje zalezno$¢ pomiedzy energia wewnetrzng e
i temperatura T’

de = ¢, dT, (4.14)

gdzie ¢, jest cieptem wlasciwym przy stalej objetosci. Zaleznosé stuszna jest
dla gazéw i cieczy. Ciepto ¢, moze by¢ dodatkowo funkcja temperatury. Funkcja ta
jest znana i zalezna od ptynu. W najprostszym przypadku c, jest state. Kaloryczne
rOwnania stanu pozwala zmniejszy¢ liczbe niewiadomych o jedna, gdyz wyraza
energie wewnetrzng e przez temperature 7.



Rozdziat 5

Zasady termodynamiki dla
osrodkow cigglych

5.1. Druga zasada termodynamiki

Druga zasada termodynamiki dla o$rodkéw ciagtych i przemian nieréwnowa-
gowych wyrazona jest za pomoca nieréwnosci Clausiusal} DuhemaP] w nastepujacy
sposob

ds q
"> V.= 5.1
Pae = VT (5:1)
gdzie p oznacza gestosc, % — pochodng substancjalng, t — czas, s — entropie wtla-

Sciwa, q — wektorowy strumien ciepta, T' — temperature i V- — dywergencje. Iloraz
strumienia ciepta i temperatury q/7" zwany jest strumieniem entropii. Zatem druga
zasada termodynamiki (5.1)) mowi, ze szybko$¢ zmian entropii (lewa strona nieréw-
nosci) jest wieksza lub réwna od strumienia entropii (prawa strona nieréwnosci).
Przez strumien entropii rozumie sie tutaj entropie transportowana z cieptem. W
przypadku, gdyby znak nieréwnosci w relacji zamieni¢ na réwnoscé, to mieliby-
$my do czynienia z procesami rownowagowymi (odwracalnymi).

Z drugiej zasady termodynamiki (5.1)) wynika réwnanie bilansu entropii w na-
stepujacej postaci

ds ¢ q
a =T VT (5:2)

gdzie ¢ jest funkcjg dyssypacji. Jezeli wstawimy rownanie bilansu entropii do
nierownosci Clausiusa-Duhema , to zauwazymy, ze ¢ > 0, czyli funkcja dyssy-
pacji jest zawsze nieujemna. Rownanie bilansu entropii méwi, ze na szybko$¢ zmian
entropii wplywa entropia transportowana z cieplem (strumiefi entropii) i procesy
dyssypacyjne, ktére opisane sg funkcja dyssypacji ¢. Funkcje dyssypacji dekompo-
nuje sie na czed¢ zwiazang z procesami mechanicznymi (lepkoscia) ¢, i procesami
termicznymi ¢, w nastepujacy sposob

'Rudolf Julius Emanuel Clausius (1822-1888) — fizyk niemiecki
2Pierre Maurice Marie Duhem (1861-1916) — fizyk i matematyk francuski
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Lepkosciowa (mechaniczna) cze$é funkeji dyssypacji wylicza sie z nastepujacej za-
leznosci
¢, = 2uD"?, (5.4)

gdzie symbol DP? rozumiany jest jako kwadrat dewiatora tensora predkosci deforma-
cji. Catkowanie lepkosciowej czesci funkeji dyssypacji po objetosci przepltywu
daje moc dyssypacji. Samo pojecie dyssypacji jest rozumiane jako nieodwracalna
zamiana czesci energii kinetycznej w ciepto.

5.2. Pierwsza zasada termodynamiki

Pierwsza zasada termodynamiki dla osrodkéw cigglych zapisywana jest w naste-
pujacy sposob
de
Pt
i wynika z réwnania zachowania energii i przeksztatconego réwnania zachowa-
nia pedu . W réwnaniu (5.5) p — oznacza gestosé, % pochodng substancjalna,
e — energie wewnetrzna, t — czas, T — lepko$ciowa czes¢ tensora naprezenia, Vu
— gradient predkosci, p — cisnienie, V-u — dywergencje predkosci, V-q — dywer-
gencja wektorowego strumienia ciepla (gestosci strumienia ciepta). Pierwsza zasada
termodynamiki dla osrodkéw ciggtych i przemian nieodwracalnych mowi, ze
szybko$¢ zmian energii wewnetrznej, a wiec temperatury, spowodowana jest trzema
czynnikami. Pierwszym jest praca sit lepkosciowych T : Vu, ktore zwiazane sa z
nieodwracalng czescig T tensora naprezenia. Drugim jest praca sit odwracalnych
pV -u zwiazana z odwracalna (nielepka) cze$cia —p8 tensora naprezenia. Trzecim
czynnikiem jest przewodnictwo ciepta V - q.

Pierwsza zasada termodynamiki w postaci jest réwnaniem skalarnym, w
ktorym wystepuja trzy wielkosci opisywane réwnaniami konstytutywnymi. To co jest
rowniez istotne, jest to, ze te trzy wielkosci, jak réwniez rownania konstytutywne, sg
réznych walencji. Energia wewnetrzna (doktadniej jej przyrost) de jest skalarem i
skalarne jest rownanie konstytutywne, zwane kalorycznym réwnaniem stanu (4.14]).
Strumien (gestos¢) ciepla q jest wektorem, podobnie jak prawo Fouriera w postaci
np. (4.12)). Wreszcie lepkosciowa cze$é T tensora naprezenia jest tensorem, podobnie
jak hipoteza Newtona, ktéra moze by¢ okreslona np. dla ptynéw newtonowskim réw-
naniem (4.3). Po wykorzystaniu trzech réwnan konstytutywnych, pierwsza zasade
termodynamiki mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

dT pdp

=Tt:Vu—pV-u—V-q (5.5)

Cop— = E L LWV, 5.6
ktora znana jest pod nazwa réwnania energii wewnetrznej lub w zagadnieniach wy-
miany ciepta — réwnaniem Fouriera—Kirchhoffaﬂ Dla statej gestosci (p = const)
rOwnanie powyzsze upraszcza sie do ponizszej postaci

dT
C,Upa = (bl‘ + )\VZT (57)

3Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) — fizyk niemiecki



Rozdzial 6

Domkniete uktady réwnan

6.1. Rownania Naviera-Stokesa

Réwnania NavieraHStokesa otrzymuje sie z rownania zachowania pedu i
hipotezy Newtona w postaci dla ptynéw Scidliwych lub dla ptynéw nie-
scisliwych.

Najogolniejsza posta¢ rownania Naviera-Stokesa otrzymywana jest dla plynéw
Scisliwych przy zmiennym wspotezynniku lepkosci p, co zapisuje si¢ w nastepujacy
sposob

du

Pt

Jezeli wspotezynnik lepkosci p jest staty, to réwnanie Naviera-Stokesa wyglada na-
stepujaco

= pf = Vp+ V- (2uDP). (6.1)

du

Pt

Dla przypadku niescisliwego i zmiennego wspoélczynnika lepkosci p wystarczy zasta-

pi¢ dewiator DP tensora predkosci deformacji samym tensorem predkosci deformacji

D, gdyz oba tensory sa wtedy tozsame. Dla plynéow newtonowskich wspotczynnik

lepko$ci moze by¢ funkcjg wytacznie temperatury 7', natomiast dla uogdélnionych

plynéw newtonowskich wspotczynnik lepkosci 1 moze zaleze¢ jeszcze od predkosci

Scinania . Dla obu przypadkéw réwnanie Naviera-Stokesa przyjmuje nastepujaca
postac

= pf — Vp+puV?u+ tuV (V-u). (6.2)

du
dt
Roéwnanie Naviera-Stokesa dla przypadku niescisliwego i przy staltym wspoétezynniku
lepkosci ma postac

p— =pf—Vp+ V. (2uD). (6.3)

du
dt
Réwnanie (6.4) stuszne jest wylacznie dla ptynéw newtonowskich i jest najczescie]

spotykana postacig rownania Naviera-Stokesa. Powyzsza posta¢ moze by¢ réwniez
stosowana dla przeptywow plynéw sScisliwych, o ile liczba Macha jest mata.

p— = pf — Vp+ uViu (6.4)

!Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836) — fizyk i inzynier francuski
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6.2. Plyn niescisliwy dla stalej lepkosci

Domkniety uktad réownan, ktory opisuje ruch ptynu niescisliwego przy statym
wspoétezynniku lepkosei i, tworza réwnanie zachowania masy (3.4)) i réwnanie Naviera-

Stokesa (6.4)

V-u=0,

du (6.5)

P = pf — Vp + uV*u.
W uktadzie mamy cztery réwnania skalarne i cztery niewiadome. Niewiado-
mymi sg trzy sktadowe u,, u,, u, wektora predkosci u i cidnienie p. Gestosé p jest
znana, podobnie jak wspotezynnik lepkosci pu. Gestosé rozktadu sit masowych f spro-
wadza si¢ do wektora grawitacji g. Ponadto w uktadzie réwnan V- oznacza
dywergencje, % — pochodng substancjalng, ¢ — czas, V — gradient i V? — laplasjan.
Przyktady rozwigzan uktadu podane sa w rozdziatch , i .

6.3. Plyn niesciSliwy dla zmiennej lepkosci

Domkniety uktad rownan, ktory opisuje ruch ptynu niescisliwego przy wspot-
czynniku lepkosci p zaleznym wytacznie od temperatury, tworza réwnanie zacho-
wania masy (3.4)), rownanie Naviera-Stokesa ({6.3) i uproszczona postaé réwnania

Fouriera-Kirchhoffa (5.7)

V-u=0,
du
p— =pf = Vp+ V. (2uD),
dT 5 ‘
cvpangu—i-)\v T,
p=f(T).

Powyzszy uktad stuszny jest dla ptynéw newtonowskich. W uktadzie mamy
szes¢ rownan skalarnych i szes¢ niewiadomych. Niewiadomymi sa trzy sktadowe u,,
uy, u, wektora predkosci u, ci$nienie p, temperatura 7' i wspoétezynnik lepkosci p.
Gestosc¢ p jest znana. Gestosé rozktadu sit masowych f sprowadza si¢ do wektora
grawitacji g. Dodatkowo w uktadzie réwnan V - oznacza dywergencje, % -
pochodng substancjalng, t — czas, V — gradient, V - — dywergencja, V2 — laplasjan i
A — wspolezynnik przewodnictwa. Funkcja dyssypacji ¢, liczona jest wedlug wzoru
(5-4), pamictajac o tym, ze dewiator DP tensora predkosci deformacji jest tozsamy
z tensorem predkosci deformacji D dla ptynéw niescisliwych. Funkcja dyssypacji
zalezy wiec od wspotezynnika lepkosci p i sktadowych wektora predkosci u, a do-
ktadniej od pochodnych sktadowych predkosci. Dla cieczy zamiast ciepta wtasciwego
przy stalej objetosci ¢, pisze sie zwykle c. Funkcja f jest znana.
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6.4. Plyn nienewtonowski

Domkniety uktad rownan, ktory opisuje ruch ptynu nienewtonowskiego, tworza
rOwnanie zachowania masy , rownanie Naviera-Stokesa w postaci iza-
leznosé, ktoéra opisuje wspodtezynnik lepkosci p jako funkeje predkosci $cinania +.
Zaleznos¢ ta moze by¢ dowolng funkcja z rysunku Uktad réwnan wyglada na-
stepujaco

V-u=0,
d
p£ =pf —Vp+ V- (2uD), (6.7)
= f).

W uktadzie (6.7)) mamy pie¢ réwnan skalarnych i pie¢ niewiadomych. Niewiadomymi
sg trzy sktadowe u,, u,, u, wektora predkosci u, cisnienie p i wspotezynnik lepkosci
i. Gestos¢ p jest znana. Gestosé rozktadu sit masowych f sprowadza sie do wek-
tora grawitacji g. Dodatkowo w uktadzie réwnan V - oznacza dywergencje,
% — pochodng substancjalng, t — czas, V — gradient i V- — dywergencja. Funkcja
dyssypacji ¢, liczona jest wedlug wzoru dla DP = D, gdzie D jest tensorem
predkosci deformacji. Funkcja dyssypacji zalezy zatem od wspotczynnika lepkosci p
i pochodnych sktadowych wektora predkosci u.

6.5. Plyn SciSliwy dla statej lepkosci

Domkniety uktad rownan, ktory opisuje ruch ptynu $cisliwego przy staltym wspot-
czynniku lepkosci p i statym ciepte wtasciwym c,,, tworza rownanie zachowania masy
(3-1), réwnanie Naviera-Stokesa (6.2)), rownanie Fouriera-Kirchhoffa i réwnanie
stanu gazu doskonatego (4.13])

dp
- u=0
dt—l—pV u ,
U e Vp ot pVPu+ LV (V)
Pae —° ST“ 3; ’ (6.8)
pap 2
= = CL L aveT

p = pRT.

W uktadzie mamy szes¢ rownan skalarnych i szes¢ niewiadomych. Niewia-
domymi sg trzy skladowe u,, u,, u, wektora predkosci u, ci$nienie p, gestos¢ p i
temperatura T'. Gestosé rozktadu sit masowych f sprowadza sie¢ do wektora gra-
witacji g. Dodatkowo w uktadzie réwnan V- oznacza dywergencje, & — po-
chodng substancjalng, t — czas, V — gradient, V- — dywergencja, V2 — laplasjan i
A — wspotezynnik przewodnictwa. Funkcja dyssypacji ¢, liczona jest wedtug wzoru
. Funkcja dyssypacji zalezy zatem od wspotezynnika lepkosci p i pochodnych
sktadowych wektora predkosci u. Indywidualna stata gazowa oznaczona jest jako R.
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6.6. Plyn SciSliwy dla zmiennej lepkosci

Domkniety uktad réwnan, ktéry opisuje ruch pltynu $cisliwego przy zmiennym
wspotczynniku lepkosci p i zmiennym ciepte wtasciwym c,, tworza réwnanie za-
chowania masy , rownanie Naviera-Stokesa w postaci , rOwnanie Fouriera-
Kirchhoffa (5.6]), rownanie stanu gazu doskonatego i zaleznosci, ktéra opisuje
wspotezynnik lepkosci p i ¢, jako funkcje temperatur. Uktad réwnan wyglada na-
stepujaco

dp

" u=0
a Vo=l
du D
pE:pf—Vp—i-V-(Q,uD),
dr pdp 2
R e T 6.9
C”pdt ¢u+pdt+w , (6.9)
p = pRT,
/J“:fl(T>7
Cv:fQ(T>'

W uktadzie (6.9) mamy osiem réwnan skalarnych i osiem niewiadomych. Niewia-
domymi sg trzy sktadowe u,, u,, u, wektora predkosci u, cisnienie p, gestos¢ p,
temperatura T', wspotezynniki p i ¢,. Gestos¢ rozktadu sit masowych f sprowadza
sie¢ do wektora grawitacji g. Dodatkowo w uktadzie réwnan V - oznacza dy-
wergencje, % — pochodna substancjalna, t — czas, V — gradient, V- — dywergencja,
V? — laplasjan i A — wspétezynnik przewodnictwa. Funkcja dyssypacji ¢,, liczona jest
wedtug wzoru . Funkcja dyssypacji zalezy wiec od wspotezynnika lepkosci p i
pochodnych sktadowych wektora predkosci u. Indywidualna stata gazowa oznaczona
jest jako R, a DP dewiator tensora predkoéci deformacji. Funkcje fi i f; sa znane.



Rozdzialt 7

Przeplywy plynéw nielepkich

7.1. Domkniete uklady réwnan

7.1.1. Ro6wnanie Eulera

Dla przepltywéw plynéw nielepkich (idealnych) zaklada sie zerowy wspotezyn-
nik lepko$ci u i zerowy wspotezynnik przewodnictwa ciepta A. Réwnanie Eulera]l]
otrzymujemy z dowolnej postaci réwnan Naviera-Stokesa (6.1])-(6.4))

v (7.1)

Poniewaz w rownaniu FEulera nie ma laplasjanu predkosci, ktory zwiazany byt
ze wspotczynnikiem lepkosci, to réwnanie Eulera jest rownaniem rézniczkowym nie-
liniowym pierwszego rzedu. Zatozenie braku lepkosci skutkuje tym, ze na powierzch-
niach optywanych sktadowa styczna predkosci nie zeruje sie, tak jak ma to miejsce
w przypadku przeptywéw ptynu lepkiego.

7.1.2. Plyn idealny niescisliwy

Domkniety uktad réwnan, ktory opisuje ruch idealnego ptynu niescisliwego, two-
rza rownanie zachowania masy ({3.4) i réwnanie Eulera ([7.1))

du (7.2)

W uktadzie (7.2) mamy cztery réwnania skalarne i cztery niewiadome. Niewiado-
mymi sg trzy sktadowe u,, u,, u, wektora predkosci u i cisnienie p. Gestosé p jest
znana. Gestos¢ rozktadu sit masowych f sprowadza sie¢ do wektora grawitacji g.
Ponadto w uktadzie réwnan ([7.2) V- oznacza dywergencje, % — pochodng substan-
cjalng, t — czas 1 V — gradient.

Leonhard Euler (1707-1783) — matematyk i fizyk szwajcarski
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7.1.3. Plyn idealny Scisliwy

Domkniety uktad réwnan, ktéry opisuje ruch idealnego ptynu Scidliwego, two-
rza réwnanie zachowania masy ({3.1), réwnanie Eulera ([7.1)), réwnanie Fouriera-
Kirchhoffa (5.6) i réwnanie stanu gazu doskonatego (4.13))

dp
EerV-u— ,
du
— = pf — Vp,
Pae =7~ 7P (7.3)
o, 3L _pde
TR
p = pRT.

Roéwnanie Fouriera-Kirchhoffa nie zawiera ani laplasjanu temperatury, gdyz
wspolczynnik przewodnictwa A = 0, ani lepkosciowej czesci funkeji dyssypacji ¢,
gdyz wedtug wzoru (5.4)) zalezy ona od wspotczynnika lepkosci dynamicznej p = 0.
W uktadzie mamy sze$¢ réwnan skalarnych i sze$é niewiadomych. Niewiado-
mymi sg trzy sktadowe u,, u,, u, wektora predkosci u, ci$nienie p, gestos¢ p i tem-
peratura T'. Gesto$é¢ rozktadu sit masowych f sprowadza sie do wektora grawitacji
g. W uktadzie rownan V . oznacza dywergencje, % — pochodng substancjalna,
t — czas, V — gradient i V- — dywergencja. Indywidualna stala gazowa oznaczona
jest jako R.

7.2. R6wnanie Bernoulliego

Réwnanie Bernoulliegdﬂ ma nastepujaca postac
1u? + P+ 11 = const, (7.4)

gdzie u jest modutem (dlugoscia) wektora predkosci u, P jest funkcja ci$nienia i
IT jest potencjatem wektora grawitacji. Rownanie stuszne jest przy zalozeniu
nielepkosci p = 0, potencjalnosci sit masowych f = —VII, stacjonarnosci % =0
i barotropowosci ptynu. Barotropowos$¢ oznacza, ze gestosé jest wytacznie funkceja

ci$nienia. Sama funkcja cisnienia P dana jest wzorem
p
Pp) = [ . (7.5)
Ppo

Roéwnanie Bernoulliego ([7.4) zachowuje stuszno$¢ na liniach pradu lub liniach wiro-
wych lub w catym obszarze przeptywu w przypadku przeptywu bezwirowego, czyli
V xu=0.

2Daniel Bernoulli (1700-1782) — matematyk i fizyk szwajcarski
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7.3. Przepltywy potencjalne

7.3.1. Potencjal predkosci

W przypadku przeptywéw potencjalnych, oprocz zatozenia nielepkosci p = 0,
zaktada si¢ dodatkowo, ze pole predkosci u dane jest gradientem potencjatu ¢

u= V. (7.6)

Pole predkosci jest potencjalne wtedy i tylko wtedy, gdy jest bezwirowe, czyli Vxu =
0.

7.3.2. Calka Lagrange’a

Calka Lagrange’aﬂ ma nastepujaca postac

9

ot (Vo) + P +1l= (), (7.7)

gdzie f jest dowolng funkcja czasu. Catka Lagrange’a jest bardzo podobna do réwna-

nia Bernoulliego (7.4)). Jezeli uwzglednimy wzor ([7.6]), to catka (7.7)) ma nastepujaca
postac

i

o T W+ P41 = f(t). (7.8)
Réwnanie (7.7) lub ([7.8)) stuszne jest przy zalozeniu nielepkosci p = 0, potencjalnosci
sit masowych f = —VII, barotropowosci ptynu i potencjalnosci lub bezwirowosci

pola predkosci.

Poréwnujac powyzsze zalozenia z zatozeniami, przy ktorych stuszne jest réwna-
nie Bernoulliego, widac, ze catka Lagrange’a jest ogdlniejsza w tym sensie, ze dotyczy
przeptywéw niestacjonarnych, podczas gdy rownanie Bernoulliego tylko stacjonar-
nych. Natomiast réwnanie Bernoulliego jest ogodlniejsze od catki Lagrange’a w tym
sensie, ze moze dotyczy¢ przeptywow wirowych, podczas gdy catka Lagrange’a tylko
bezwirowych.

7.3.3. Dwuwymiarowe przeplywy potencjalne

Przy dodatkowym zalozeniu stacjonarnosci i niescisliwosci domkniety uktad row-
nan, ktory opisuje przepltyw dwuwymiarowy, sktada sie z réwnania zachowania masy

(3.5) i calki Lagrange’a (|7.8))

Ve =0,
. N (7.9)
p=po—3p(Ve).

Dodatkowo zatozone zostato, ze przeptyw dwuwymiarowy jest prostopadty do wek-
tora grawitacji, wiec nie ma potrzeby rozwazania potencjalu w catce Lagrange’a
(7.8). Funkcja cisnienia (7.5)) dla przypadku niesci§liwego przyjmuje prosta postaé

3Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) — matematyk i astronom wioski
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P = pp~'. Réwnanie zachowania masy — pierwsze z uktadu (7.2)), przechodzi w
réwnanie Laplace’a V-V = V2. Warunek konieczny i dostateczny istnienia po-
tencjatu V x u = 0, ktory w przeptywie dwuwymiarowym redukuje sie do postaci

ou,  Oug

ox 8y:’

(7.10)

spetniony jest dla funkcji ¢ pradu w sposéb tozsamosciowy, gdyz wzor (7.6) dla
przypadku dwuwymiarowego ma nastepujaca postac

¢ 9¢

uil'
Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze uktad réwnan jest rozprzegniety. Oznacza
to, ze najpierw nalezy wyznaczy¢ potencjal ¢, a pdzniej na jego podstawie nalezy
wyznaczy¢ ci$nienie z catki Lagrange’a.
Uktad réwnan opisuje przeptywy potencjalne przy wykorzystaniu poten-
cjatu . Istnieje alternatywny uktad réwnan, ktéry wykorzystuje funkcje pradu .
Funkcja pradu okreslana jest za pomoca uktadu réwnan

I

= = —— A2
Uy 8?/7 uy ax (7 )

Przy takiej definicji funkeji pradu réwnanie zachowania masy (pierwsze w ukladzie
(7.2))) spetnione jest tozsamosciowo. Zamiast réwnania zachowania masy stosuje sie

warunek ([7.10]) i catke Lagrange’a (|7.8)), co daje
V) =0,

(N, (0w (7.13)
p:P0—2P<<ax> +<8y> )

Podobnie jak poprzednio, uktad rownan ([7.13)) jest rozprzegniety. Dodatkowo mozna
zauwazy¢, ze Vo - Vi = 0, co oznacza, ze izolinie potencjatu i izolinie funkcji pradu
(linie pradu) sa ortogonalne.

7.3.4. Potencjal zespolony
Ze wzoréw (7.11)) i (7.12)) wynika, ze

" _Op O
x_%_aiya
_%__8@0 (7.14)

Warunki (|7.14]) nazywane sa warunkami Cauchy’ego—Riemannaﬁi zwigzane sg z r0z-
niczkowaniem w sensie zespolonym potencjatu zespolonego

w(z) = oz, y) +iv(z,y), (7.15)
4Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) — matematyk niemiecki
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gdzie z = x +1y. Pochodna potencjatu zespolonego jest wedtug rownan ([7.14))
sprzezong predkoscia zespolong
dw 0 0 0 0
dz:aiJriaiz(;j—i(;;zuI—iuy- (7.16)
Potencjat zespolony umozliwia rozpatrywanie jednej funkcji w jednej zmiennej ze-
spolonej z zamiast dwoch funkcji rzeczywistych ¢, ¥ dwdch zmiennych rzeczywi-
stych z, y. Poniewaz potencjal rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ spemiaja (sa roz-
wiazaniami) réwnanie Laplace’a, ktore jest liniowe, to zachodzi zasada superpozycji.
Oznacza to, ze mozna dodawac i odejmowac rézne potencjaty zespolone, otrzymujac
w ten sposob bardziej skomplikowane przeptywy.
We wspoédtrzednych biegunowych r, o potencjat zespolony zapisywany jest jako

w(z) = p(r,a) +ip(r, a), (7.17)

gdzie z = r(cos o + isin «), a pochodna potencjatu ([7.17)) jest sprzezona predkoscia
zespolona w uktadzie biegunowym
eiadw_aﬁ Oy 10y 10y

& "o T Troa o Ui (7.18)

Przyktady wykorzystania potencjatow zespolonych do modelowania przeptywow po-
dane sa w rozdziale 22]
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Hydrostatyka

8.1. R6éwnanie réwnowagi

Réwnanie rownowagi otrzymuje sie z ktoregokolwiek rownania Naviera-Stokesa

(6.1)-(6.4) lub Eulera ([7.1)), podstawiajac u =0
pf = Vp. (8.1)

W réwnaniu powyzszym przez p oznaczono gestos$é, przez f — gesto$¢ rozktadu sit
masowych, ktora sprowadza si¢ do wektora grawitacji g. Cisnienie oznaczone jest
jako p i gradient jako V. Réwnanie (8.1)) odpowiada trzem réwnaniom skalarnym

dp B
or PYa;
dp

— 2
5y~ P (8.2)
op B
82 - ng?

gdzie przez g, gy, g. oznaczono sktadowe wektora grawitacji g. Jezeli wektor grawi-
tacji ma tylko jedna sktadowa niezerowsa, np g,, to réwnanie lub mozna
scatkowaé do postaci

p = po+ pgz, (8.3)

o ile poczatek uktadu wspoétrzednych znajduje sie na powierzchni swobodnej lu-
stra wody. Przez py oznaczono cidnienie atmosferyczne pg, ktore panuje nad lustrem
wody i pelni tu role statej catkowania. Cisnienie hydrostatyczne wody pgz zalezy od
glebokosci z.

8.2. Prawo Pascala

Jezeli ci$nienie atmosferyczne pg jest duzo wieksze od cisnienia hydrostatycznego
pgz, to p & pg, co oznacza, ze w calym zbiorniku cieczy ci$nienie jest jednakowe
i rowne cisnieniu atmosferycznemu pgy. Ci$nienie py mozna réwniez utozsamiaé z
ciSnieniem zewnetrznym, wywieranym na plyn.
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Jezeli w réwnaniu réwnowagi (8.1) pominiemy sity masowe, to Vp = 0. Skoro
gradient cis$nienia jest zerowy, to ciSnienie musi by¢ state w catej objetosci zajmo-
wanej przez ptyn p = const. Jest to inne sformutowaniu prawa Pascalaﬂ

8.3. Napoér i moment naporu hydrostatycznego

Przez napo6r hydrostatyczny (parcie) N na powierzchnie S rozumie sie site wyli-
czang na podstawie nastepujacej catki powierzchniowe;j

N=— H pids, (8.4)
S

gdzie wersor 1 jest wersorem normalnym do powierzchni i skierowany jest on w
kierunku cieczy — przeciwnie do kierunku dziatania naporu. Ci$nienie oznaczone jest
jako p.

Momentu sity naporu hydrostatycznego definiuje sie w nastepujacy sposob

M= — ﬂr x fpds, (8.5)
S

gdzie r oznacza wektor wodzacy, ktorego poczatek znajduje si¢ w punkcie, wzgledem
ktérego liczony jest moment sity naporu. Przytady zastosowania wzoru (8.5)) podane

sa w rozdziatach [19]1 20

8.4. Wyp6r i prawo Archimedesa

Wypér hydrostatyczny (sita wyporu) definiuje sie analogicznie do naporu ({8.4))
N = - {fprds. (8.6)
S

Réznica polega na tym, ze tym razem powierzchnia catkowania musi by¢ zamknieta,
co jest zaznaczone przy symbolu calki powierzchniowej w powyzszym réwnaniu.
W przypadku naporu hydrostatycznego powierzchnia catkowania jest dowolna. Na
rysunku pokazane jest przyktadowe ciato cze$ciowo zanurzone. Powierzchnia za-
mknieta S, po ktorej nastepuje catkowanie we wzorze , pokazana jest natomiast
na rysunku [8.3

Prawo Archimedesaﬂ mowi, ze sita wyporu N jest rOwna ciezarowi cieczy
wypartej przez zanurzone ciato pV'g. Zwrot sity wyporu jest przeciwny do zwrotu
sity ciezko$ci, co mozna zapisaé jako

N=—pVg. (8.7)

W powyzszym sformutowaniu prawa Archimedesa V' oznacza objeto$¢ wypartej cie-
czy, ktora réwna jest objetosci zanurzonej ciata, pokazanej na rysunku Gestosc
cieczy oznaczana jest jako p, a g oznacza wektor grawitacji. Rysunek pokazuje
ciato przed zanurzeniem wraz z poziomem cieczy. Na rysunku widaé¢ ciato cze-
Sciowo zanurzone wraz z NOWym, wWyzszym poziomem cieczy.

Blaise Pascal (1623-1662) — matematyk, fizyk i filozof francuski
2Archimedes z Syrakuz (287-212 p.n.e.) — filozof i matematyk grecki
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Rys. 8.1: Ciato przed zanurzeniem Rys. 8.2: Cialo w réwnowadze,
czesciowo zanurzone

AN
WS
R

TS

Rys. 8.3: Wypoér N i ciezar T Rys. 8.4: Ciato zatopione

8.5. Warunek pltywania

Ciato ptywa, jezeli wypor N rownowazony jest ciezarem ciata T, co zapisujemy
jako
N+ T = 0. (8.8)

W przypadku, gdy zanurzone catkowicie ciato zostanie pozostawione na pewnej gte-
bokosci, to mozliwe sa trzy warianty. Jezeli wypor |IN| jest wiekszy od ciezaru ciata
|'T|, to ciato zacznie sie wynurzaé czesciowo, az do momentu, w ktérym wypér bedzie
rOwnowazony przez ciezar i ciato zacznie ptywac, czyli znajdzie si¢ w rownowadze,
co pokazane jest na rysunku [8.2] Jezeli wypor réwny jest ciezarowi ciala, to ciato
pozostanie zanurzone na glebokosci, na ktérej zostato umieszczone. Jezeli cigzar
ciala jest wiekszy of wyporu, to ciato zacznie tonaé (rysunek . Ciezar ciata w
najprostszym przypadku wyznacza sie ze wzoru

T =p.V.g, (8.9)

gdzie p. jest stata gestoscig ciata, a V. objetoscia ciata.



Rozdziat 9

Analiza wymiarowa

9.1. Twierdzenie Buckinghama
Twierdzenie Buckinghamaﬂ [3] méwi, ze dowolng funkcje f w postaci

flay,ag, ... ag, ags1, ... a,) =0, (9.1)

ktora zalezy od n zmiennych wymiarowych, mozna sprowadzi¢ do innej postaci

Ak41 Q42 G,
f P1 D2 Pk’ 41 G2 Qe T, T2 | T 0, (9-2>

ktora zalezy od n — k zmiennych bezwymiarowych. Przez k oznaczono liczbe zmien-
nych, wybranych z grupy n zmiennych podstawowych, ktorych liczba réwna jest
liczbie jednostek podstawowych. Powyzsze réwnanie zapisuje sie réwniez jako

f(HkJrla Hk+27 SR Hn) =0. (93)

Twierdzenie Buckinghama niesie dwojakie korzyéci. Po pierwsze, ogranicza liczbe
zmiennych, miedzy ktérymi nalezy szukaé zaleznosci w postaci funkcji f. Po drugie,
nowa funkcja f operuje na zmiennych bezwymiarowych, ktore nie zaleza od wyboru
jednostek. Postaci poszczegélnych zmiennych II; nie sg jednoznaczne, co bierze sie
stad, ze zmienne z grupy podstawowej moga by¢ czesto wybierane na wiele sposo-
bow. Twierdzenie Buckinghama nie rozstrzyga wiec o postaci funkcji f. Nie podaje
rowniez sposobu jej poszukiwania.

W mechanice ptynéw mamy do czynienia z czterema jednostkami podstawo-
wymi. Sg to jednostka masy kg, dtugosci m, czasu s i temperatury K. Pozostate
jednostki sg tzw. jednostkami pochodnymi. Jako jednostke pochodna mozna podaé
przyktadowo ci$nienie kg m~!s72. Ogélnie kazda jednostke pochodng mozna zapi-
saé¢ w postaci kg”'m®s®3K*. Przyklady zastosowania twierzdzenia Buckinghama
podane sa w rozdziale [21],

'Edgar Buckingham (1867-1940) — fizyk amerykanski
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Rozdziat 10

Cwiczenie 1. Teoria pola

10.1. Operatory pojedyncze

Wektor, np. wektor predkosci u, zapisuje si¢ na dwa sposoby

u = u,?+u,j+ Uji% = (ux Uy uz) . (10.1)
Wektorowy operator rézniczkowy V, zapisuje si¢ na dwa sposoby
L0 L0 .0 o o 0
V:Z% +‘787y+k@ = (% By @) . (10‘2)

Gradient funkcji skalarnej f zapisuje sie na dwa sposoby

L OF O 20f o o o

Dywergencja wektora u (10.1]) oblicza si¢ tak, jak dla mnozenia skalarnego dwdch
wektorow
ou ou ou
_ (2 8 B, _ s y :
V.u= ((% By 82) (uw Uy uz> o + dy + 5, (10.4)
Rotacja wektora u ((10.1)) obliczana jest tak, jak w przypadku mnozenia wekotoro-
wego dwoch wektorow

15 k 3
_ o 98 9| _ U . 8uy N 3ux B 0uz . auy _ 8ux R
Vxu=|2 2 2| <8y 0z>z+< o ax>3+<ax 5 k. (10.5)
Up Uy Uy

10.2. Operatory podwdjne

Vf V-u V xu
V | tensor VV f wektor V(V -u) | tensor V(V x u)
V. | skalar V-V f = V2f — skalar V-V xu =0
Vx | wektor VX Vf =0 — wektor V x V x u

Tab. 10.1: Operatory podwdjne
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Rotacja gradientu liczona jest jak iloczyn wektorowy V i V f

i3 k

lé) 3] o)
VXVf:% 9y 02| —

of or of

or Oy 0z

Pf PN, (O PN (PPN
ydz  0z0y 920r 9292 )7 Jx0dy  Oyox B
0i+0j+0k=0 (10.6)

Dywergencja rotacji liczona jest jako iloczyn mieszany V, V i u

o 9 9

ox 881/ 0z

Uy Uy Uy
o (U OU\ | 0 (0U. oU\ 0 (U, ou)
ox \ Oy 0z dy \ 0z ox 0z \ Or dy )

02U, B 0*U, N 02U, B 02U, N 0*U, B o’U,
0xdy 0x0z Oydz Oydxr 020xr 020y

0. (10.7)

Gradient gradientu funkcji skalarnej f oblicza si¢ w nastepujacy sposoéb, ktérego
wynikiem jest tensor

) 2f  9f 9f
U\ or o of gg; 85?2(39 8532(35
VVf = o (% B &)Z adr  of oy | (10.8)
9 ?f  9f  9*f
0z 0z0r 020y 022

Gradient predkosci obliczany jest analogicznie jak (10.8) i wynikiem jest réwniez
tensor

Kl duz Ouy  Ouy

i A

_ O i Uy Yy Uz
Vu = % (um Uy uz)— " e o |- (10.9)

o 8Uz 8uy 8uz

0z 0z 0z 0z

Dywergencja gradientu definiowana jest jako laplasjan V?
*f *f  0f

_ (0 9 9 of of afy _ =
VVf=(4 & %) (% % @)—a$2+ay2+822—v2]‘. (10.10)

Gradient rotacji V(V xu) jest tensorem, ktory obliczy¢é mozna podobnie jak gradient
predkosci (|10.9) z ta roznica, ze zamiast wektora predkosci u podstawia sie wektor
wirowosci 2 = (Qx Q, Qz) = V X u w nastepujacy sposob

0 ox 0 ox
5 o0, O, o9
V(V xu) =V = Q, Q, Q)= % % oo | (10.11)
Y (% 2 9 .
0z Oz 0z 0z

Sktadowe Q,, Q,, 2, wektora wirowosci obliczane sg wedtug zaleznosci (10.5). Ro-
tacje rotacji wektora predkosci u, ktora jest wektorem, mozna obliczy¢ jako rotacje
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36
wektora wirowosci € na podstawie wzoru ((10.5)) podstawiajac za u wektor wirowosci
Q
i 7 k
VxVxu=VxQ=|g2 & &=
0, Q,

o, 0, . (09, 0n\. (09, %) -
<8y — 8z>z+<3z — &C) +<8x —~ ay>k' (10.12)

Ostatnim operatorem podwdjnym jest gradient dywergencji V(V -u), ktory jest
wektorem i wystepuje np. w réwnaniu Naviera-Stokesa (6.2]). Gradient ten mozna

obliczy¢ na podstawie wzoru (10.3), podstawiajac za f dywergencja V - u ze wzoru

(10.4)

0 0 A -

Vf—z%V-u—l—Ja—yV-u%—k&V-u— 92 + 9xdy T 90z
Pu,  Pu,  O*u, )\ . Pu,  Pu,  O*u,\ -

<8y8w T T 0y62> I+ (828x t ooy T o2 ) k. (10.13)

) (a%x OPuy,  Ou, ) "
+ 1+

10.3. Pochodna substancjalna

Pochodna substancjalna obliczana jest z rézniczki zupetnej funkcji f czterech
zmiennych i odnoszona jest obustronnie do dt. Wykorzystuje sie rowniez definicje
predkosci. Wynik koncowy mozna zapisa¢ w krotszej postaci, wykorzystujac powyz-

sze symbole gradientu
_of of of of
df(t,z,y,2) = 5 dt + o dr + By dy + o dz, (10.14)

d 0 dz 0 dy 0 dz 0
df _of  dedf  dyof  dz0f (10.15)
dt ot dtoxr dtoy dt oz
df of of of of
A =L iy 10.16
at ot Meay Ty, T, (10.16)
df _of
= - VT 10.1
i o +u-Vf (10.17)
Przyspieszenie jest pochodng substancjalng wektora predkosci u
du Ou
— = — . 10.1
7= +u-Vu (10.18)
Przyspieszenie tatwiej oblicza¢ dla poszczegdlnych sktadowych
(10.19)

du du, . du, . I%duz

e T at
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Cwiczenie 2. Kinematyka

11.1. Zadanie 1
Czy pole predkosci u jest potencjalne? Jezeli tak, to znalezé potencjat .

L. u= 22> - 3y)21+3(z%* -z + v )

2. u= 5t + 51a)
3. u= (az’® — ay?) @ — 2azy)

4. u=1e"sinz +j(y> + 2) — k arctg zx
5. u = yzi+ x2j+ ayk

6. u= (3az*y —ay®) 2 + 3 (ax® — 3azy?)j

Pole predkosci u jest potencjalne, jezeli u = Vi, a ma to miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy jest bezwirowe V x u = 0, co zapisuje sie jako

u=Vy < Vxu=0. (11.1)

Trzeba najpierw sprawdzi¢, czy V X u jest zerowa. Dla trojwymiarowego przypadku

mamy ze wzoru ((10.5])

Ou,  Ouy )\ . Oou, Ou,\ . Ou,  Oug ) »
_ _ _ Ay _ —0. 11.2
V xu ( )z—l—(az agﬂ)g—l—((% 8y>k 0 (11.2)

7 rownania wektorowego (|11.2) wynikajg trzy warunki skalarne, ktére muszg by¢
spelione jednoczesnie

Qu. _ Oy

oy 0z’

Ouy _ 6uZ’ (11.3)
0z Ox

Quy _ Ot

or Oy
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Sytuacja jest prostsza w przypadku dwuwymiarowym, jezeli mamy tylko dwie skta-
dowe pola predkosci u i obie zalezg tylko od dwoch zmiennych x iy

Rotacja dla takiego pola predkosci liczona jest jako

i 3 k P
o o o A~ ~ U Uy 7
Uy Uy O

gdyz u, =01 % = 0. Otrzymujemy wtedy tylko jeden warunek

Ouy _ Oy
oxr Oy’

(11.6)

ktory jest taki sam, jak warunek trzeci w uktadzie (11.3)), dla przypadku tréjwymia-

rowego. Warunek (11.6) musi by¢ spelniony, aby pole predkosci ((11.4) bylo bezwi-
rowe 1 istniat potencjal ¢.

1. Sktadowe predkosci wynosza

uy = 22y° — 3y,
11.7
uy:3(:v2y2—x+y2). ( )
Sprawdzamy warunek ((11.6))
Ou, 9 Oou,
= 6zy°> — 3 = 11.8

ktory jest spetniony. Wzér u = Ve odpowiada dwém réwnaniom skalarnym

u _ 9
x_aia

) _ﬁ (11.9)
y 8y

Bierzemy pierwsza sktadows predkosci z (11.7)) i wstawiamy do pierwszego réw-

nania ([11.9))

¥ 3
— =2xy° —3 11.10
B = 20y =3y (11.10)
Caltkujemy obustronnie wzgledem x
o(x,y) = j (2zy® — 3y) dx (11.11)

1 mamy
p(x,y) = 2°y® = 3zy + f(y). (11.12)



11.1. Zadanie 1 39

Nieznana funkcja f(y) pelni tu role stalej przy rézniczkowaniu przez x. Wyko-

rzystujemy drugie réwnanie uktadu (11.9). Za u, podstawiamy ze wzoru ([L1.7]) a
g—j wyliczamy ze wzoru (11.12]), otrzymujac

3 <x2y2 -+ y2) = 32%y® — 3x + f'(y). (11.13)
Upraszczajac, widzimy, ze pochodna f’ wyraza sie nastepujacym wzorem
f'y) = 3y*. (11.14)
Mozemy ja znalez¢, catkujac obustronnie wzgledem y
fly) = |3y dy=y*+c (11.15)

Zmaleziong w ten sposéb funkcja f wstawiamy do wzoru (11.12)) i mamy osta-
tecznie potencjal ¢ w postaci

p(z,y) = 2*y* —3zy +¢* +c. (11.16)
. Tak. ¢(x,y) = $In(z* +y*) + ¢
. Tak. p(z,y) = “3%3 —axy® +c¢

. Sprawdzamy pierwszy warunek z uktadu ((11.3))
Ou,  Ou,

= ) 11.1
oy 0z (11.17)
Widaé, ze
ou ou
=0, —2=1 11.18
oy "0z ’ ( )
a wiec
Ou, , Ouy,
—. 11.1
oy 7 5, (11.19)

Kolejnych warunkéw nie trzeba sprawdzac, bo juz pierwszy nie jest spetniony.
Zatem u nie jest potencjalne.

. Sktadowe predkosci wynosza

Uy = yZ,
U, = 22, (11.20)
U, = TY.
Spetnione sa warunki (|11.3))
ou, ou,
= r = —
Ay 0z’
Ju Ju
e T 11.21
Ou, Oy

I
w
I

Oz oy
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6.

Wzér u = Vp odpowiada trzem réownaniom skalarnym

d¢
Uy = 7,
Ox
dp
== 11.22
Uy ay ’ ( )
dg
U, = —.
0z
Bierzemy pierwsze réwnanie z uktadu (11.22)) i sktadowa wu, z uktadu (|11.20))
d¢
— =yz. 11.23
i (11.23)
Catkujemy obustronnie po x
p@,y.2) = [yzde = ayz+ f(y, 2), (11.24)

gdzie f(y,z) pemi role stalej przy rézniczkowaniu po z. Wykorzystujemy drugi
warunek uktadu (11.22) w postaci u, = g—;j. Za u, podstawiamy podstawiamy

sktadowa z uktadu (11.20)), a %f liczymy ze wzoru ((11.24]), otrzymujac

0f(y, 2)
= —_, 11.25
Tz =122+ o ( )
Czyli
9f(y,2)
——= =0. 11.26
o (11.26)
Calkujemy obustronnie powyzsze roéwnanie (11.26]) po y, aby znalezé¢ funkcje f
Fly,2) = [0dy = g(2), (11.27)

gdzie nieznana funkcja g pelni role statej przy rézniczkowaniu wzgledem y. Funk-
cje f ze wzoru (11.27) wstawiamy do potencjatu (11.24) i mamy

p(x,y,2) = zyz + g(2). (11.28)

Wykorzystujemy trzeci warunek (11.22)) w postaci u, = g—f. Za u, podstawiamy

podstawiamy sktadowg z uktadu (11.20]), a ?)—f liczymy ze wzoru (11.28), otrzy-
mujac

zy = xy + ¢'(2). (11.29)
czyli ¢'(z) = 0, a wiec po catkowaniu obustronnym wzgledem z, mamy
g9(z) = dez =c. (11.30)

Otrzymana funkcje g ((11.30)) wstawiamy do réwnania (11.28)) i otrzymujemy osta-
tecznie potencjal ¢

o(z,y,2) = xyz + c. (11.31)

Tak. o(z,y) = ax®y — azy® + ¢
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Cwiczenie 3. Kinematyka

12.1. Zadanie 1

Dla danego pola predkoéci u = azi + ayj — 2azk obliczy¢:

Dywergencje predkosci.

Wirowo$¢ predkosci.

Zmalez¢ potencjalt.

Przyspieszenie.

Wyznaczy¢ linie pradu i powierzchnie pradu.
Wyznaczy¢ tory (trajektorie).

N Gt W

—
—

L —I

Rys. 12.1: Pole predkosci

Sktadowe predkosci wynosza

Uy = ax,

uy = ay,

u, = —2az.

Wykazaé, ze linie pradu sg tozsame z torami w tym przypadku.

(12.1)
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i pokazane sa na wykresie [12.1] Wektory predkosci sa tam znormalizowane, tj. wy-
kreslone jest pole predkosci u/u.

1. Dywergencja liczona jest wedtug wzoru (|10.4))

Oug  Ouy  Ou, B
V-u= pe + dy + Ep =a+a—2a=0. (12.2)

2. Wirowos¢, czyli rotacja liczona jest wedtug wzoru ([10.5))

i 5k
— |9 9 9| _
Vxu= oxr Oy 0Oz|
Uy Uy Uy

8u2_% - (9ux_(9uz - %_8% i
dy 0z 0z oz )7 ox dy B
0+ 07+ 0k = 0. (12.3)

Czyli pole predkosci jest bezwirowe, a wiec istnieje potencjat .

3. Potencjal znajdujemy, postugujac sie¢ metodami z rozdziatu [11} Wykorzystujemy
pierwsze réwnanie z ukltadu (11.22)), podstawiajac za u, wartos¢ z uktadu ((12.1)

Op _

= az. 12.4
5~ 0% (12.4)

Calkujac obustronnie wzgledem x, otrzymujemy

2

ole,y,2) = 5+ 1(5.2) (12.5)

Nastepnie wykorzystujemy drugie réwnanie z uktadu (11.22)) w ten sposob, ze
sktadows u, bierzemy z uktadu (12.1)), a g—z’ obliczamy na podstawie potencjatu
(12.5))

(12.6)

Z réwnania ((12.6) znajdujemy funkcje f poprzez obustronne catkowanie wzgle-

dem y, co daje
2

ay
fly,2) = 74‘9(2)- (12.7)
Wynik wstawiamy do potencjatu ([12.5])
ax?  ay?
o(z,y,2) = 7+7+9(2)- (12.8)

Na koncu wykorzystujemy trzeci wzér z uktadu ((11.22)) w ten sposéb, ze sktadows,
u, bierzemy z uktadu (12.1)), a g—f obliczamy na podstawie potencjatu ((12.8))

—2az = ¢'(2). (12.9)
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Funkcje g znajdujemy catkujac obustronnie réwnanie ((12.9)) wzgledem 2
g(z) = —az® +c. (12.10)

Otrzymany wynik (12.10) wstawiamy do potencjalu (12.8]) i otrzymujemy kon-
cowa postac szukanego potencjatu

2 2
olx,y,z) = % + % —az* +ec. (12.11)
. Przyspieszenie mozna wyliczy¢ ze wzoru ((10.19))
du,
;5 =0+ a’x +0+0 = a’r,
d
%:O%—O—%oﬂy—l—o:a?y, (12.12)
du,
;; = 0+0+0+4az.
Ostatecznie mamy
d .
d—ltl = a*xi + a’y) + 4a’zk. (12.13)
. Rzuty linii pradu wyznacza si¢ z uktadu réwnan rézniczkowych (2.2))
d d d
Lo (12.14)
Uy Uy Uy
Rozwazmy pierwsze réwnanie z uktadu (12.14)) w postaci
d d
@Y (12.15)
Uy Uy
Podstawiamy sktadowe predkosci z uktadu (12.1])
d d
Lo (12.16)
ar  ay

Poniewaz zmienne sg rozdzielone, wiec catkujemy obustronnie, opuszczamy loga-
rytmy i otrzymujemy rzut linii pradu na ptaszczyzne xy w postaci catki szczegol-
nej
Y_e. (12.17)
x
Geometrycznie jest to rodzina linii prostych, przechodzacych przez poczatek
uktadu wspotrzednych i pokazana na wykresie Rozwazmy drugie réwna-

nie z uktadu (12.14]) w postaci

d d
R (12.18)
Uy U
Podstawiamy sktadowe predkosci z uktadu (12.1])
d d
R (12.19)

ar  —2az
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Poniewaz zmienne sa znowu rozdzielone, wiec catkujemy obustronnie, opusz-
czamy logarytmy i otrzymujemy rzut linii pradu na plaszczyzne xz w postaci
calki szczegolnej

22 = cy. (12.20)

Geometrycznie sa to hiperbole na ptaszczyznie zz.

/ \

> 0 . N
| oL L
0 0
x z,y
Rys. 12.2: Rzut linii pradu (12.17) na  Rys. 12.3: Rzuty linii pradu ((12.20) i
plaszczyzne xy (12.22) na ptaszczyzne vz i yz

Ostatnie, trzecie rownanie z uktadu (12.14) w postaci
d d
Y= (12.21)

Uy Uy

daje analogiczny wynik do rownania (12.20)), gdyz wystarczy za x podstawi¢ y
2y? = 3. (12.22)

Znowu mamy hiperbole, ale tym razem na ptaszczyznie yz. Uktad trzech rzutéw
(catek ogdlnych) wyglada nastepujaco

Yy _

— =0,

X
2 = ¢, (12.23)
Zy2 = C3.

State c1, co 1 c3 mozemy wyznaczy¢ z warunku, ktory polega na tym, ze maja one
przechodzi¢ przez punkt (zo, yo, 20). Wstawiajac ten warunek do uktadu ((12.23)),
mozemy wyznaczy¢ state jako

Yo
G =—),

To
er = 2012, (12.24)
C3 = Zoyg.

Powyzsze state (12.24]) wstawiamy do uktadu (|12.23]) i mamy rozwiazania szcze-
gblne, przechodzace przez punkt (xg, yo, 20)

y_%
xr  x0
g (12.25)

2 2
2y* = 2oYp.
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Powierzchnie pradu znajdujemy prowadzac linie pradu (|12.25)) przez okrag o réw-
naniu
xy+yg = rp. (12.26)

Jezeli wstawimy z3 z drugiego réwnania uktadu (12.25)) i y? z trzeciego réwnania
uktadu (12.25)) do réwnania okregu (12.26)), to otrzymamy nastepujace réwnanie

2
o Z()TO N Cy
= = (12.27)

ktére geometrycznie jest hiperboloida obrotowa pokazana na wykresie [12.4]

Rys. 12.4: Powierzchnia pradu (12.27))

6. Tory (trajektorie) wyznaczamy z réwnania ([2.5))

dr

= — 12.2
u=, (12.25)

ktore odpowiada trzem rownaniom skalarnym

y
x_dta
dy
- 12.29
Uy dt’ ( )
w2
2ot

Pierwsze réwnanie z uktadu (12.29)), po podstawieniu za u, wzoru z uktadu ((12.1)),
wyglada nastepujaco

d

d—f = az. (12.30)
Po rozdzieleniu zmiennych, mamy

d
7‘% = adt. (12.31)
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Catkujac obustronnie i pozbywajac sie logarytmow, mozemy otrzymac nastepu-
jaca calke ogdlna.

x = ce™. (12.32)
Analogicznie postepujemy z drugim réwnaniem uktadu o otrzymujmy
y = cppe™. (12.33)
Nie inaczej jest z rownaniem trzecim uktadu ((12.29))
2 = cyge 2%, (12.34)
Zatem trzy calki ogélne wygladaja nastepujaco
T = 011€Gt7
y = cpae™, (12.35)
2 = ¢y3e 2%,

Calki szczegdlne znajdujemy z uktadu (12.35)) przy zalozeniu, ze w chwili t = ¢,
tory przechodza przez punkt (xo, yo, 20)

Ty = Cneatoa
_ ato
Yo = C22€™7, (12.36)

20 — 6336_2at0 .

7 uktadu ((12.36]) wyznaczamy stalte i1, oo, 33 1 wstawiamy do uktadu ((12.35)),

otrzymujac catki szczegdlne
a(t—to)

T = x0€ ,
y = yoe 1), (12.37)
2 = zpe2alt=to),

Aby wykazaé, ze linie pradu @ sg tozsame z torami w przypadku
stacjonarnego pola predkosci @, nalezy wyrugowac t czas z uktadu .
Dzielac drugie réwnanie uktadu (12.37) przez pierwsze widaé¢ natychmiast, ze
otrzymamy pierwsze réwnanie uktadu (|12.25))

Yy yoeT) gy,

i .
Trzecie rownanie uktadu mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci
z = zge~imt)gmalt=to), (12.39)
Najpierw wykorzystajmy dwukrotnie réwnanie drugie z uktadu ((12.37))
2= zoyyoyyo - z‘z (12.40)

i otrzymamy réwnanie trzecie w uktadzie (12.25). W réwnaniu (12.39) mozemy
wykorzysta¢ dwukrotnie réwnanie pierwsze z uktadu ((12.37)

(12.41)

i otrzymamy rownanie drugie w uktadzie ((12.25)), co byto do okazania.
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12.2. Zadanie 2

Dla danego pola predkosci u = 227 + 2yj — 42k obliczy¢:
Dywergencje predkosci.

Wirowos¢ predkodci.

Zmnalez¢ potencjat.

Przyspieszenie.

Wyznaczy¢ linie pradu i powierzchnie pradu (bez rysunkéw).
Wyznaczy¢ tory (bez rysunkow).

S S



Rozdziat 13

Cwiczenie 4. Kinematyka

13.1. Zadanie 1

Dla danego pola predkosci u = 22 (R? — 22 — 42) k obliczy¢:

4uL
Dywergencje predkosci.
Wirowosé predkosci.
Modut wektora wirowosci.
Wyznaczy¢ linie wirowe.
Przyspieszenie.
Wyznaczy¢ sktadowe tensorow g—;‘, Vu, D, A.

ANl o S

Sktadowe predkosci wynosza

Uy = Uy = 0,

B Ap 9 9 2\ x2+y2 (13.1)
uz—m(R —x —y)—uo 1-— 72 )

Pole predkosci opisuje laminarny przeptyw plynu niescisliwego w rurociggu o
przekroju kotowym i promieniu R. Przepltyw wymuszony jest réznicg cisnien Ap na
dtugosci L. Wspotezynnik lepkosci dynamicznej oznaczony jest jako u, a predkosé
maksymalna w srodku rurociagu przez uy. W uktadzie walcowym r, ¢, z sktadowe
predkosci maja postaé

Uy = uy, =0,

Ap 9 9 r2 (13.2)
uzzm(R —r>:u0<1—R2 .

Sktadowa u, geometrycznie jest paraboloidg obrotowa i pokazana jest na wykresie

I3.11

1. Dywergencja liczona jest wedtug wzoru ([10.4)

Ou,  Ou,  Ou, B
o + dy + Ep =0+0+0=0. (13.3)

Czyli pole predkosei ([13.1]) jest bezrodtowe.
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—— T

Y

Rys. 13.1: Skltadowa u, ((13.2)) Rys. 13.2: Modul wektora wirowosci
0 (33

2. Wirowos¢, czyli rotacja liczona jest wedtug wzoru ((10.5))

i3k
— |9 9 9| _
Vxu= oxr 9Oy 0z|
Uy Uy Uy

8u2_% - (‘3ux_(9uz - %_8% i
dy 0z 0z oz )7 ox dy B
2%% 2?;03 L0k = (13.4)

Czyli pole predkosci jest wirowe albo wektor wirowosci ([13.4]) ma niezerowe skla-
dowe €, i €,. Pole to pokazane jest na wykresie [13.4]

3. Modutl wektora wirowosci znajdujemy w nastepujacy sposob

2u 2uor
Q:\/Q-Q:,/Q§+Q§:}T§\/x2+y2: Rg : (13.5)

Oznacza to, ze w $rodku rurociggu r = 0 modul wektora wirowosci jest zerowy
2 = 0. Poniewaz zaleznos¢ jest liniowa, to modutl wektora wirowosci przyj-
muje najwicksza wartoéé Q = 2ugR™! na éciance rurociggu r = R, co pokazane
jest na wykresie [13.2]

4. Linie wirowe wyznaczamy z ukladu (2.4)), pamietajac o tym, ze mamy tylko dwie
sktadowe wektora wirowosci, a wiec jedno rownanie rézniczkowe w postaci

de dy
Q. " q, (13.6)

Podstawiajac sktadowe wektora wirowosci z réwnania (|13.4)), widac, ze

dr  d
R (13.7)
T
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Rozdzielajac zmienne z dz = —y dy i catkujac obustronnie, otrzymamy réwnanie
rzutu linii wirowych na ptaszczyzne xy w postaci

2+ =g, (13.8)

ktore geometrycznie sa rodzina okregéw, jak jest to pokazane na wykresie [13.4]
Powierzchnie wirowe beda zatem walcami i pokazane sg na wykresie [13.3]

—— T

Y

Rys. 13.3: Powierzchnie wirowe Rys. 13.4: Pole wirowosci € (13.4)) i
(12.27) linie wirowe ([13.8)

5. Przyspieszenie mozna wyliczy¢ ze wzoru ((10.19)

du,
=0,
dt
du,
—4 =0 13.9
oy, (13.9)
du
= =0.
dt
Ostatecznie mamy
du
— =0. 13.10
P (13.10)
6. Sktadowe tensora nieréwnomiernosci pola predkosci g—‘r‘ wyznaczamy ze wzoru
(2.7) o
gu  [o° o o 0 0 0
o %uxy % % — 0 0 0. (13.11)
or du.  Ou. O _2mu _2yuw
ox dy 0z R? R?

Sktadowe gradientu predkosci Vu wyznaczamy ze wzoru (2.6 lub transponujac
tensor (|13.11])

Ouy  Ouy  Ous 0 0 _ 2zug

J— Uy Yy Uz — _ 4Yyug
Vu= |20 O gu_ g o 2w (13.12)

Oug 8Uy Ouz 0 0 O

0z 0z 0z
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Sktadowe tensora predkosci deformacji D wyznaczamy ze wzoru ([2.10))

. 0
Bau; . (81@ + Uy) % aux + auz 0 0 _ %
J— l 8“9 dug auy l 8“1/ auz — __Yuo
D = 2 + Oy Oy 2 + Oy 8u Suo R2
0 __ZTug __ Y¥o
% auz + auz (881;2 + Uy ) aauzz R2 2 O
(13.13)

Zgodnie z interpretacja sktadowych tensora predkosci deformacji widaé, ze nie
wystepuja w tym przeptywie deformacje liniowe (objetosciowe) — elementy zerowe
na diagonali, natomiast wystepuja niektére deformacje postaciowe (katowe) —
elementy poza diagonala. Sktadowe tensora spinu A wyznaczamy ze wzoru ([2.11))

1(Oug _ Ouy) 1 (Qug _ Bu:
0 2 ( dy ~ Oa ) 2\0: — or 0 0
_ |1 8uz _ Ouy 1(0uy  du. o i
A= 2 Ox 0 2\ 0z oy - 0 0 R2
—1 _Ouz)  _1(%uy _ Ou 0 —Tw o
2 z ox 2\ 0z oy
(13.14)

Zgodnie z interpretacja sktadowych tensora spinu (2.12) widaé, ze wystepuja
sktadowe w, i w, predkosci obrotowe;.

— — — >

“‘—“ _=[‘h—\

1 |\|\

ﬁ f

Y Y

Rys. 13.5: Pole wektorowe predkosciu  Rys. 13.6: Rotacja elementéw plynu
(113.2)) (bez deformacji)

W celu wyobrazenia sobie ruchu plynu, opisanego polem predkosci lub
(13.2), nalezy zda¢ sobie sprawe przynajmniej z dwoch rzeczy. Po pierwsze, ele-
menty plynu, ktére znajduja sie blizej Sciany rurociggu, beda poruszaé sie wolniej
od elementéw ptynu znajdujacych sie blizej osi rurociagu, co wynika z pola predkosci
u. Pole to na plaszczyznie xy pokazane jest na rysunku [13.5] Po drugie, elementy
plynu obracaja sie wokot wektorow wirowosci €2, ktore sa zobrazowane na wykre-
sie Zgodnie ze wzorem (|13.5) na modut wektora wirowosci €2 lub wykresem
13.4] widacé, ze elementy plynu tym szybciej obracaja sie wokot wektorow wirowo-
Sci, im blizej znajduja sie scianki. W samej osi rurociagu elementy nie obracaja sie,
gdyz wektor wirowosci i jego modut sa tam zerowe. Schematycznie pokazane jest to
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na rysunku [13.6, Trzecia sprawa, pominicta tutaj ze wzgledu na przejrzystosé ry-
sunkul13.6], to dodatkowa deformacja postaciowa (katowa) elementéw plynu zgodnie
ze sktadowymi tensora predkosci deformacji D (|13.13]).



Rozdzial 14

Cwiczenie 5. Kinematyka

14.1. Zadanie 1

Dla danego pola predkoéci u = 4%2 (R2 — 22 — ) k obliczy¢:
1. Objetosciowe natezenie przeptywu.
2. Predkos¢ srednia.

3. Predkos¢ maksymalng.
Sktadowe predkos$ci wynosza

Uy = Uy = 0,
uzzlﬁfz(fg—mj—yz).

(14.1)

Pole predkosci u jest identyczne jak w zadaniu w rozdziale [13] gdzie wyjasnione
zostato znaczenie poszczegdlnych symboli.

1. Objetosciowe natezenie przeptywu V oblicza sie z nastepujacego wzoru
V= Hu-ﬁds, (14.2)
S

gdzie S jest powierzchnia, przez ktora obliczamy objetosciowe natezenie prze-
plywu, a nn wersorem normalnym do tej powierzchni. W przypadku rurociagu
z poprzedniego zadania powierzchnia S jest kotem, ktore lezy na ptaszczyz-
nie zy i wersor normalny do powierzchni S jest wersorem k. Zatem calka po-
wierzchniowa redukuje si¢ do catki podwdjnej po obszarze D = {(z,y) :
r? + y? < R*}. Latwiej bedzie catkowaé we wspotrzednych biegunowych po ob-
szarze A = {(r,¢) : 0 < r < R;0 < ¢ < 27}. Tloczyn skalarny u-7fv obliczamy
nastepujaco

u-’ﬁzu-isz(ugc Uy uz)(O 0 1):uz, (14.3)
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a objeto$ciowe natezenie przeptywu ([14.2))

V:quzdS: m{)f <R2_x2_y2) dz dy =

Ap wh Ap r2 o\ " TR*Ap
— R —r?)rdrdp=— ¢ | R*=——| = . (144
4@!6[( ) rdrdy L, o 2 1), ’uL (14.4)
2. Predkos¢ érednia u definiowana jest w nastepujacy sposob
1 .
uSqu-ndS. (14.5)

Poréownujac wzory (14.4) i (14.5), widaé prosta zaleznosé pomiedzy predkoscia
Srednig i objetosciowym natezeniem przeptywu

V = as. (14.6)

Zatem predkos¢ érednig otrzymaé¢ mozna z objetosciowego natezenia przeplywu
(14.4)), dzielac je przez pole powierzchni kota S = 7R?, co da
1% B R?>Ap

U= —

S 8uL

(14.7)

3. Predko$¢ maksymalna uy mozliwa jest do wyznaczenia ze wzoru ((14.1)) dla r = 0

($rodek rurociagu)
R?Ap
=u,(0) = . 14.8
wo=u.0) = (148)
Poréwnujac predkosé srednig ((14.7) i maksymalna (14.8]) dla przeptywu laminar-
nego w rurociggu o przekroju kotowym, otrzymujemy

u = 2. (14.9)

14.2. Zadanie 2

Dla danego pola predkosci u = ug (1 — x;+y2> k obliczy¢:

1. Objetosciowe natezenie przeptywu.
2. Predkos¢ srednia.

Sktadowe predkosci wynosza

Uy = Uy = 0,

( \/a:2+y2>” (14.10)
U, = Ug 1_T .

Pole predkosci u ma empiryczny charakter i opisuje przyblizony rozktad turbulentny

predkodci w zaleznosci od liczby Reynoldsa. Np. dla Re = 4-10° mamy n = %, dla
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Re = 10° mamy n = 1, dla Re = 43-10° mamy n = . W ukladzie walcowym r, ¢,
z sktadowe predkosci ((14.10)) maja prostsza postac

U, = uy, = 0,

(1 " (14.11)
U, = Ug - = .
7)

Na rysunkach i pokazane sg rozktady sktadowej u, wedtug wzoru (14.11))

dla réznych wyktadnikow n.

— ) — T

Y Y
Rys. 14.1: Sktadowa wu, (14.11) dla Rys. 14.2: Sktadowa wu, (14.11) dla
1

n = n:l—o

D=

1. Objetosciowe natezenie przeptywu mozna wyliczyé ze wzoru analogicznego do
(114.4])

V= LjuzdS:uoif (1 — wQPZLy2>n drdy =

R R
r n - r n
J (1 — R) rdrde = ug @} I <1 — R) rdr. (14.12)

0

Ug

OHSD

Catke (14.12)) obliczmy przez podstawienie 1 — r/R = z i zamiang granic. Jezeli
r=0,tox=11jezeli r = R, to x = 0. Po przeksztatceniu otrzymamy

n+1

p n+2 \ 1
: T z
V = ug2m R? 2"(1—x)de = w27 R? ( — ) =
Oj n+1 n+2 0
1 1 ) B up2m R?
-

— . (141
n+1l n+2 n+1)(n+2) (14.13)

up2m R? (

2. Predkosé $rednig obliczamy na podstawie wzoréw (14.6) i (14.13)), gdzie S = 7w R?
V 2U0

ﬂ:—:

S (n+1)(n+2)

(14.14)
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14.3. Zadanie 3

Dla danego tensora nierownomiernosci pola predkosci (14.15)) wyznaczy¢ ten-
sor predkosci deformacji D, tensor spinu A i narysowa¢ element ptynu przed i po

deformacji.
ou 1 2
o (_2 1) (14.15)
Dwuwymiarowa posta¢ tensora nieréwnomiernosci pola predkosci g—;‘, na podsta-
wie definicji (2.7), ma nastepujaca postaé
ou Quy  Bug
u_ (8 o) (14.16)
r or Ty

Podobnie mozna napisa¢ dwuwymiarowa wersje tensora predkosci deformacji D.
Postugujac sie definicja (2.10)), otrzymujemy

Oug 1 (Ous Auy
D= ox 2 ( oy fh)) . 14.17
e e

Dwuwymiarowa postaé¢ tensora spinu A, na podstawie definicji (2.11)), przyjmuje

nastepujacg postac
0 1 (Oug _ Ouy
= 2\ 0 Oz
A= (_1 (auz _ %) ( ! 0 ) : (14.18)

2 \ Oy Oz

Na podstawie rozkladu (2.9) wiemy, ze tensor nieréwnomiernosci pola predkosci
dekomponuje si¢ w nastepujacy sposob

ou

— =D+ A. 14.19

o (14.19)
Poniewaz tensor spinu A wedlug definicji (14.18)) ma na diagonali zera, wiec na
diagonali tensora predkosci deformacji D musza znajdowaé sie sktadowe tensora
nierownomiernoéci pola predkosci predkosci g—;‘. Sktadowa tensora predkosci defor-
macji w pierwszym wierszu i drugiej kolumnie wyznaczamy na podstawie definicji
(114.17)), gdzie poszczegdlne pochodne odezytujemy z definicji (14.16)) i tensora, ktory
jest trescia zadania ((14.15)

1 (Ou,  Ouy) 1 B
5 ( ay + &B> =3 (2-2)=0. (14.20)

Sktadowej w drugim wierszu i pierwszej kolumnie nie trzeba liczy¢, gdyz tenor D jest
symetryczny. Sktadowa tensora spinu w pierwszym wierszu i drugiej kolumnie wy-
znaczamy na podstawie definicji (14.18)), gdzie poszczegdlne pochodne odczytujemy

z definicji (14.16) i tensora, ktory jest trescia zadania ((14.15))

L (Ou, Ouy) 1 B
2<8y _(9:1:> _5(24—2)—2. (14.21)
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Sktadowej w drugim wierszu i pierwszej kolumnie nie trzeba liczy¢, gdyz tenor A jest
antysymetryczny. Wystarczy zmieni¢ znak liczby, ktéry wynika z réwnania (14.21]).
W ten sposdb wyznaczone zostaty poszczegdlne sktadowe tensorow

ou 1 2 10 0 2
m(L () (%) e

Wynik tatwo sprawdzi¢, dodajac do siebie poszczegolne sktadowe tensoréw D i A,
ktore w rezultacie powinny da¢ sktadowe tensora g—;‘.

Do narysowania elementu ptynu po deformacji potrzebny jest rysunek [14.3], gdzie
pokazane sg poszczegblne cztery sktadowe tensora nierownomiernosci pola predkosci
(14.16). Pochodne w prawym gérnym rogu elementu plynu sa sumg poszczegdlnych

pochodnych i pokazane sg na rysunku (14.4}

1

1

1

1

1

1

]

152 T

Ouyp Oug

O Ox Ox

> i — i

Ouy Ouy
2 2
Rys. 14.3: Sktadowe tensora ‘g—;‘ Rys. 14.4: Sktadowe tensora g—;‘

Rysunki i sq szczegblnymi przypadkami rysunku [2.1] ktéry przedstawia
dowolny element ptynu. Jezeli dowolny element ptynu ma forme szescianu, to taka

sytuacja przedstawiona jest na rysunku [14.5 Jezeli dodatkowo zalozymy, ze nie ma
sktadowej predkosci ug ruchu postepowego, to mamy sytuacje na rysunku(14.6 Jezeli
element ptynu jest dwuwymiarowy, to otrzymamy rysunek lub [14.4]

Rys. 14.5: Element ptynu Rys. 14.6: Element ptynu
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Schemat postepowania pokazany jest na rysunkach [14.7] Mozna podzieli¢ go na
kilka etapéw. Najpierw rysujemy nieodksztalcony element o dowolnych wymiarach
(np. 4 na 4). Nastepnym krokiem, pokazanym na pierwszym rysunku E?I, jest
naniesienie odpowiednich sktadowym tensora g—;‘ wedlug definicji @ i tresci
zadania ([14.15). Na podstawie pierwszego rysunku wyznaczamy wypadkowe
i taczymy poczatek uktadu wspotrzednych z wypadkowymi, co pokazane jest na
drugim rysunku za pomocy czerwonej, przerywanej linii. Nastepnie przenosimy
strzatki z lewego gérnego i prawego dolnego rogu, sumujac je, zgodnie z rysunkiem
1 wyznaczamy wypadkowa, co pokazane jest na trzecim rysunku [I4.7] Ostatnim
etapem jest potaczenie wypadkowej z liniami przerywanymi z poprzedniego etapu,
co pokazane jest na czwartym rysunku [14.7]

A A ”,
1
4 > 4 -
o ’
3 ) l'
1
) ) ;
’
1 1
.
> T Sy > €
—1 | 4 -1 T~2 4
1 o
p s X ~
~ ~
\ *S{
i v A s~ .
A » > A & S >
(23 l-r > =@ L N g
~— [ Y
3p 34
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9 . 9 /l u
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I' 7 ’
14 11 i
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7 '
= £ - —
~ ~ ]
— 4 —_ 4
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RS T 'S 1
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ih& ir~&

Rys. 14.7: Kolejne etapy postepowania
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14.4. Zadanie 4

Dla danego tensora nieréwnomiernos$ci pola predkosci (14.23) wyznaczy¢ ten-
sor predkosci deformacji D, tensor spinu A i narysowa¢ element ptynu przed i po

deformacji.
Ju -2 =2
(2 e

Graficzna odpowiedZ pokazana jest na rysunku [14.8]

14.5. Zadanie 5

Dla danego tensora nieréwnomiernosci pola predkosci (14.24) wyznaczy¢ ten-
sor predkosci deformacji D, tensor spinu A i narysowa¢ element ptynu przed i po

deformacji.
Ju 0 1
n_ (5, ) i

Graficzna odpowiedZ pokazana jest na rysunku [14.9]

14.6. Zadanie 6

Dla danego tensora nieréwnomiernosci pola predkosci (14.25) wyznaczy¢ ten-
sor predkosci deformacji D, tensor spinu A i narysowa¢ element ptynu przed i po

deformacji.
ou 1 -1

Graficzna odpowiedZ pokazana jest na rysunku
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Rozdzial 15

Cwiczenie 6. Reakcje

15.1. Zadanie 1

Obliczy¢ oddziatywanie ptynu na rurocigg z rysunku [15.1, Kat miedzy osia x a
odgatezieniem rurociagu wynosi a. Wlot do rurociagu (u;) jest z lewej strony.

Rys. 15.1: Rurociag

Do rozwigzanie zadania potrzebna bedzie catkowa posta¢ rownania zachowania

pedu (3.9), ktora przy zatozeniu stacjonarnosci % = 0 uprasza sie do nastepujacej

postaci
@Spuu.ﬁdszﬂjpgdwr @ands. (15.1)
Vv

ov+ ov+

Dodatkowo zaktadamy, ze sity masowe sprowadzaja sie wytacznie do grawitacji f =
g 1 wykorzystujemy zalezno$¢ Cauchy’ego (3.6)). Przekrdj rurociggu pokazany jest
na rysunku z zaznaczonymi predkosciami, wektorem grawitacji i wersorami
normalnymi, ktére muszg by¢ skierowane na zewngtrz!

Rys. 15.2: Przekr6j rurociagu
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We wzorze przez V oznaczono objeto$¢ kontrolng rurociagu, zaznaczong
czerwona przerywana linig na rysunku [I5.2} Jest to ta cze$é rurociagu, na ktora li-
czone jest oddzialywanie ptynu. Przez OV oznaczono zamkniety i dodatnio zorien-
towana (na zewnatrz) powierzchnie, ktéra jest brzegiem objetosci V. Powierzchnia
OV sklada sie z powierzchni wlotowej (koto) S;, dwoch powierzchni wylotowych
(k61) Sy i S5 oraz pobocznicy rurociagu Sp. Na rysunku m przez Uu; 0znaczono
wektor predkosci na wlocie. Predkosci wylotowe to us i ug, gdzie kat miedzy tymi
wektorami, lub kat miedzy rurami wylotowymi, wynosi «.

Pierwsza catke we wzorze rozkltadamy na sume catek po poszczegdlnych
powierzchniach

ﬁpuwﬂdS: @ puu-ﬁ,dS:jjpououo-ﬂodS—i-

oVt SoUS1US2US3 So
jj pruiuy - iy dS + fj pauzUy - oy dS + ff psugus-nzdS. (15.2)
S1 Sa Ss3

Oczywiscie poszczegdlne catki nie sg catkami po powierzchni zamknietej. Catka po
pobocznicy Sy jest zerowa, gdyz albo predkos¢ na Sciance réwna jest zero, albo
predkosé ug jest prostopadia do wersora normalnego 7y, a wiec ich iloczyn skalarny
ug - N jest zerowy, co zapisujemy

J] LoUoUg - ’fLo ds =0. (153)
So

Caltka (15.3)) jest wektorem, wiec wynik rowny jest wektorowi zerowemu. Catke po
powierzchni wlotowej S; liczymy w nastepujacy sposéb

jj piuuy -y dS = — jj pugug, dS = —uy fj Py, dS = —rmqay. (15.4)
S S, S

[loczyn skalarny u; - 1y jest rzutem wektora u; na kierunek wersora 7, ze znakiem
ujemnym, tj. uy - g = —u,, gdyz wektor uy i wersor i sa skierowane przeciwnie,
a wiec ich kat jest wiekszy niz 90°. Poniewaz wektor predkosci u; nie jest staty, wiec
nie mozna go zapisac¢ przed catka bezposrednio. Mozna natomiast zdefiniowac
jego wartos¢ srednia w nastepujacy sposob

[[ puu,dS  [[ puu, dS

— S o S
v [ pu,ds mo (15.5)
S

gdzie mianownik definicji (15.5)) jest masowym natezeniem przeptywu, ktore defi-
niuje sie jako

= H P, dS. (15.6)
S

Zatem wykorzystanie definicji (15.5)) i (15.6) daje ostatecznie wartosé catki ((15.4)).
Analogicznie wyliczyé¢ mozna calki (15.2) po powierzchniach wylotowych Sy i Ss.
Pamigta¢ nalezy o tym, ze w tych przypadkach wyniki beda z przeciwnym znakiem
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do calki (|15.4]), gdyz tym razem wektory predkosci i wersory skierowane sa tak samo,
tj. Uy - Mg = w9, 1 U3- N3 = us,. Ostatecznie mozna zapisac, ze

jf pauuy - iy AS = 1oy,

% (15.7)
f P3UsUs - ’ng ds = mgﬁg.
S3

Druga catka w réwnaniu (15.1)) jest cigzarem plynu znajdujacego si¢ w rozwazanej

czesci rurociggu i zapisywana jest jako

fﬂ pgdV =g ﬂf pdV = Mg, (15.8)

gdzie M oznacza mase¢ ptynu w rozwazanej objetosci kontrolnej rurociggu. Oczy-
wiscie wektor grawitacji mozna zapisa¢ przed calka , gdyz jego wartosé¢ nie
zmieni sie w objetosci kontrolnej V.

Trzecig catke w rownaniu zapisujemy podobnie jak pierwsza, zastepujac
ja suma calek po poszczegdlnych powierzchniach

S@SandS: @f o, ds =

ov+ SoUS1US2US3
ﬂ oo dS + H o dS + ﬂ 0o dS + H o3 dS. (15.9)
So S1 Sa S3

Calke po pobocznicy Sy definiuje sie jako oddzialywanie rurociggu na plyn (nie
plynu na rurociag) i oznacza si¢ jako Ry

R, = ﬂ oo dS. (15.10)
So

W calce po powierzchni wlotowej S; wykorzystuje sie dekompozycje wektora na-
prezenia o, na sktadowa normalng o,, i styczng o,;. Sktadowa styczna na po-
wierzchniach wlotowych i wylotowych jest pomijalna w poréwnaniu ze sktadowa
normalng. Sktadowa wektora naprezenia normalna do powierzchni rozktadana jest
na jego modut 0,1 1 wersor fi; ze znakiem przeciwnym. Znak minus bierze sie stad,
ze naprezenie normalne dziala na rozwazana powierzchnie, a wersor normalny do
powierzchni jest skierowany przeciwnie do wektora naprezenia normalnego. Samo
naprezenie normalne (modut sktadowej normalnej wektora naprezenia) jest ci$nie-
niem, co zapisuje sie w nastepujacy sposob

U oy dS = U oo S + ﬂ oy AS
S1 St

S1
H o dS = — ﬂ Ao dS = —7y le dS = —fupSi. (15.11)
S1 S1

St

Poniewaz rozkltad cisnienia na powierzchni S; nie musi by¢ staty, wiec nie mozna
ciSnienia p; zapisaé¢ przed calka. Z tego powodu definiuje sie Srednie ci$nienie jako

LgpdS prdS
P=71das ~ s

S

(15.12)
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Wersor normalny 71y mozna zapisa¢ przed catka, gdyz jego warto$c i kierunek nie
zmienia sie na powierzchni wlotowej i wylotowych. Pozostate catki po powierzchniach
wylotowych S i S3 liczy sie doktadnie tak samo, jak catke po powierzchni wlotowej
S1 1 otrzymuje sie analogiczne wyniki

jj On2dS = —M9PsSo,

Sa

b”amdS:—ﬁgﬁg

S3

(15.13)

Po wykorzystaniu przeksztatconych catek (15.3), (15.4), (15.7)), (15.8]), (15.10]), (15.11]),
(15.13) i wstawieniu ich do réwnania (15.1]), otrzymamy

— m1ﬁ1 + mgﬁg + mgﬁg = Mg + RO — ﬁlﬁlSl — ’ﬁgﬁgSQ — ’fl3]§383. (1514)

Kolejnym krokiem jest rozktad poszczegdlnych wektoréw w rownaniu (15.14) na
sktadowe, ktore sg zgodne z uktadem wspéhzednych z rysunku [I5.2] co robi sie w
nastepujacy sposob

1_11 - ﬂli,

Uy = 1o,
U3 = 23 cos & + Juz sin av,

n, = —i,

(15.15)

~)

ny =1,
N3 =2cosa + Jsina,
Ry = Ryt + RoyJ,
g=—97
Podstawiajac rozktady do réwnania , otrzymamy nastepujace rowna-

nie wektorowe

— mlﬂli + myjllgi + ’iT;’L3ﬂ3 cos a + jm:gﬂg sina =
— Mgj+ Rost + Royj + 1518 — D2.Sat — 1p3 S5 cosa — JpsSssina, (15.16)

ktére mozna zastapi¢ dwoma rownaniami skalarnymi

—11 Uy + Molly + 1hgtis cos a =Ry, + p1.S1 — PaSa — p3S3 cos a, (15.17)
malzsino = — Mg + Ry, — p3Sssin a. '

7 uktadu réwnan ((15.17) wyznaczamy sktadowe oddzialywania rurociagu na plyn
Roe, Ro, i zamieniamy ich znaki na przeciwne, aby otrzymac sktadowe oddziatywania
plynu na rurociagg w postaci

Rx = —Rox = mlﬂl — mgﬂg — mg’ﬁ;g COS v +ﬁ151 — ]5252 — ]7353 COSs ¢, (15 18)
R, = —Rgy, = —1hzugsina — Mg — p3Ss sin a. '
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15.2. Zadanie 2

Obliczy¢ oddziatywanie ptynu na rurociag z rysunku [I5.3] Kat miedzy osia x a
wylotem (u3) gérnym wynosi a, a kat miedzy osia x a wylotem (uy) dolnym /3. Wlot
(u;) do rurociggu znajduje sie z lewej strony. Uklad wspotrzednych nalezy przyjacé
tak, jak w zadaniu pierwszym.

Rys. 15.3: Rurociag

Odpowiedz

Rx = myﬁl — 77"@712 COSﬁ — mgﬂg Ccos & + 15151 - ]5252 COSﬁ - ]5353 COS v, (15 19)
Ry = T;’ZQI_LQ Sinﬁ - m3’L_63 sin v — Mg +]3282 sinﬁ - ]7353 sin a. ‘

15.3. Zadanie 3

Obliczy¢ oddziatywanie plynu na rurociag z rysunku[15.4l Rurociag odgalezia sie
pod katem prostym. Wlot (u;) do rurociagu znajduje si¢ z lewej strony, po prawej
(ug) i u géry (us) znajduja sie wyloty. Uktad wspétrzednych nalezy przyjaé tak, jak
w zadaniu pierwszym.

‘HHH!H:i

Rys. 15.4: Rurociag

Odpowiedz
Ry = 1y — 1ty + P15 — P25,
Mt — Maliz + P1o1 = Paos (15.20)
R, = —msus — Mg — p3Ss.
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Cwiczenie 7. Rownanie N-S

16.1. Zadanie 1

Wyznaczy¢ rozktad predkosci przeptywu laminarnego pomiedzy dwiema pta-
skimi ptytkami, przedstawionymi na rysunku [16.1} Plytki znajduja sie od siebie
w odlegtosci 2h. Ptytki sg nieskonczenie dtugie wzdtuz osi x i nieskonczenie szerokie
wzdtuz osi z. Przepltyw wymuszony jest roznicg cisnien Ap na dtugosci L. Poczatek
uktadu wspotrzednych znajduje sie w potowie wysokosci pomiedzy ptytkami. Prze-
plyw ptynu niescisliwego jest stacjonarny i gestos¢ rozktadu sit masowych f = g.

L
L

L
1 |

Rys. 16.1: Ptaskie ptytki

2h
8

Do rozwiazania zadania wykorzystujemy domkniety uktad réwnan (6.5)), ktéry
po rozpisaniu sktada sie z czterech rownan skalarnych w postaci

Oy, N Ou, N ou, 0
or Oy 0z

8ux+u8ux+u8ux+u
P\t T " ar T ey T2

ou ou 0 v, 0%*u, O*u
y y>:P9y—ap+< y Ty | Ty

auy+uauy+u +u
P\Tot T gr T, T

8uz+u8uz+u8uz+u
P\Tar "oy Ty T
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Jest to uktad czterech rownan rozniczkowych czastkowych. Réwnania Neviera-Stokesa
sg dodatkowo rownaniami nieliniowymi drugiego rzedu. Przeptyw z rysunku jest
co najwyzej dwuwymiarowy (ptaski), co wiaze sie z tym, ze predko$¢ u, = 0 i brak
jest jakichkolwiek zmian w kierunku osi z, co oznacza % = 0. Ostatnie zalozenie
wynika z tresci zadania, gdyz przeptyw jest nieskonczenie szeroki wzdtuz osi z. Do-
datkowo przy zalozeniu stacjonarnosci 2 = 0 uktad réwnan (16.1)) upraszcza sie do

ot
nastepujacej postaci

Ou,  Ou,
or T oy =0
u%—ku% — _@+ 82ux+02ux 16.2
duy ouy\ op *u, 0%,
p(Uxax +uyay>—pgy ay+“<ax2+ay2 .

Uktad rownan ((16.2]) jest prostszy niz uktad , ale nadal mamy do czynienia
z réwnaniami nieliniowymi. Ostatnie zatozenie, wynikajace z treéci zadania, polega
na tym, ze pole predkosci nie zmienia si¢ wzdtuz osi y, gdyz plytki sa nieskonczenie
dhugie, a wiec mamy do czynienia tylko z jedng sktadows predkosci u,, a druga
sktadowa u, = 0. Zatem uktad przyjmuje jeszcze prostsza postac

Ou,
or 0
Ous __Op  (Pus Oy 16.3
Plapr = ar T\ aa2 oy )’ (16.3)
_ Op

7 pierwszego réwnania w powyzszym uktadzie wynika, ze predko$é¢ u, nie moze by¢
zmienng x, a wiec i druga pochodna u, wzgledem x rowniez jest zerowa, co prowadzi
do kolejnej, prostszej postaci uktadu réwnan

d?u,
0= _@ + H - )
Ox dy?
(16.4)
dp

Pochodna czastkowa predkosci u, przechodzi w pochodna zwyczajna, gdyz u, zalezy
tylko od jednej zmiennej y. Z drugiego rownania uktadu mozna wyznaczy¢
rozktad cisnienia wzdtuz osi y. W tym zadaniu wyznaczaé¢ bedziemy tylko rozktad
predkosci u,, a wiec interesuje nas tylko réwnanie pierwsze uktadu

Op d?u,
=
ox dy

(16.5)

Zauwazmy, ze w réwnaniu ((16.5)) mamy do czynienia z pochodnymi dw6ch réznych
funkcji. Po lewej stronie znajduje sie pochodna ci$nienia p wzgledem x, a po prawej
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druga pochodna predkosci u, wzgledem y. Jest to tylko mozliwe, gdy obie pochodne
rowne sg statej wartosci, co mozna zapisa¢ jako

d%u, ‘
H—— = const,
dya (16.6)
o = const.
ox

Z drugiego réwnania uktadu ((16.6)) mozna wywnioskowaé, ze skoro pochodna cisnie-
nia wzgledem x jest stata, to ci$nienie jest funkcja liniowa. Skoro mamy do czynienia
z funkcja liniows, to jej stata pochodng mozemy zastapi¢ przyrostem, a dokladnie
spadkiem cisnienia Ap na dlugosci L. Poniewaz méwimy o spadku, wiec pochodna
ma znak ujemny. Zatem uktad (16.6]) przyjmuje postaé
d?uy, _ Ap
K dy2 L~
Dzielac obustronnie zaleznos$é ((16.7) przez wspétezynnik lepkosci i i catkujac obu-
stronnie wzgledem vy, otrzymamy

du, Ap

=c — —. 16.8
dy C1 0 Ly ( )
Predko$¢ u, z réwnania ((16.8)) wyznaczmy przez ponowne obustronne catkowanie
wzgledem y, co daje

(16.7)

uz(y) = c2 + 1y — ﬁyQ' (16.9)
Rozktad predkosci jest catka ogodlna, zalezna od dwodch statych catkowania c; i
co, ktore wyznaczamy z warunkoéw brzegowych. Warunki te wymagaja, aby predkosé
na plytkach zerowata sie, co zapisujemy jako u,(h) = u,(—h) = 0. Po wstawieniu

obu warunkéw do réwnania ((16.9) otrzymamy uktad nastepujacych rownan

A
¢y — crh — — B2 =0,

2&? 2 (16.10)
62+Clh_2,u7Lh :0,
ktore pozwalaja na wyznaczenie statych c¢; i co w postaci
c1 =0,
P2Ap (16.11)
Co = ol

Wstawiajac wyznaczone state (16.11)) do catki ogdlnej ([16.9), otrzymujemy caltke
szczegblna, ktoéra jest rozwiazaniem zadania i przedstawia rozktad (pole) predkosci

przeptywu miedzy ptaskimi ptytkami.
Ap /.4

Rozwigzanie (16.12]) geometrycznie jest parabola, ktéra pokazana jest na rysunku
Poprawnos¢ wyniku tatwo sprawdzi¢ chociazby w ten sposoéb, ze spetnia wa-
runku brzegowe.
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16.2. Zadanie 2

Wyznaczy¢ rozktad predkosci przeptywu laminarnego pomiedzy dwiema pta-
skimi plytkami przedstawionymi na rysunkach i Przeplyw wymuszony
jest wytacznie ruchem goérnej ptytki wzdtuz osi x z predkoscia v. Reszta zatozen jest
identyczna jak w zadaniu pierwszym. Brak jest jedynie gradientu ci$nienia. Rysunki

i roznig sie jedynie przyjetymi uktadami wspotrzednych.

Y Y

2h
8
2h

xT

Rys. 16.2: Ptaskie plytki Rys. 16.3: Ptaskie ptytki

Rozumowanie jest identyczne, jak miato to miejsce w zadaniu pierwszym. Za-
miast réwnania ((16.5)) otrzymujemy jeszcze prostsza jego postaé, gdyz brak jest
gradientu ci$nienia 3£ = 0

d%u,
= 0. 16.13
P (16.13)
Rozwiazaniem (calka ogélna) réwnania ((16.13)) jest funkcja liniowa w postaci
Uz (y) = a1y + 2, (16.14)

gdzie ¢y i ¢y sa stalymi catkowania, ktére wyznaczamy z warunkow brzegowych.
Warunki te maja rozna posta¢ w zaleznosci od przyjetego uktadu wspédtrzednych. Dla
uktadu z rysunku warunki brzegowe przyjmujemy identycznie jak w zagadnieniu
pierwszym u,(h) = u,(—h) = 0. Otrzymujemy nastepujacy ukltad réwnan

—aht e =0, (16.15)
cih + ¢y =0, '
ktorego rozwigzaniami sg
v
C1= 57
2h
7 (16.16)
Cy = 5

Wstawiajac state (16.16) do catki szczegdlnej ([16.14)), otrzymamy ostatecznie wzor
na rozktad predkoéci, ktoéry jest liniowy

vy
" =—(=4+1]). 16.17
w() =1 (L+1) (16.17)
Dla ukladu z rysunku warunki brzegowe maja natomiast postaé u,(0) =
uz(2h) = 0. Otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan
Co = O,

16.18
c12h 4+ co = v, ( )
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ktorego rozwigzaniami sg

v
=,
b 2n (16.19)
Cy = 0.

Wstawiajac stale (16.19)) do calki ogblnej (16.14]), otrzymamy znowu wzér na rozktad
predkosci, ktory jest rowniez liniowy

()

uz(y) = 53 Y- (16.20)

16.3. Zadanie 3

Wyznaczyé rozktad predkosci przeptywu laminarnego pomiedzy dwiema pta-
skimi plytkami przedstawionymi na rysunkach i Przeplyw wymuszony
jest wytacznie ruchem goérnej i dolnej ptytki wzdtuz osi z z predkodciami v i —v.
Reszta zatozen jest identyczna jak w zadaniu pierwszym. Brak jest jedynie gradientu
cisnienia. Rysunki [16.4]i[16.5r6znia si¢ jedynie przyjetymi uktadami wspoltrzednych.

\ 4
A 4

2h
8
2h

Rys. 16.4: Ptaskie plytki Rys. 16.5: Ptaskie ptytki

Rozwigzanie dla uktadu wspotrzednych z rysunku wynosi
v
uz(y) = 3y (16.21)

Rozwiazanie dla uktadu wspétrzednych z rysunku wynosi

Uup(y) = v (% - 1) . (16.22)
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17.1. Zadanie 1

Wyznaczy¢ rozktad predkosci przeptywu laminarnego na réwni pochytej, przed-
stawionej na rysunku [17.1] Wysoko$é powierzchni opadajacej wody wynosi h. Row-
nia nachylona jest do poziomu pod katem « i jest nieskonczenie dtuga wzdtuz osi z i
nieskonczenie szeroka wzdtuz osi z. Przeptyw wymuszony jest wylacznie grawitacja.
Uktad wspoétrzednych przyjeto w ten sposob, ze o x znajduje sie na powierzchni
rowni. Przeplyw ptynu niescisliwego jest stacjonarny i gestos¢ rozktadu sit masowych
f=g.

Bl Bl

Rys. 17.1: Réwnia pochyta Rys. 17.2: Zaleznosci miedzy katami
Rozwiazanie zacza¢ mozna od uktadu réwnan (16.2)), ktéry opisuj przeptyw dwu-
wymiarowy i stacjonarny

Quy | Ouy
ox y

Oug 0w\ o Op (O O
P\ "5y uyﬁy TP T gy T 2 oy? )’ (17.1)

Juy uy\ _ op O, O,
p(uxax+uyay)_pgy ayw(axﬁay? |

Pole predkosci nie zmienia sie wzdtuz osi y, gdyz rownia jest nieskonczenie dtuga,
a wiec mamy do czynienia tylko z jedna sktadowsg predkosci u,, a druga sktadowa

=0,
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u, = 0. Zatem uklad ((17.1)) przyjmuje jeszcze prostsza postaé

Ol
or 0
Ou, Pu,  uy,
dp
0= pgy — aiy

7 pierwszego réwnania w powyzszym uktadzie wynika, ze predko$é¢ u, nie moze by¢
zmienng x, a wiec i druga pochodna u, wzgledem x rowniez jest zerowa, co prowadzi
do kolejnej, prostszej postaci uktadu rownan

d%u,
0=pgo+ 135
4 (17.3)
0= pg, —
Rzuty wektora g znajdujmy na podstawie rysunku jako
» = gsinaq,
Jo =9 (17.4)

gy = —gcosa.

Poniewaz przeptyw wymuszony jest wylacznie przez grawitacje, wiec w drugim row-
naniu uktadu nie ma sktadowej gradientu ci$nienia %. Pochodna czagstkowa
predkosci u, przechodzi w pochodng zwyczajna, gdyz u, zalezy tylko od jednej
zmiennej y. Podobnie jest z pochodna cisnienia wzgledem y. Z drugiego réwnania
uktadu mozna wyznaczy¢ rozktad cis$nienia wzdtuz osi y, ale wyznaczamy
tylko rozktad predkosci u,, a wiec interesuje nas tylko réwnanie pierwsze uktadu
(17.3). Dzielac je obustronnie przez wspoétczynnik lepkosci p i wykorzystujac roz-

ktad (17.4), otrzymamy

dy?  p
Rozktad predkosci u, znajdujemy z réwnania (17.5)) poprzez dwukrotne catkowanie
wzgledem zmiennej y, co prowadzi do caltki ogélne;j

d®u, _pgsina. (175)

sin «
Uz (y) = o+ 1y — ngM . (17.6)

Dysponujemy tylko jednym warunkiem brzegowym w postaci zerowania sie predkosci
na powierzchni rowni w postaci u,(0) = 0. Pozwala to wyznaczyé¢ warto$¢ stalej
¢y = 0. Rozwiazanie ((17.6) ma teraz nieco prostsza postaé

pgsina o

uz(y) = cry — 2 Y. (17.7)

Maksymalna predkos¢ u, osiagana jest przez przeptyw na réwni na lustrze cieczy,
czyli ug = u,(h). Jest tak dlatego, ze ciecz na lustrze, czyli na powierzchni styku
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wody i powietrza, napotyka na najmniejszy opor, gdyz wspotezynnik lepkosci po-
wietrza jest duzo mniejszy niz wspoétezynnik lepkosci wody. Skoro na lustrze wody
predkosé jest najwigksza, wiec rozktad predkosci ma tam ekstremum i po-
chodna predkosci u, musi si¢ zerowa¢. Pochodna wyznaczamy jako

du, pgsin a
=c — y. (17.8)
dy p
7 warunku d"g{i@fh) = 0 mozna wyznaczy¢ stata c;, ktora wynosi
hsi
o = P90 (17.9)
I

Stata ¢ nalezy wstawi¢ do rozwiazania ((17.7)) i ostatecznie mozna otrzymaé para-
boliczny rozktad predkosci u, w postaci

: 2
ualy) = 2 S:no‘ (hy - y) . (17.10)

17.2. Zadanie 2

Wyznaczy¢ rozktad predkosci przeptywu w rurze o promieniu R, ktéry wymu-
szony jest wylacznie spadkiem ci$nienia Ap na dtugosci L. Przeptyw plynu niescisli-
wego jest laminarny i stacjonarny. Fragment rury i poszukiwany rozktad predkosci
pokazany jest na rysunku [17.3]

- T P ——

8

8
T
T

Y Y

Rys. 17.3: Przeplyw w rurze Rys. 17.4: Przeptyw typu rura w rurze

Stacjonarny przeplyw w rurze o przekroju kotowym opisany jest uktadem row-
nan ([17.1). Jednak nie da sie tego uktadu uproscié, a rozwigzywanie go w ukladzie
kartezjanskim jest bardzo trudne. Najtatwiej rozwiaza¢ zadanie przez zmiang uktadu
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wspoOtrzednych na walcowy, gdyz wewnetrzna powierzchnia rury jest walcem koto-
wym. Uktad rownan (6.5) w uktadzie walcowym r, ¢, z ma nastepujaca postaé

10 (ru,) N 10u, Ou,

r or r Oy + 0z =0,
au,,_i_ ou, +78ur+ 8u,,_u7?0 B
P ot " or r O0p b 0z r)
op 10 [ Ou, 1 0%,  u, 2%0u,
pgr— -+ r i me dlie el el
or ror \ or r2 09?2  r2 r Op
Ouy, Ou, Uy, Oug, Ouy | Upty |
p(at—i- ot ey Tl ) = (17.11)

r2 Jp? 022 + r2 dp r?
p <8uz ou,  u,Ou, 8uz>

1op N 10 au@ N l@ZU@ N P*u, 2 Ou, Uy
rdp ror \' or ’

o T T e T,

Op 10 [ Ou, 1 0%u, O0%u,
P9z 8z+u<7“8 <T8T>+r2&p2 * 822>'
W powyzszej formie uktad ten jest bardzie rozbudowany niz rozpisany uktad row-
nan w uktadzie kartezjanskim , co w pierwszej chwili moze budzi¢ watpliwosci,
gdyz zamiast upraszczac, komplikujemy. Jednakze w ukladzie walcowym, ze wzgledu
na jego osiowa symetri¢, mamy nastepujace uproszczenie 8<p = (. Jedyna niezerowa
sktadowg wektora predkosci jest sktadowa wzdtuz osi rurociggu u.. Pozostate skta-
dowe u, = u, = 0, gdyz laminarny przeplyw w rurze jest wylacznie osiowy. Po

uwzglednieniu powyzszych stwierdzen mozemy uprosci¢ uktad réownan (17.11) do
nastepujacej postaci

ou,
dz 0
Op
0=pgr— 5 (17.12)

ou, oy ou,\ Jp | 10 rauz N 9%u,
P\ ot 9, ) TP g, ror \\ or 022 |-
Réwnanie drugie w uktadzie (17.12) pozwala na wyznaczenie rozktadu ci$nien, co
nie jest trescig zadania. Rownanie pierwsze, ktore méwi, ze nie ma zmian predkosci

osiowej wzdtuz osi, pozwala na dalsze uproszczeni uktadu (17.12). Rozktad predkosci
u, ma wiec nastepujaca postac

Oou, @4_&2 ou,
p@t P9 0z ror T@T ’

(17.13)

Roéwnanie opisuje niestacjonarny przeptyw w rurociagu o przekroju kotowym
z uwzglednieniem grawitacji i gradientu ci$nienia. Réwnanie jest liniowym réwna-
niem rézniczkowym czastkowym, rzedu drugiego. Z tresci zadania wynika, ze prze-
plyw jest stacjonarny i wymuszony wytacznie gradientem cisnienia, wiec rOwnanie
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(17.13]) przechodzi w liniowe réwnanie rézniczkowe zwyczajne, rzedu drugiego

pd(du_ Op
rdr <T dr ) -0z (17.14)

Rozktad predkosci u, zalezy wytgcznie od promienia r. Podobnie jak w zadaniu z

rozdziatu [16| o przeptywie miedzy ptaskimi ptytkami, tak i teraz mozemy stwierdzic,

ze gradient ci$nienia % wzdhuz osi rurociggu jest staty. Skoro gradient jest staly, to

jego pochodna jest liniowa, a wiec moze by¢ zastapiona spadkiem ci$nienia Ap na
dlugosci L ze znakiem ujemnym (spadek)

uwd [ du, Ap
[alhell N — 17.1
rdr (r dr) L (17.15)

Roéwnanie ((17.15)) dzielimy obustronnie przez wspotczynnik lepkosci i mnozymy
przez r, aby rozdzieli¢ zmienne i nastepnie obustronnie catkujemy. W wyniku otrzy-

mamy . A
Uy YU
= P2 17.16
O T o’ (17.16)

Dzielac obustronnie przez r, ponownie rozdzielamy zmienne i otrzymujemy

du, ¢ Ap
= — — —7. 17.17
dr r 2ul ( )
Po obustronnym catkowaniu otrzymamy rozwiazanie w postaci ogélnej, ktére zalezy
od dwoch statych

uy(r)=co+cylnr — 43127’2. (17.18)
Mamy jednak tylko jeden warunek brzegowy w postaci u,(R) = 0, ktéry pozwoli
na wyznaczenie tylko jednej stalej catkowania. Druga stala mozna wyznaczy¢ na
dwa sposoby. Po pierwsze, w srodku rurociagu predkosé¢ u,(0) musi mie¢ skonczona
warto$¢ a logarytm w zerze dazy do minus nieskonczonosci, a wiec stata c¢; musi
by¢ réwna 0, aby uniknaé tej osobliwosci. Po drugie, ze wzgledu na osiowa symetrie
predkos$é¢ u, osiggnie najwicksza wartos¢ w srodku rurociggu. Zatem pochodna wu,
dla r = 0 musi sie zerowa¢. Pochodna w, okreslona jest wzorem ([17.16)), ktéry dla
r = 0 da wartos¢ statej ¢; = 0. Skoro tak, to rozwigzanie przechodzi w
nastepujaca postac
uy(r) =y — mr : (17.19)
Stala co wyznaczamy ze wspomnianego wezesniej warunku brzegowego u,(R) = 0.
Wstawiajac ten warunek do rownania , znajdujemy wartos¢ statej jako

= & R2
4pl
i wstawiamy do réwnania (17.19). W ten sposéb otrzymujemy rozwigzanie szcze-

goblne, ktére spetnia warunek brzegowy i jest poszukiwanym rozktadem predkosci w
rurociggu o przekroju kotowym

u,(r) = éﬁfz <R2 - 7"2) = Zﬁfz (R2 . y2) . (17.21)

¢ (17.20)
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Rozwiazanie (17.21)) jest geometrycznie paraboloida obrotowa, ktérej wykres poka-
zany jest na rysunku [I7.3]

17.3. Zadanie 3

Wyznaczy¢ rozktad predkosci przeptywu typu rura w rurze, ktory wymuszony
jest wytacznie spadkiem ci$nienia Ap na dtugosci L. Fragment uktadu rura w rurze i
poszukiwany rozklad predkosci pokazany jest na rysunku[17.4] Promieri zewnetrzne;
rury wynosi Ry, a promien wewnetrznej R .

Korzystamy z calki ogdlnej i dwoch warunkéw brzegowych u,(R;) =
u,(Ry) = 0, skad znajdujemy stale ¢; i co. Ostatecznie odpowiedZ ma postaé

A 2 _ P2
U, = L (Rg EPCRIEL Tt L T) . (17.22)

" 4ul R,

Warto zauwazy¢, ze rozwiazanie ((17.22) nie jest paraboloida obrotowa, gdyz oprdcz
czesci parabolicznej —r? wystepuj jeszcze logarytm Inr.



Rozdzial 18

Cwiczenie 9. Rownanie N-S

18.1. Zadanie 1

Wyznaczy¢ rozktad predkosci przeptywu w rurze o promieniu R, ktéry wymu-
szony jest wylacznie grawitacja. Rura znajduje sie na réwni pochytlej, ktora nachy-
lona jest do poziomu pod katem « i jest nieskonczenie dtuga wzdtuz osi rurociggu.
Przeptyw pltynu niescisliwego jest laminarny i stacjonarny. Fragment rury pokazany
jest na rysunku [18.1]

Rys. 18.1: Pochyty rurociag

Do rozwigzania zadania wykorzystujemy gotowe réwnanie (17.13]), ktére opisuje
niestacjonarny i laminarny przeptyw w rurociagu o przekroju kotowym z uwzgled-
nieniem gradientu ci$nienia i sit grawitacji

ou, op o ( 8uz>

=09 — -+ =

p ot 0z ror (18.1)

Zgodnie z trescia zadania przeptyw w rurze jest stacjonarny i brak jest gradientu
ci$nienia, wiec réwnania (18.1) upraszcza si¢ do postaci

d { du,
Ongz+g— (r ! ) (18.2)

Pochodna czastkowa przechodzi w pochodna zwyczajna, gdyz predkos¢ u, jest wy-
tacznie zalezna od promienia r. Rzuty wektora g na poszczeg6lne osie sa analogiczne
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jak te, ktore przedstawione sa wzorem ((17.4)), tyle ze osi y odpowiada o$ r w uktadzie
walcowym, a osi x odpowiada o$ rurociggu z

, = gsinq,
J==9 (18.3)

gr = —gcosa.

Wykorzystujac rozktad ((18.3), mozemy otrzymac nastepujaca postaé¢ rownania ((18.2))

wd [ du, .
2= = — ) 18.4
_ (7" dr) pg sin (18.4)

Nastepnie nalezy rozdzieli¢ zmienne. W tym celu mnozymy obustronnie przez pro-
mien r i dzielimy przez wspotezynnik lepkosci p

d [ du, i
d ( du) _ rpgsina (18.5)
dr \ dr 1
Obustronne catkowanie prowadzi do nastepujacego rownania
du, r?pgsin a
=c - —. 18.6
Tar ~ @ 24 ( )
Ponownie rozdzielamy zmienne. W tym celu dzielimy obustronnie przez r
du. e rpgsina, (187)

dr r 20

Kolejne obustronne catkowanie daje rozwiagzanie ogélne, zalezne od dwdéch statych
catkowania
r?pg sin o
4
Podobnie jak w zadaniu z rurociagiem, w ktorym przeptyw wymuszany byt spadkiem
cisnienia, tak i teraz stata ¢; musi przyja¢ wartos¢ ¢; = 0, aby uniknaé¢ osobliwosci
w drodku rurociagu wu,(0). Wartos$é stalej ¢ znajdujemy z warunku brzegowego
u,(R) = 0, co daje w wyniku

(18.8)

uy(r)=co+cylnr —

R?pgsin
4y

Wstawiajac powyzsza stala ((18.9) do réwnania (18.8)) i pamietajac, ze ¢; = 0, otrzy-
mujemy rozwiazanie szczegdlne w postaci

(18.9)

Cy =

(1) = pgzzm‘ (R —1?). (18.10)

Poprawnos¢ rozwiazania ((18.10)) tatwo sprawdzi¢ w ten sposéb, ze spetnia warunek
brzegowy u,(R) = 0 oraz dla kata o = 0 brak jest przeptywu, gdyz rurociag wtedy
znajduje si¢ na ptaszczyznie poziomej, ktéra jest prostopadta do wektora grawitacji
g.
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18.2. Zadanie 2

Wyznaczy¢ rozktad predkosci przeptywu w rurze o promieniu R, ktory wymu-
szony jest wylacznie pulsujacym gradientem ci$nienia. Rura jest nieskonczenie dtuga
wzdtuz swej osi. Przeptyw plynu niescisliwego jest laminarny. Niestacjonarny gra-
dient ciS$nienia ma postac

dp
0z
gdzie A jest stala, w — czestosciag kotowa, ¢ — jednostks urojong.

Do rozwiazania zadania wykorzystujemy réwnanie (17.13)) lub (18.1)), ktére opi-
suje niestacjonarny i laminarny przeptyw w rurociggu o przekroju kotowym z uwzgled-
nieniem gradientu ciénienia i sit grawitacji

Oou, —@—i—ﬁg Tauz
pat —pgz > .

—Ae™t, (18.11)

(18.12)

Poniewaz przeptyw wymuszany jest jedynie gradientem cisnienia, wiec réwnanie
powyzsze przyjmie postaé

ou, op  pou, 0%u,
P =—5 + = M 9 -
ot dz r Or or
Postaé¢ ([18.13)) wynika réwniez z pochodnej iloczynu, ktéry znajduje sie po prawej
stronie wzoru (18.12)). Réwnanie ((18.13) jest rownaniem rézniczkowym czastkowym,
rzedu drugiego. Sktadowa predkosci u, zalezy od promienia i czasu. Rownanie to
mozna sprowadzi¢ do rownania rézniczkowego zwyczajnego przez nastepujaca de-
kompozycje sktadowej predkosci u,

(18.13)

u.(t,r) = f(r)e™, (18.14)

gdzie f jest nieznana funkcja, ktéra zalezy tylko od promienia. Po wstawieniu de-

kompozycji (18.14)) i gradientu ci$nienia (|18.11]) do réwnania (18.13)), otrzymamy
piwfeiwt — Aeiwt + ﬁf/eiwt + Hflleth' (1815)
r

Dzielgc obustronnie réwnanie (18.15)) przez pue™!, otrzymamy niejednorodne réwna-
nie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu
1 W A
frecp -y o 2 (18.16)
r M M
Réwnanie niejednorodne ((18.16]) mozna sprowadzi¢ do réwnania jednorodnego prze
podstawienie

f=f+eg (18.17)

gdzie stata ¢ dobierana jest w ten sposéb, ze po podstawieniu do réwnania (|18.16|)

zamieni to rOwnanie w réwnanie jednorodne
piw piw A
1t 1

fo— o= (18.18)

1
" /
_|_,f —
0 TO
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Jezeli w rownaniu ((18.18) za ¢ przyjmiemy
c=—-", (18.19)
to réwnianie (|18.18]) stanie sie rownaniem jednorodnym w postaci
1 pilw
1 !
+-fo——Jo=0. 18.20
$+h=Eg (18.20)
Jest to rownanie Bessela, ktérego rozwigzanie ogdlne ma postac

olr) = endo (iErfpion ) + ex¥o (=itryfpiont), (18.21)

gdzie Jy i Y sg funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju, zerowego rzedu,
pokazanymi na wykresie

Jo(ﬁ), Y()(.f)

Rys. 18.2: Funkcje Bessela

Poniewaz funkcja Bessela drugiego rodzaju dazy do minus nieskonczonosci, gdy
promien r dazy do zera, wiec stata co musi by¢ sie zerowaé¢ co = 0, aby unikngé
osobliwosci w $rodku rurociagu. Zatem rozwiazanie rownania jednorodnego
przybiera prostsza postac

fo(r) =cado (i%rR_1a> ) (18.22)
gdzie « jest liczba Womersleya

a = Ry/piwp~t. (18.23)

Funkcja f, ktéra jest rozwigzaniem réwnania niejednorodnego, wedtug réwnania
(18.17) i (18.19)) ma postaé

3 A
f(r) = ClJO (ZETRilOé) + m (1824)

Zmajac funkcje f z réwnania ((18.24]), mozna znalezé¢ rozktad predkosci z dekompo-
zycii (18.14)
: A
uz(t,r) = ezwt <01J0 (’L%TR_IOZ) + ) . (1825)

plw
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Rozwiazanie (|18.25]) jest rozwiazaniem ogdlnym, ktoére zalezy od statej catkowania
c1. Wartosé statej mozna wyznaczy¢ z warunku brzegowego u, (¢, R) = 0. Warunek
ten po wstawieniu do rownania ((18.25)) daje stala ¢; w postaci

A4
piwdg (i%a) '

Po wstawieniu stalej ¢; ze wzoru (18.26]) do rozwiazania ogdlnego ([18.25)) otrzymu-
jemy poszukiwany rozktad predkosci w postaci, ktéry nazywany jest rozwigzaniem

Womersleya
Aeiwt Jo (i3rR™'a
w(tr)="0 [1- o . ) . (18.27)
Jo (ZEO!)

¢ =— (18.26)

18.3. Zadanie 3

Wyznaczy¢ rozktad predkosci w szczelinie pomiedzy dwoma nieskonczenie dtu-
gimi cylindrami z rysunkéw [18.3] i [I8.4] Cylinder zewnetrzny o promieniu Ry jest
nieruchomy, a cylinder wewnetrzny o promieniu R; wiruje wokét wlasnej osi 2 z pred-
koscia katowa w;. Przeptyw ptynu niescisliwego jest stacjonarny i laminarny. Ruch
miedzy cylindrami spowodowany jest wylacznie wirowaniem cylindra wewnetrznego.

> 0 .
| | |
0 Ry Ry
Rys. 18.3: Cylinder w cylindrze Rys. 18.4: Rozktad predkosci w szcze-
linie

Rozwiazania szukamy w uktadzie cylindrycznym r, ¢, z. Uktad réwnan dany
jest w postaci ((17.11]). Poniewaz cylindry sa nieskonczenie dtugie, a ruch odbywa sie

tylko wzdtuz wspotrzednej katowej ¢, to sktadowe predkosci promieniowej i osiowej
zeruja sie u, = u, = 0. Nie ma rowniez zmian wzdluz osi % i wzdtuz kata % ze

wzgledu na osiows symetrie. Jedyng sktadowa predkosci, ktora si¢ nie zeruje, jest
sktadowa katowa u,, ktora zalezy wytgcznie od promienia. Przy tych zalozeniach



18.8. Zadanie 3 81

uktad réwnan ((17.11]) uprosci sie do postaci

up _ Op
e o (18.28)
oo 1d [ dug) up
rdr dr 72

Pierwsze réwnanie powyzszego uktadu ((18.28)) pozwala na wyznaczenie ci$nienia, co
nie jest tredcig zadania. Drugie rownanie uktadu zwigzane jest z rozktadem predkosci.
Pochodne czastkowe przechodza w pochodne zwyczajne, gdyz sktadowa predkosci
u,, jest funkcjg jedynie promienia r. Po wyliczeniu pochodnej iloczynu i pomnozeniu
obustronnym przez 72, drugie réwnanie uktadu przyjmie postac

— +r—— —u, = 0. (18.29)

Roéwnanie (|18.29)) jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym drugiego rzedu. Row-
nanie to nazywane jest rowniez rownaniem Eulera drugiego rzedu w ogdlnej postaci
rzu:; + prul, + qu, = 0, (18.30)
gdzie w tym przypadku p = 11 ¢ = —1. Rownanie Eulera (|18.30) moze zostaé
sprowadzone do postaci réwnania o staltych wspoélczynnikach przy nastepujacych
podstawieniach
r=e’,
(18.31)
v=e
Zatem z rownania (|18.30]) otrzymujemy nastepujace rownanie rézniczkowe drugiego
rzedu o statych wspotezynnikach wzgledem nowej zmiennej v

d?u,,
do?

du
Tﬂf-+qu¢::0. (18.32)

+(—1)

W rozwazanym przypadku p = 11 ¢ = —1, wiec réwnanie (|18.32)) przyjmie prostsza
postac

—u, =0. (18.33)

Dla réwnania o statych wspotczynnikach ((18.33]) réwnanie charakterystyczne ma
postac

r?—1=0, (18.34)

gdzie r tym razem nie oznacza promienia. Rozwiazanie rownania charakterystycz-
nego (|18.34)) ma posta¢ r = £1, a calka ogdlna réwnania wyglada nastepu-
jaco

U, = cre’’ 4 coe” ", (18.35)
Zatem

u, = cre’ + cpe” . (18.36)
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Majac na uwadze podstawienia ([18.31]), otrzymujemy nastepujace rozwiazanie ogdlne,
ktore przedstawia rozktad predkosci w zaleznosci od dwoch statych

Uy, = 1™ + e T = o + e (18.37)
r

Tym razem r oznacza promien. State ¢; i ¢ wyznaczamy z warunkow brzegowych
u,(Rs) = 01 u,(Ry) = wi Ry, co daje nastepujacy uklad réwnan

0= ClRl + —
R2 (18.38)
Ry =R+ =
wylty = ¢y + R1
Rozwigzaniem uktadu ((18.38)) sg state ¢; i co w postaci
W1R2
cl = s
RQ R2
18.39
W1R2R2 ( )
“TR-RY

ktore po wstawieniu do catki ogélnej ((18.37), daja rozwiazanie szczegélne, bedace
poszukiwanym rozktadem predkosci

wlR% (R% — 7"2)
r(R3—RY)

Rozktad predkosci (|18.40) pokazany jest na wykresie m Przepltywy takiego typu
czesto spotykane sa w tozyskach slizgowych. O ile szczelina Ry — Ry jest mata, to na-

wet przy duzych predkosciach katowych przeptyw w szczelinie pozostaje laminarny.

u,(r) = (18.40)




Rozdziat 19

Cwiczenie 10. Hydrostatyka

19.1. Zadanie 1

Obliczy¢ site T utrzymujaca przegrode z rysunku w rownowadze.

My o
—> T

T

Rys. 19.1: Tlustracja do zadania

Powierzchnie swobodng na rysunkach oznacza sie trojkatem. Wersory normalne
do powierzchni zwrécone powinny byé w strone cieczy. Uktad wspotrzednych najle-
piej przyjmowac¢ w punkcie obrotu przegrody i jedna z osi, na przyktad o$ z, powinna
by¢ réwnolegta do wektora grawitacji.

Do rozwigzywania tego typu zadacé potrzebne sa dwa wzory. Pierwszym jest wzor
na cisnienie stupa wody, ktéry bierze sie z catkowanie wzordéw . Najczesciej
spotykamy dwie sytuacje. Jezeli poczatek osi z uktadu wspétrzednych znajduje sie
na powierzchni swobodnej i skierowany jest w dot, to cisnienie stupa wody przyjmuje
posta¢ (B.3)). Jezeli o§ z ukladu wspohrzednych znajduje si¢ ponizej powierzchni
swobodnej cieczy na glebokosci h i skierowana jest ku gérze (jak na rysunku [19.1)),
to cisnienie stupa wody okreslone jest nastepujacym réwnaniem

p=po+pg(h—2), (19.1)

gdzie pq jest cisnieniem atmosferycznym nad powierzchnig swobodng. Drugim wzo-
rem jest wzor (8.5)) na momentu sity naporu hydrostatycznego, ktéry dalej w skrocie
nazywany bedzie momentem

M= — Hr x Apds. (19.2)
S
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Poniewaz ci$nienie atmosferyczne dziata z obu stron przegrody, wiec zwykle pomija
sie je we wzorze ([19.1]), a cidnienie stupa wody bez ci$nienia atmosferycznego oznacza
sie jako

p" = pg(h —2). (19.3)
Oczywiscie mamy p = pg + p”. Moment, w ktérym nie uwzgledniamy cisnienia
atmosferycznego, oznacza sie jako

M’ = — Hr x Ap’ ds. (19.4)
S

W dalszej czesci tego rozdziatu postugiwaé sie bedziemy wytacznie wzorami ((19.3))
i (19.4). Rozktady cisnien po lewej stronie przegrody p} i po prawej stronie pj, na
podstawie wzoru ([19.3]), wynosza

pi = pg(H1 — 2),

(19.5)
Py = pg(H> — 2).
Momenty wedlug réwnania ((19.4) maja postaé
M = —ffr X fuypf d
(19.6)

M = —ffr X Tugpy dS.
Sa

Wektor wodzacy r, ktoérego poczatek znajduje sie w punkcie, wzgledem ktérego
liczony jest moment sity naporu dla obu stron przegrody, jest taki sam

r =zk (19.7)

i zalezy od wspotrzednej z. Gdy z = 0, to mamy do czynienia z poczatkiem uktadu
wspoOtrzednych. Maksymalna wartosé z zalezy od tego, po ktorej stronie przegrody
wektor r jest rozwazany. Po lewej bedzie to H;, a po prawej Hy. Wzor powinien
by¢ tak okreslony, aby wektor r taczyt poczatek uktadu wspétrzednych (punkt ob-
rotu) z kazdym punktem przegrody, ktéry znajduje sie ponizej lustra wody. Wersory
normalne do przegrody, ktére znajduja si¢ we wzorach , nalezy zorientowa¢ w
kierunku cieczy. Wedtug rysunku [19.1] wyniosa one odpowiednio

A~

1= 1,

S

(19.8)

9 =1.

S

Powierzchnie, na ktérych okreslone sa catki powierzchniowe we wzorach ((19.6)), de-
finiowane sa w nastepujacy sposob

Hi},
i (19.9)
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gdzie wspotrzedna y jest prostopadta do rysunku m Poniewaz powierzchnie
sg fragmentami plaszczyzny yz, to calki powierzchniowe sg catkami podwoj-
nymi. Pierwsza catka z uktadu zamieniana jest na catke iterowana w naste-
pujacy sposob

M;f:—jjrxmp’{dsz—f
S1 0

lloczyny wektorowe poszczegdlnych wersoréow oblicza sie w nastepujacy sposob

2k x (=3)pg(Hy — z) dz dy. (19.10)

o%;

2, kxi1=

>
X
Q»
=
-l
I
W

9 9

(19.11)

A~

-2, TXx

~

_.7'

-t
I

X
X

>
I
H
T
O
I

j >< )
Kazdy inny iloczyn wektorowy wersorow 2, J i k daje wektor zerowy. Poniewaz funk-
cja podcatkowa w catce (19.10)) nie zalezy od y, wiec mozna jg scatkowaé jako pierw-
sza 1 w wyniku otrzymac¢ b. Wniosek z tego jest taki, ze jezeli przegrody znajduja sie
na plaszczyznie yz, to element powierzchniowy dS sprowadza sie do nastepujace;j
postaci

dS =bdz (19.12)

i kazda catka powierzchniowa sprowadzana jest do pojedynczej przemnozonej przez
szeroko$¢ wzdtuz osi y. Poshugujac sie mnozeniami wedtug schematu ((19.11f), mozna

catke (|19.10]) zapisaé jako

z

Hi 2 3 Hy
R . z
M7 = bpg) f z2(Hy — 2z)dz = bpgj <H12 — 3) ) (19.13)
0 0

Po podstawieniu granic catkowania otrzymamy nastepujaca warto$¢ momentu sity
naporu cieczy z lewej strony przegrody, ktory starat sie bedzie przewrocic¢ przegrode
w kierunku zgodnym z kierunkiem wskazéwek zegara

1
M/ = gbpgﬂfj. (19.14)

Nalezy powtérzy¢ identyczne rozumowanie dla prawej strony przegrody, co dopro-
wadzi do wartosci momentu sity naporu cieczy z prawej strony

Hy
M = —ffr X floply dS = —ble;: X ipg(Hy — z)dz =
So 0

LE 2 3\ H2
X~ . z z 1 .
— bpgj f z(Hy — z)dz = —bpg) <H22 — 3) = —ébnggg. (19.15)
0 0

Wartosé catki ((19.15)) jest prawie identyczna z wartoscia catki ((19.14]). Oprécz in-

nych indeksow mamy réwniez inny znak. Tym razem jest to znak ujemny, co jest
oczywiste, gdyz moment ((19.15)) stara sie przewrdci¢ przegrode w kierunku przeciw-
nym do kierunku wskazow zegara. Oczywistym jest rowniez, ze moment o kierunku
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zgodnym z kierunkiem wskazowek zegara jest wiekszy. Aby utrzymaé przegrode w
rownowadze nalezy przytozy¢ site T, ktére wedtug rysunku znajduje sie na wy-
sokosci Hy. Moment sity T réwny jest iloczynowi wektorowemu ramienia (wektora
wodzacego) rr, na ktérym dziala sita, i sity T, co zapisujemy jako

MT =Tr7r X T. (1916)

Ramie sity rp réwne jest wysokosci H; i wersorowi, wzdtuz ktorego ramie jest uto-
zone, a sita T rowna jest swojemu modutowi T i wersorowi, ktory pokrywa sie ze

zwrotem T. Zatem moment sity My ((19.16]) réwny jest
My = Hik x ()T = —H, T3, (19.17)

gdzie mnozenie wektorowe wersoréw wykonywane jest wedlug schematu (19.11)).
Skoro przegroda z rysunku jest w rownowadze, to suma wszystkich momentow
musi sie zerowac, co zapisujemy jako

M/ + M} + My = 0. (19.18)

W warunku (|19.18)) piszemy wszystkie momenty ze znakiem dodatnim! Poszczegblne
znaki znajduja si¢ pod wyliczonymi wartosciami momentéow zgodnie ze wzorami
(19.14)), (19.15) i (19.17)), co daje

1 1

6bpgjﬂf — 6bpgjlar; — H,Tj=0. (19.19)
Z powyzszego réwnania ((19.19) mozna wyliczy¢ modut sity T, ktora utrzyma prze-
grode z rysunku w réwnowadze

_ pgb(H} — H3)

T
6H,

(19.20)

Oczywiscie mozemy rowniez podaé site jako wektor T = —T7%.

19.2. Zadanie 2

Obliczy¢ site T utrzymujaca przegrode z rysunku [19.1] w réwnowadze.

z
|
\Y

T =7

2H

:Ifi

Rys. 19.2: Tlustracja do zadania m
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Schemat postepowania jest identyczne, jak miato to miejsce w przypadku zadania
pierwszego. Istnieja jednak dwie réznice, na ktore nalezy zwroci¢ uwage. Roznice te
beda wskazane w dalszej czesci zadania. Na poczatku mozna wyznaczy¢ cisnienia
stupa wody w postaci

pi = pg(H — 2),

py = pg(4H — 2).
Pierwsza roznica jest to, ze cisnienie po prawej stronie przegrody zalezy od wyso-
kosci 4H, a nie od wysokosci przegrody 2H. Nastepnie zapisujemy oba moment w
nastepujacej postaci

(19.21)

M/ = —Hr x gl dS,
S1

M = —ffr X Tuapy d

Powyzsze réwnania sa identyczne jak w zadaniu pierwszym. Wektor wodzacy r
ktorego poczatek znajduje sie w punkcie, wzgledem ktorego liczony jest moment
sity naporu dla obu stron przegrody, rowniez jest identyczny

(19.22)

r =zk. (19.23)

Wersory normalne do przegrody, ktére znajduja sie we wzorach ((19.22)) nalezy zo-
rientowa¢ w kierunku cieczy. Wedlug rysunku wyniosg one tyle samo, jak w
zadaniu pierwszym
n, = —1,
o (19.24)
TNy = 1.
Powierzchnie S; i S, na ktorych okreslone sg catki powierzchniowe we wzorach
(119.22)), definiowane sa jednak inaczej, niz miato to miejsce w zadaniu pierwszym

(19.25)

Roéznica polega na tym, ze powierzchnia Ss, czyli powierzchnia przegrody po prawej
stronie, zmienia si¢ tylko do wysokosci 2H, a nie 4H . Jest to o tyle istotne, ze dotyczy
granic catkowania i moze prowadzi¢ do btednych wynikéw. Catki powierzchniowe we
wzorach zamieniamy bezposrednio na pojedyncze zgodnie ze wzorem .
Pierwszy moment liczymy analogicznie, jak miato to miejsce w poprzednim zadaniu

H
M/ = —ffr X fup] dS = —bjzfc X (=%)pg(H — z)dz =
S1 0

1
bpgy | 2(H — 2)dz = 61)ng3§. (19.26)

W przypadku drugiego momentu pamietamy, ze ciSnienie jest dane innym wzorem i
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inne sy granice catkowania!
2H
M = —jjr X fugply dS = —b f zk X 1pg(4H — 2)dz =
S5 0

2H 16
— bpygj j 2(4H — z)dz = —gbngSj. (19.27)
0

Sita T wedtug rysunku znajduje sie na wysokosci 2H. Moment sity My réwny
jest
My =ry xT=2Hk x3T =2HT}. (19.28)

Znak momentu My jest identyczne jak momentu MY, gdyz dziataja w tym samym
kierunku. Warunek réwnowagi

M{ + M +Mr =0 (19.29)
przyjmuje postac
ébng?“ — fbng?’j +2HTj3 =0, (19.30)
skad wynika wartosc sity T
T = ?;pngQ, (19.31)

bedacej rozwigzaniem zadania.

19.3. Zadanie 3

Jaka powinna by¢ wysokos¢ h powierzchni swobodnej cieczy o gestosci 2p po
lewej stronie przegrody, aby przegroda na rysunku byta w rownowadze? Gestosé
cieczy po prawej stronie przegrody wynosi p.

Rys. 19.3: Ilustracja do zadania m

Odpowiedz: h = %H.



Rozdziat 20

Cwiczenie 11. Hydrostatyka

20.1. Zadanie 1

Obliczy¢ site T utrzymujaca przegrode z rysunku w réownowadze. Ciezar
przegrody pomijamy.

z
lg
=7
v T =7
(5
- hy
7777 T
Ty
H

Rys. 20.1: Ilustracja do zadania

Pomimo, ze ci$nienie wody dziala na przegrode tylko z jednej strony, to i tak
nalezy rozwazac jej dwie czesdci: pionowa i pozioma. Co prawda cisnienie okreslone
jest tylko jednym wzorem

p' = pg(H — z), (20.1)

ale innymi wzorami okreslone sg momenty, gdyz catkuje sie¢ po innych zmiennych

M/I/ = — J:[ ri X ﬁlp// dSl,
St
(20.2)
M/Q/ = — J:[ ro X ﬁgp” dSQ
Sa

W przypadku przegrody pionowej jest to zmienna z, a w przypadku przegrody po-
ziomej zmienna x. Elementarne powierzchnie dS zapisywane sg jako
dS; = bdz,

20.3
dS; = bdz. (203)

Roéwniez wektory wodzace r, ktérych poczatek znajduje sie w punkcie, wzgledem
ktorego liczony jest moment sity naporu dla obu stron przegrody, okreslone sg innymi
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wzorami ~
r, = zk,
P (20.4)
ro = It.
Wersory normalne do poszczegélnych czesdci przegrody maja postac
ny = —1,
. - (20.5)
Ny = —k.

Ostatnig rzeczg, ktorg trzeba okresli¢ przed wyliczeniem momentow, sa powierzchnie
S, ktore sa niezbedna dla okreslenia granic catkowania

S1=A{(y,2): 0<
Sp={(y,2):0< =

b,0< z< H},

20.6
H,0<y<b}. (206)

Y <
<

Zatem pierwszy moment z ukladu (20.2) wyliczany jest w sposob analogiczny do
poprzedniego ¢wiczenia

H
M/ = — jj r; X fyp” dS; = —bjzlzz X (—=2)pg(H — 2z)dz =
S1 0

1
bpgi | z(H — z)dz = gb,ogH?’j. (20.7)

Drugi moment z uktadu (20.2)) wylicza si¢ podobnie, ale ci$nienie okreslone wzorem
(20.1)) jest state p” = pgH, gdyz cata pozioma czesé¢ przegrody znajduje sie na tej
samej gtebokosci z = 0. Zatem mamy

H
My = — [{ 12 % fuap” Sy = —b [ 2 x (—k)pgH dz =
Sy 0

H
N 1 N
— bpggfxdx = —§b,0gH3g. (20.8)
0

Wida¢, ze co do wartosci bezwzglednej moment M, jest wigkszy od momentu M,
co oznacza, ze przegroda z rysunku bedzie miata tendencje to przewracania sie
w kierunku przeciwnym do kierunku wskazowek zegara. By¢ moze jest to sprzeczne
z intuicja, ale jezeli wyobrazimy sobie, ze na przegrodzie pionowej rozktad cisnie-
nia jest trojkatny, a na przegrodzie poziomej prostokatny o tej samej wysokosci co
maksymalna wysokos$é¢ trojkata, to widac, ze napor i moment naporu sa wigksze na
poziomej czesci przegrody, gdyz ich wymiary sa takie same H. Trzeci moment od
sity T, ktory utrzyma przegrode w rownowadze, okreslany jest wzorem

My =ry x T = Hk x iT = HTj (20.9)
i ma znak identyczny jak moment M. Réwnanie réwnowagi ma postac

M/ + M} + My = 0, (20.10)
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lub po wstawieniu wzoréw ([20.7)), (20.8)) i (20.9)

1 1
gbng3j — 5bng?*j +HT5=0 (20.11)

pozwala na wyliczenie sity T', ktéra utrzyma przegrode w rownowadze

T = ;pngQ. (20.12)

20.2. Zadanie 2

Jak powinna by¢ wysokos¢ przegrody Hi, aby przegroda z rysunku byta w
rownowadze? Ciezar przegrody pomijamy.

z
lg
Y o~
i
£

777 e

Ho

Rys. 20.2: Ilustracja do zadania m

Odpowiedz: H, = /3H,.

20.3. Zadanie 3

Obliczy¢ site T utrzymujacg przegrode z rysunku [20.3| w réwnowadze. Ciezar
przegrody pomijamy.

AN

Rys. 20.3: Tlustracja do zadania m Rys. 20.4: Tlustracja do zadania m

Cisnienie stupa wody wedlug rysunku (20.3) wynosi

p" = pg(2H — z). (20.13)
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Momentu sity naporu hydrostatycznego okreslony jest wzorem

M = — ﬂr x Ay’ dsS. (20.14)
S

Poniewaz przegroda nie lezy na zadnej ptaszczyznie uktadu wspotrzednych, to ele-
ment powierzchniowy wyraza sie wzorem dS = bd[L, gdzie elementarny odcinek d.L
lezy na przegrodzie. Poniewaz ci$nienie okreslone jest jako funkcja wspot-
rzednej z, to i elementarny odcinek dL réwniez musi by¢ wyrazony za pomoca dz.
Zaleznos¢ pomiedzy dL i dz wyrazona jest za pomoca sinusa kata a, ktory réwny
jest dz/dL. Zatem elementarna powierzchnia okrelona jest wzorem

bdz

sina’

dS =bdL = (20.15)
Jezeli kat o réwny jest katowi prostemu, to d.S przechodzi w bdz. Dla zerowego kata
a wWzor traci sens, gdyz nie da si¢ catkowa¢ wzdtuz osi z powierzchni lezacej
na osi z. Wektor wodzacy (ramie) r réwniez nie jest okreslone wzorem (20.4), gdyz
r nie lezy na zadnej osi uktadu wspotrzednych. W takim przypadku wektor wodzacy
wyraza sie nastepujacym wzorem

r = zi + zk. (20.16)

Ponownie, jak w przypadku elementarnej powierzchni, nalezy zauwazy¢, ze cisnie-
nie jest funkcjg wytacznie wspotrzednej z, co oznacza, ze wspotrzedng r we wzo-
rze nalezy przedstawié¢ jako funkcje wspotrzednej z. Zaleznosé miedzy nimi
wynika z tangensa kata «, ktéry rowny jest z/x. Zatem wspoéitrzedna x moze byé
zapisana jako z ctg «, czyli wektor wodzacy przyjmie postac

r =izctga + zk. (20.17)
Skladowe wersora ©i mozemy ustali¢ na podstawie rysunku jako
7t = isina — kcosa. (20.18)

Moment M ze wzoru (20.14)) moze by¢ teraz zapisany jako

H
. . bdz
M’ = — ict k) x (isina—k 2H — 20.19
sz(zc g+ ) (zsma cosa) p9( Z>sina ( )
Po wykonaniu mnozen wedtug schematu (19.11)) otrzymamy
boas H
Y () (ctg avcos v + zsin «) f (2Hz — %) dz. (20.20)
sin «v J

Nawias zawierajacy trzy funkcje trygonometryczne mozna sprowadzi¢ do jedynki
trygonometrycznej

N . H ~
M7 — P9l (COSQQ + Sm20‘> (H% - Zg) _2bpglly (20.21)
0

sina \ sin« sin o 3 3sin’ «
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Moment od sity T wyliczamy na podstawie wzoru
MT =TI7r X T. (2022)

Wektor wodzacy (ramie) r wyznaczamy na podstawie rysunku i jako

A~

rr =14+ r.k. (20.23)

Po wyznaczeniu poszczegdlnych wspotrzednych mamy

rr = 7/5 Cthé + 5’43, (2024)

gdyz tangens kata a réwny jest ilorazowi r, /1.

N

WL,

Tz

BREAN

Rys. 20.5: Sita i ramie sity

Site T rozktadamy na sktadowe identycznie jak wersor n wedtug wzoru (20.18]) i
rysunku X

T =Tisina — Tk cos a. (20.25)
Ostatecznie moment My od sity T wynosi

H H - - HTj
My = (5,2 ctg o + 2k) X (Ti sina — Tk cos a) = 2sin‘31' (20.26)

W powyzszym wzorze wykorzystano schematy i jedynke trygonometryczna
podobnie, jak miato to miejsce w przypadku wzoru . Warunek réwnowagi ma
postac

M" + My = 0. (20.27)

Po wykorzystaniu wzoréw (20.21)) i (20.26) mozemy zapisa¢, ze

20pgH?j n HTj
3sin® o 2sin «

=0. (20.28)

7 powyzszego rOwnania mozna wyznaczy¢ wartos¢ sity T', ktora utrzyma przegrode

w réwnowadze.
_ 4dbpgH 2

3sina

T (20.29)



Rozdzial 21

Cwiczenie 12. Analiza wymiarowa

21.1. Zadanie 1

Eksperymentalnie stwierdzono, ze spadek ci$nienia Ap w rurociggu zalezy od
jego dtugosci L, érednicy D, chropowatosci bezwzglednej k, gestosci p, wspotezyn-
nika lepkosci dynamicznej p i predkosci sredniej 4. Przestawi¢ strukture zaleznosci
funkcyjnej od zmiennych bezwymiarowych.

Dla przypomnienia w tabeli podano cztery z siedmiu jednostek podstawo-
wych uktadu SI. W tabeli[21.2] podano wybrane jednostki pochodne, ktére posiadaja
nazwy wlasne, a w tabeli jednostki pochodne, ktére nie posiadajg nazwy wila-
snej.

Tab. 21.1: Wybrane jednostki podstawowe [3]

Wielkos¢  jednostka
kilogram kg

metr m
sekunda S
kelwin K
Tab. 21.2: Wybrane jednostki po- Tab. 21.3: Wybrane jednostki po-
chodne o nazwach whasnych [3] chodne bez nazw wtasnych [3]
Wielkos¢  symbol jednostka Wielkos¢ jednostka
Sita N kgms2 Powierzchnia m?
Energia J kg m?s—2 Objetosé m?
Moc W kg m?3s3 Gestos¢ kgm™3
Ci¢nienie  Pa  kgm™!s72 Predkosé ms !
Przyspieszenie ms—?2
Lepkoé¢ dynamiczna ~ kgm™!s™!
2 —1

Lepkos¢ kinematyczna m*s
Predkos¢ katowa rads!
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Struktura zaleznosci funkcyjnej f w postaci uwiktanej, na podstawie tresci za-

dania, ma postac
f(Ap,L,D,k,p,p,u) =0. (21.1)

Mamy zatem siedem zmiennych wymiarowych n = 7 i trzy jednostki podstawowe
k = 3, mianowicie kg, m, s. Zgodnie z twierdzeniem Buckinghama mozemy funkcje
f, w postaci uwikltanej f(Ap, L, D, k, p,u,u) = 0, zapisa¢ w innej postaci bezwy-
miarowej f(I1y, Iy, I3, I14) = 0, ktéra zalezy od czterech zmiennych (n —k = 4). Do
grupy zmiennych podstawowych wybra¢ mozna np. D, p, 4. Mozna dokonac¢ innego
wyboru pod warunkiem, ze zmienne o jednostkach podstawowych sg liniowo nieza-
lezne. Nie mozna wybra¢ np. zmiennych podstawowych D, L i k, gdyz wszystkie
trzy maja te sama jednostke m. Nie mozna réwniez wybra¢ np. zmiennych podsta-
wowych w postaci D, L i u. Co prawda przy takim wyborze mamy trzy jednostki
podstawowe kg, m, s, ale dwie pierwsze zmienne sg liniowo zalezne, a doktadniej
maja taka sama jednostke m. Wybodr zmiennych o jednostkach podstawowych D,
p, u jest prawdopodobnie najprostszy i jednostki zmiennych sa liniowo niezalezne,
wigc uktady réwnan beda stosunkowo proste do rozwiazania.

Postaci zmiennych bezwymiarowych II; znajdujemy w ten sposéb, ze jednostki
inne niz jednostki podstawowe wyrazamy przez wybrane jednostki podstawowe,
ktére sa podniesione do nieznanych poteg. Jednostki inne niz podstawowe w na-
szym przyktadzie to Ap, L, k, u. Pierwsza z nich, spadek ci$nienia Ap, wyrazamy
w nastepujacy sposob

A9 = (D) o))" (21.2)

Zapis ten odpowiada nastepujacemu
kgm 's™? = m™ (kg m_3>a2 (m s_l)a3 = kg®?m® ~3axtasgmas, (21.3)

Poniewaz lewa strona rowna sie prawej, wiec otrzymujemy nastepujacy uktad row-
nan, odpowiednio dla kg, m, s

1= asg,
—1 = a1 —3a2—|—a3, (214)
—2= —as.

Rozwigzaniami powyzszego uktadu sg

a; = 0,
as = 1, (21.5)
as = 2,
co daje wedtug zaleznosci
[Ap] = [D][p]'a]* = [p][a]”. (21.6)

Zatem zmienna bezwymiarowa II;, ktora wyraza Ap przez trzy wybrane zmienne

podstawowe, ma postac
A
M, = 2 (21.7)

P’
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Druga z jednostek wymiarowych, ktora nie jest jednostka z wybranej grupy jednostek
podstawowych, jest dtugo$¢ L. Jednostke dtugosci wyrazamy w nastepujacy sposob

[L] = [D]*[p]**[a]*. (21.8)
Zapis ten odpowiada nast¢pujacemu
kg’ ms’ = m™ (kg m*3>a2 (rn sfl)a3 : (21.9)

W zaleznosci ([21.9)) zmienia sie tylko lewa strona w poréwnaniu z zaleznoscia (21.3)).
A wiec uktad réwnan, ktéry odpowiada zaleznosci (21.9) jest podobny do uktadu
(21.4) z wyjatkiem lewej strony

0= as,
1= aq —3a2+a3, (2110)
0= —as.

Rozwigzaniem powyzszego uktadu sg

a; = 1,
ay =0, (21.11)
as = 07
co daje wedtug zaleznosci (21.8)
L] = [D]'[p’[u]” = [D]. (21.12)

I, = = (21.13)

Trzecia jednostka wymiarowa, ktéra jest chropowatos¢ bezwzgledna k, ma jednostke
identyczna jak srednica D. Zatem wynik rozumowania jest identyczny, jak miato to
miejsce wyzej i wynik ma postaé

;= . (21.14)

Czwarta z jednostek wymiarowych, ktora nie jest jednostka z wybranej grupy jed-
nostek podstawowych, jest wspotczynnik lepkosci dynamicznej p. Jednostke tego
wspotezynnika wyrazamy w nastepujacy sposob

[u] = [D]" [p]**[u]™. (21.15)
Zapis ten odpowiada nast¢pujacemu

kgm st =m™ (kg m’3)a2 (m s’l)a3 : (21.16)
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Uktad réwnan, ktéry odpowiada zaleznosci (21.16) wyglada nastepujaco

1= asg,
—1 = aq —3a2+a3, (2117)
—1= —as.

Rozwiazaniami powyzszego uktadu sg

ay = 1,
as =1, (21.18)
az =1,
co daje wedtug zaleznosci (21.15))
1] = [Dllp][al. (21.19)

Zatem czwarta zmienna bezwymiarowa I, ma postac

1
I, = 21.20
4 Dpu ( )

Strukture zaleznosci funkcyjnej od zmiennych bezwymiarowych ma nastepujaca po-
stac

f(H17H27H37H4) — 0; (2121)
lub po podstawieniu wzoréw (21.7)), (21.13), (21.14) i (21.20))
Ap L k u
—, =7, =—| =0 21.22
f(pa27D7D7Dpa> ? ( )

co jest odpowiedzg do zadania.

21.2. Zadanie 2

Eksperymentalnie stwierdzono, ze sita F' w pewnym zjawisku zalezy od predkosci
u, srednicy D, gestosci p, wspotezynnika lepkosci dynamicznej p i predkosci katowej
w. Przestawi¢ strukture zaleznosci funkcyjnej od zmiennych bezwymiarowych.

W zadaniu tym n = 6 i k = 3. Zatem mozna przestawi¢ strukture zaleznosci
funkcyjnej od trzech (n — k = 3) zmiennych bezwymiarowych f(II;, II5,II3) = 0 na
wiele sposobow. Cztery z nich to:

F D I
/ <u4w2p’ uw=t’ u2w1p> =0

F w ,u)_o

(21.23)
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21.3. Zadanie 3

Eksperymentalnie stwierdzono, ze moc pobierana przez tozysko N zalezy od
jego dtugosci L, érednicy D, szerokosci szczeliny 0, gestosci p, wspotezynnika lepko-
Sci dynamicznej p, predkoscei katowej w i obciazenia (sity) F. Przestawi¢ strukture
zaleznosci funkcyjnej od zmiennych bezwymiarowych.

Przyjmujac za wielkosci podstawowe (n = 8, k = 3) D, p i w, otrzymamy naste-
pujaca strukture zaleznosci funkcyjnej od zmiennych bezwymiarowych (n — k = 5)

N F . LS
—,—= ] =0. 21.24
/ <D5pw37 D*pw?’ D2pw’ D’ D> ( )

21.4. Zadanie 4

Eksperymentalnie stwierdzono, ze sita oporu Fp poruszajacego si¢ obiektu za-
lezy od jego predkosci u, gestosci ptynu p, wspotezynnika lepkosci dynamicznej p i
jego wymiaru charakterystycznego L. Przestawi¢ strukture zaleznosci funkcyjnej od
zmiennych bezwymiarowych.

Przyjmujac za wielkosci podstawowe (n =5, k = 3) p, u i L, otrzymamy naste-
pujaca strukture zaleznosci funkcyjnej od zmiennych bezwymiarowych (n — k = 2)

Fp H
— | =0. 21.25
o) (21.25)

Druga liczba bezwymiarowa, to liczba Reynoldsa Re (lub jej odwrotnosé). Jezeli
pierwszg liczbe bezwymiarowa mozna wyrazi¢ w sposob jawny przez druga, to z
powyzszej zaleznosci otrzymamy

Fp
2L = f (Re). (21.26)
Lewa strona podzielona przez 2 jest wspotczynnikiem oporu cp, a wiec
Fp
= ——— = f(Re). 21.27
D % puzL2 f (Re) ( )

Zaleznosci na wspoétczynnik oporu powinnismy eksperymentalnie poszukiwaé jako
funkcje liczby Reynoldsa. Co istotne poszukujemy bezwymiarowego wspotczynnika
oporu c¢p jako funkcje tylko jednej bezwymiarowej liczby Reynoldsa, zamiast poszu-
kiwac sity jako funkcji czterech zmiennych wymiarowych

Fp = f (u7p7 22 L) ) (2128)

co jest znacznie trudniejsze i zalezy od przyjetego uktadu jednostek. Wyznaczanie
cp w funkcji Re w postaci jest standardowa procedurg eksperymentalng lub
numeryczng. Dodatkowo funkcjag dwoch zmiennych mozna przedstawi¢ w postaci
wykresu, co nie jest mozliwe w przypadku funkeji czterech zmiennych. Okazuje sig¢
rowniez, ze w pewnych zakresach liczby Reynoldsa wspotezynnik oporu zachowuje
stala wartos¢. Dlatego np. wspotczynniki oporu samochodu podawane sg w postaci
statej wartosci.



Rozdzial 22

Cwiczenie 13. Potencjal zespolony

22.1. Zadanie 1. Przeplyw jednorodny
Zbadaé potencjal zespolony w dany wzorem
w(z) = (a —ib)z, (22.1)

gdzie a i b sa liczbami rzeczywistymi.

Funkcja w okreslona wzorem jest funkcja zespolong argumentu zespolo-
nego i nie da sie tatwo przedstawic¢ graficznie tradycyjnymi metodami, gdyz mamy
do czynienia z czterema wymiarami. Jedna z metod przedstawiania funkcji w jest
metoda kolorowania dziedziny. Za pomoca tej metody mozna przedstawic¢ potencjat
w na wykresiedla a = b = 1. Punktom ptaszczyzny zespolonej, ktora jest
dziedzing w, przyporzadkowane sg kolory w ten sposéb, ze wartosé¢ funkeji zespolo-
nej, bedacej liczba zespolona, reprezentowana jest odcieniem koloru z kota barw, a
modut tej liczby przedstawiany jest za pomoca jasnosci.

3,

2,

-3+

-3 -2 -1 0 1 2 3
R

Rys. 22.1: Wykres funkcji (22.1))

W celu zbadania potencjatlu zespolonego (22.1) wykorzystujemy postaé argu-
mentu zespolonego z = z + 1y i rozdzielamy czes¢ rzeczywista od urojonej, aby
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otrzymaé postaé potencjalu w wedlug zapisu ([7.15) w(z) = ¢ + it). W przypadku
wzoru (22.1) jest to szczegdlnie proste, gdyz wystarczy przemnozyé¢ dwie funkcje
zespolone

w(z) = (a —ib)(z + iy) = ax + iay — ibx — byi® = ax + by +i(ay — bz). (22.2)

Czes¢ rzeczywista funkeji (22.2)) jest potencjatem rzeczywistym ¢, ktéry zapisujemy
jako

p(z,y) = az + by, (22.3)
a czesé urojona funkeji (22.2)) jest funkcja pradu 1, ktéra ma nastepujaca postacé
Y(x,y) = ay — bx. (22.4)

Potencjat rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ dla a = b = 1 pokazane sa jako izolinie na
wykresie w ten sposob, ze linie pradu oznaczane sg liniami cigglymi, a izolinie
potencjatu rzeczywistego liniami przerywanymi.

w
T

314

AR RS
AR
AR
ARRS
AR
AR
ARRY

AR S

ARRRS

ARRRS

AR RS

FPIIPIII ST
SALAPLII LTI
SALAPSII SIS
S 0 s SIS
FALIPLI ISP LIPS SS,
FALIPLIILIPSI LIPS,
—L SIS IS I TSI A
FALIPLI ISP LIPS SS,
FALIPLIILIPSI LIPS,
QN SSSIIS IS TSI SIS
; : FALIPLI IS ISP L PSS,

% L FALIPLI ISP I PSS,
_g| RS AT YIS
| | | | | | | | | | | | | |

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
x T

Lo
T T
AR R RN

]
s
s
S
s p
SALIPLIAL SIS
s
s
s
s
s

Rys. 22.2: Izolinie ¢ (22.3) i ¢ (22.4)  Rys. 22.3: Znormalizowane pole pred-

kosci ‘—E' (22.6))

Pole predkosci sprzezonej, zgodnie ze wzorem ([7.16]), liczymy jako pochodna
potencjatu zespolonego (122.1))
dw

ki b = uy — tuy. (22.5)

Pamigtajac, ze pochodna potencjatu ‘é—lzu przedstawia predkos¢ sprzezona, mozemy

przedstawi¢ sktadowe predkosci jako
Uy =@, Uy =Db. (22.6)

Wektorowe pole predkosci u = (uy, u,) pokazane jest na wykresie dlaa=b=1
w postaci znormalizowanej. Z powyzszej analizy wida¢, ze potencjal w okreslony
wzorem (22.1)) opisuje wlasnie przeplyw jednorodny.
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Duzo prosciej mozna analizowaé potencjaty zespolone przy uzyciu komputera.
Nie trzeba nawet dekomponowaé potencjatu (22.1)) na cze$¢ rzeczywista i urojona
. Do wizualizacji potencjatu rzeczywistego, funkcji pradu i pola predkosci
mozna wykorzysta¢ wolne oprogramowanie, na przyktad GNU Octave [1]. Mini-
malny skrypt, ktory wykresla izolinie potencjatu rzeczywistego i linie pradu, poka-
zany jest na listingu 22.4 Natomiast minimalny skrypt umozliwiajacy wykreslenie
znormalizowanego pola predkosci, pokazany jest na listingu [22.5 Jednak bezmyslne
wykreslanie dowolnych potencjatow zespolonych narazone jest czesto na niepowo-
dzenie, gdyz funkcje zespolone sa czesto wielowartosciowe, co moze prowadzi¢ do
rezultatow, ktore nie sg zgodne z oczekiwaniami. Przyktady takich potencjatéw po-
dane beda w dalszej czesci tego ¢wiczenia.

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex (x,y);

w=(1-11) . *z;

contour (x,y,imag(w),30) ;

hold on;

contour (x,y,real(w),30);

Rys. 22.4: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ (22.3) i ¢ (22.4)

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,20));
z=complex (x,y);

w=(1-11);
w./=sqrt(real(w) . 2+imag(w) . 2);
quiver(x,y,real(w),-imag(w));

Rys. 22.5: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ﬁ (122.6))

™

22.2. Zadanie 2. Optyw naroza o kacie j

Zbadac¢ potencjal zespolony w dany wzorem

s
zB

3@

w(z) = : (22.7)
gdzie kat B = 7.

Przyjmujac za 3 warto$¢ 7, mozna zapisa¢ wzor (22.7) w prostszej postaci

w(z) = 122 (22.8)

Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem ([22.8)), przedsta-
wiona jest na wykresie metodg kolorowania dziedziny.

W celu zbadania potencjatlu zespolonego (22.8) wykorzystujemy postaé argu-
mentu zespolonego z = z + 1y i rozdzielamy czes¢ rzeczywista od urojonej, aby
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otrzymaé postaé potencjalu w wedtug zapisu (7.15) w(z) = ¢ + ith. We wzorze
(22.8) podnosimy z + iy do kwadratu, otrzymujac

w(z) = 3(z+ iy)? = %(azz + 12z + i%y) = %(.7:2 —9?) +ixy. (22.9)

Rys. 22.6: Wykres funkcji (22.8))

Czes¢ rzeczywista funkceji (22.9)) jest potencjatem rzeczywistym ¢, ktéry zapisu-
jemy jako

a czesé urojona funkeji (22.9) jest funkcja pradu 1, ktéra ma nastepujaca postacé
Y(z,y) = xy. (22.11)
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Rys. 22.7: Izolinie ¢ (22.10) i ¢  Rys. 22.8: Znormalizowane pole pred-

(22.11)) kosci ‘—E' (22.13)

Potencjal rzeczywisty ¢ i funkcja pradu i) pokazane sa jako izolinie na wykresie
Linie ciggle zwigzane sg z liniami pradu, a izolinie potencjatu rzeczywistego
zwigzane sg z liniami przerywanymi.
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Pole predkosci sprzezonej, zgodnie ze wzorem ([7.16)), liczymy jako pochodna
potencjatu zespolonego (122.8))

dw

— =2 =T+ = Uy — LUy 22.12

a4z Yy Yy ( )
Pamietajac, ze pochodna potencjatu ‘3—12“ przedstawia predkos¢ sprzezona, mozemy
przedstawi¢ sktadowe predkosci jako

Up =T, Uy = —Y. (22.13)

Wektorowe pole predkosci u = (uy,u,) pokazane jest na wykresie w postaci
znormalizowanej. Z powyzszej analizy wida¢, ze potencjal w okreslony wzorem
opisuje optyw naroza o kacie prostym.

Za pomoca komputera nie trzeba dekomponowaé¢ potencjatu zespolonego
na czesé rzeczywista i urojona (22.11)). Minimalny skrypt GNU Octavel[l],
ktory wykresla izolinie potencjatu rzeczywistego i linie pradu, pokazany jest na li-
stingu 22.9) Minimalny skrypt umozliwiajacy wykreslenie znormalizowanego pola
predkosci, pokazany jest na listingu 22.10]

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex (x,y);

w=1/2%*z."2;
contour(x,y,imag(w),30);

hold on;

contour (x,y,real(w),30);

Rys. 22.9: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ (22.10]) i ¢ (22.11))

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,20));
z=complex(x,y);

w=z;
w./=sqrt(real(w) . 2+imag(w)."2);
quiver(x,y,real(w),-imag(w));

Rys. 22.10: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ﬁ (122.13))

22.3. Zadanie 3. Oplyw naroza o kacie

Zbadaé potencjal zespolony w dany wzorem

w(z) = 25, (22.14)

3 @

gdzie kat 8 = 3.
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-3 -2 -1 0 1 2 3
R

Rys. 22.11: Wykres funkcji (22.15))

Przyjmujac za 8 wartos¢ %, mozna zapisa¢ wzor (22.14) w prostszej postaci

w(z) = £2°. (22.15)

Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem ([22.15)), przedsta-
wiona jest na wykresie 22.11] metoda kolorowania dziedziny.

W celu zbadania potencjatu zespolonego wykorzystujemy postaé argu-
mentu zespolonego z = x + 1y i rozdzielamy czes¢ rzeczywista od urojonej, aby
otrzymac¢ posta¢ potencjatu w wedlug zapisu w(z) = ¢ + ip. We wzorze
podnosimy x + iy do szeScianu, otrzymujac

w(z) =3z +iy)* = 3 (x3 + i32%y + i*3xy* + i3y3) =
%x?’ —xyt i (ny — %y?’) . (22.16)

Czes¢ rzeczywista funkeji (22.16)) jest potencjatem rzeczywistym ¢, ktory zapi-
sujemy jako

p(r,y) = 30° — 2y, (22.17)
a czes¢ urojona funkcji (22.16)) jest funkcjg pradu ¢, ktéra ma nastepujaca postaé
U(x,y) = 2y — 39°. (22.18)

Potencjal rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ pokazane sg jako izolinie na wykresie
[22.12 Linie ciagle zwiazane sa z liniami pradu, a izolinie potencjatu rzeczywistego
zwigzane sa z liniami przerywanymi.

Pole predkosci sprzezonej, zgodnie ze wzorem ([7.16]), liczymy jako pochodna
potencjatu zespolonego ([22.15|)

d
d_w = 2% = (z +iy)* = 2* — y* + 22y = u, — iu, (22.19)
z

Pamietajac, ze pochodna potencjatu ‘é—f przedstawia predkos¢ sprzezona, mozemy
przedstawi¢ sktadowe predkosci jako

u, = 2> —y*, u, = —2xy. (22.20)



22.8. Zadanie 3. Oplyw naroza o kgcie % 105

Wektorowe pole predkosci u = (uy,u,) pokazane jest na wykresie [22.13] w po-
staci znormalizowanej. Z powyzszej analizy widac, ze potencjal w okreslony wzorem
(22.15)) opisuje optyw naroza o kacie sze$c¢dziesieciu stopni.
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Rys. 22.12: Izolinie ¢ (22.17) i ¢ Rys. 22.13: Znormalizowane pole
(22.18]) predkosci = (122.20)

|ul

Za pomoca komputera nie trzeba dekomponowaé¢ potencjatu zespolonego
na czes¢ rzeczywista i urojona . Minimalny skrypt GNU Octave[]],
ktory wykresla izolinie potencjatu rzeczywistego i linie pradu, pokazany jest na li-
stingu Minimalny skrypt umozliwiajacy wykreslenie znormalizowanego pola
predkosci, pokazany jest na listingu 22.15]

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex(x,y);

w=1/3%z."3;

contour (x,y,imag(w),30);

hold on;

contour (x,y,real(w),30);

Rys. 22.14: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ (22.17)) i ¢ (22.18)

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,20));
z=complex (x,y);

w=z."2;

w./=sqrt(real(w). 2+imag(w) . 2);
quiver(x,y,real(w),-imag(w));

Rys. 22.15: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia 3 (122.20))

|ul
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22.4. Zadanie 4. Przeplyw zawracajacy

Zbadaé potencjal zespolony w dany wzorem

w(z) =25, (22.21)

™

gdzie kat 0 = 2.
Przyjmujac za § warto$¢ 2w, mozna zapisa¢ wzér (22.21)) w prostszej postaci

w(z) = 2v/2. (22.22)

Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem (22.22)), przedsta-
wiona jest na wykresie [22.16] metoda kolorowania dziedziny. Na ujemnej czesci osi
rzeczywiste] wida¢ nieciagltosc. Jest to tak zwany zbior punktéw rozgatezienia, ktory
widoczny jest na wykresie powierzchni Riemanna dla funkcji w(z) = /z.

3,

-3

-3 -2 -1 0 1 2 3
R

Rys. 22.16: Wykres funkcji (22.22)) Rys. 22.17: Powierzchnia Riemanna
dla funkcji /=

Badanie potencjatu zespolonego we wspotrzednych kartezjanskich jest
trudne. Duzo tatwiejsza analiza mozliwa jest w uktadzie biegunowym. W tym celu do
badania potencjatu zespolonego wykorzystujemy posta¢ wyktadniczg liczby
zespolonej z = re'® i tozsamoéci Eulera e'® = cos a + i sin «, aby zgodnie ze wzorem
(7.17)) zapisa¢ potencjat zespolony we wspotrzednych biegunowych

w(z) =2z = 2V/re' =27 (cos & +isin g ) . (22.23)

Dzigki powyzszemu zapisowi mozliwe jest podanie wzoru na potencjal rzeczywisty
@, ktorym jest czescia rzeczywista wzoru ([22.23)), w uktadzie biegunowym

o(r,a) = 2y/rcos g, (22.24)

a czes¢ urojona funkeji (22.23)) jest funkcja pradu ¢ w uktadzie biegunowym, ktéra
ma nastepujaca postac

Y(r,a) = 2¢/rsin§. (22.25)
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Rys. 22.18: Izolinie ¢ (22.24) i ¢ Rys. 22.19: Znormalizowane pole
(22.25)) predkosci = ([22.27)

[uf

Potencjat rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ pokazane sa jako izolinie na wykresie
[22.18 Linie ciaglte zwiazane sa z liniami pradu, a izolinie potencjaltu rzeczywistego
zwigzane sa z liniami przerywanymi.

Pole predkosci sprzezonej w uktadzie biegunowym, zgodnie ze wzorem ,
liczymy jako pochodng potencjatu zespolonego (22.23])

eiadﬂ _ 8@ a¢

+ _E“a \[cosf—i—z\[smg Uy — Ug. (22.26)

Pamigtajac, ze pochodna potencjatu ew‘ dw 2 przedstawia predkos¢ sprz¢zona, mozemy

przedstawi¢ sktadowe predkosci w ukladz1e biegunowym jako

Q

Up = —=COS G, Uy, = —% sin 5. (22.27)

gH

Wektorowe pole predkosci u = (u,,u,) pokazane jest na wykresie W po-
staci znormalizowanej. Z powyzszej analizy widac, ze potencjal w okreslony wzorem
(22.22) opisuje przepltyw zawracajacy wokoét dodatniej potosi liczb rzeczywistych.

Za pomoca komputera nie trzeba dekomponowaé¢ potencjatu zespolonego
na czesé rzeczywista i urojona , aby wykresli¢ izolinie potencjatu rze-
czywistego i linie pradu. Minimalny skrypt GNU Octave[l], ktéry wykresla izolinie
w uktadzie kartezjanskim, pokazany jest na listingu [22.20]

[x,y]l=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex(x,y);

w=2xsqrt(z) ;

contour (x,y,imag(w),30);

hold on;

contour (x,y,real(w),30);

Rys. 22.20: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ i 1 z potencjatu (22.22))
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Bezmy$lne wykreslenie predkosci w postaci 9% = 1/,/z da rezultaty niezgodne z
oczekiwaniami ze wzgledu na to, ze funkcja /= jest wielowartosciowa i pole predkosci
bedzie tylko w potowie zwrdcone we wtasciwg strone. Doktadniej méwiac, os x bedzie
rozgraniczata pole predkosci poprawne od niepoprawnego.

Minimalny skrypt umozliwiajacy wykreslenie znormalizowanego pola predkosci,
pokazany jest na listingu W poréwnaniu z poprzednimi wersjami mamy tu
do czynienia z dodatkowa konwersja na wspotrzedne biegunowe.

[r,alphal=meshgrid(linspace(0.2,3,20),linspace(0,2%pi,60));
[X,Y]=pol2cart(alpha,r);

w=1./sqrt(r) .*cos(alpha/2)+1i./sqrt(r) .*sin(alpha/2);
w./=sqrt(real(w) . 2+imag(w)."2);

ur=real (w) . *cos (alpha)+imag(w) .*sin(alpha) ;

ua=real (w) .*sin(alpha)-imag(w) . *cos(alpha) ;
quiver(X,Y,ur,ua)

Rys. 22.21: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia I_EI (22.27) w ukladzie biegunowym

22.5. Zadanie 5. Zrédla i upusty

Zbadaé potencjal zespolony w dany wzorem
w(z) = % Ln z, (22.28)

gdzie V jest natezenie przeplywu.

-3 -2 -1 0 1 2 3
R 11

Rys. 22.22: Wykres funkcji (22.28)) Rys. 22.23: Fragment powierzchni
Riemanna dla funkcji Ln z

Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem (22.28)), przed-
stawiona jest na wykresie [22.22| metoda kolorowania dziedziny. Na ujemnej czesci osi
rzeczywistej wida¢ nieciggltosc¢. Jest to tak zwany zbior punktéw rozgatezienia, ktory
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widoczny jest na wykresie [22.23 powierzchni Riemanna dla funkcji w(z) = Ln z. Lo-
garytm zespolony jest funkcjg wielowarto$ciowa, co szczegdlnie widoczne jest przy
wykorzystaniu postaci wyktadniczej liczby zespolonej

w(z) = 5= Inz = - In (re ™) = Linr + i (o + 27k), (22.29)

gdzie k jest liczbg calkowitg. Analityczne badanie potencjalu zespolonego ([22.28|)
jest szczegdlnie proste we wspotrzednych biegunowych. Dzieki zapisowi (22.29)) moz-
liwe jest podanie wzoru na potencjat rzeczywisty ¢, ktérym jest czescig rzeczywista
powyzszego wzoru, w uktadzie biegunowym

o(r,a) = % Inr. (22.30)

Cze$¢ urojona potencjatu (22.29)) jest funkcja pradu v w uktadzie biegunowym,
ktora ma nastepujaca postac

W(r,a) = % (o + 27k) . (22.31)

Potenqal rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ pokazane sa jako izolinie na wykresie
4/ dla V = 2r. Linie ciaglte zwigzane sg z liniami pradu, a izolinie potencjatu
rzeczyw1stego zwigzane sg z liniami przerywanymi.
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Rys. 22.24: Izolinie ¢ (22.30) i ¢» Rys. 22.25: Znormalizowane pole

(22.31]) pr@dkosm m lub m

Pole predkosci sprzezonej w uktadzie biegunowym, zgodnie ze wzorem ([7.18]),
liczymy jako pochodna potencjatu zespolonego (22.29)

eia dw gp 877[) \a

= — WUy 22.32
dz  Or T or 2 Ur = W (22.32)

Predkos¢ sprzezona ma tylko jedna niezerowa sktadowa w uktadzie biegunowym

Up = 5—, U, =0. (22.33)
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O ile przedstawienie potencjatu zespolonego ([22.28]) w uktadzie kartezjanskim jest
trudne, o tyle predkos¢ zespolona w postaci

dw 1%
= 22.34
dz 27z’ ( )
moze by¢ zapisana jako
d V: VvV v
w_ v LA A E——— (22.35)

— _ — 71— =
dz  2mzz  2ma?+4+y? 2w a? 4 g2

Wektorowe pole predkosci u = (u,, u,) lub u = (u,, u,) dla V = 27 pokazane jest na
wykresie w postaci znormalizowanej. Z powyzszej analizy wida¢, ze potencjat
w okreslony wzorem opisuje wyplyw ze zrédta. Upust rézni si¢ od zrédta
wytacznie znakiem przy potencjale (22.28)).

Za pomoca komputera nie trzeba dekomponowaé¢ potencjatu zespolonego ([22.28))
na czes¢ rzeczywista i urojona , aby wykresli¢ izolinie potencjatu rze-
czywistego i linie pradu. Minimalny skrypt GNU Octave[I], ktéry wykresla izolinie
w ukladzie kartezjanskim, pokazany jest na listingu [22.26] Minimalny skrypt umoz-
liwiajacy wykreslenie znormalizowanego pola predkosci w uktadzie kartezjanskim,
pokazany jest na listingu

[x,y]l=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex(x,y);

w=log(z);

contour (x,y,imag(w),30);

hold on;

contour (x,y,real(w),30);

Rys. 22.26: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ i v z potencjatu (22.28))

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,20));
z=complex(x,y);

w=1./z;
w./=sqrt(real(w) . 2+imag(w)."2);
quiver(x,y,real(w),-imag(w));

Rys. 22.27: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ﬁ (122.35))

Poniewaz potencjaly rzeczywiste i funkcja pradu opisane sg réwnaniami roz-
niczkowymi liniowymi, wigc mozna rozwazaé ich superpozycje. Prostym przykta-
dem jest polaczenie dodatniego potencjatu (zrédta) (22.28) z jego wartoscia ujemna
(upustem). Oba potencjaly zostaja oddalone od poczatku uktadu wzdtuz osi liczb
rzeczywistych o —11 1

1% z+1

w(z) = VLn(z—{—l)—%Ln(z—l):%an_l.

(22.36)
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Rys. 22.28: Wykres funkcji (22.36))

Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem , przedsta-
wiona jest na wykresie [22.28 metoda kolorowania dziedziny.

Pole predkosci sprzezonej, zgodnie ze wzorem , liczymy jako pochodna
potencjatu zespolonego ([22.306))

dw V /1 1 Vo1
- _ _ = 22.
dz 27r<z+1 z—l) T2 -1 (22.37)
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Rys. 22.29: Izolinie ¢ i ¢ dla poten- Rys. 22.30: Znormalizowane pole
cjatu zespolonego ([22.36)) predkosci |—3| (122.37))

Za pomoca komputera nie trzeba dekomponowaé¢ potencjatu zespolonego (22.36))
na czesé rzeczywista, aby wykresli¢ izolinie potencjatu rzeczywistego i linie pradu.
Minimalny skrypt GNU Octave[l], ktéry wykresla izolinie w uktadzie kartezjan-
skim, pokazany jest na listingu [22.31] Wykreslony potencjal rzeczywisty ¢ i funkcja
pradu ¥ pokazane sg jako izolinie na wykresie dla V = 2. Linie ciagle zwia-
zane sg z liniami pradu, a izolinie potencjatu rzeczywistego zwiazane sa z liniami
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przerywanymi. Minimalny skrypt umozliwiajacy wykreslenie znormalizowanego pola
predkos$ci w ukltadzie kartezjanskim dla V' = 27, pokazany jest na listingu [22.32]
Znormalizowane pole predkosci (22.37) pokazane jest na wykresie 22.30

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex(x,y);
w=log((z+1)./(z-1));

contour (x,y,imag(w),30) ;

hold on;

contour (x,y,real(w),30);

Rys. 22.31: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ i ¢ z potencjatu (22.36))

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,20));
z=complex(x,y);

w=-2./(z.72-1);
w./=sqrt(real(w) . 2+imag(w) . 2);
quiver(x,y,real(w),-imag(w));

Rys. 22.32: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ﬁ (22.37))

22.6. Zadanie 6. Dipol

Zbadaé potencjal zespolony w dany wzorem

w(z) = % (22.38)

gdzie M jest momentem dipola.

1, |

—1 0 1
R

Rys. 22.33: Wykres funkeji (22.38)
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Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem ([22.38)), przed-
stawiona jest na wykresie metoda kolorowania dziedziny. Wzoér (22.38)) otrzy-
mujemy z superpozycji zrédta i upustu danego wzorem ([22.36)), gdy wzajemna odle-
gtosc zrédta i upustu dazy do zera, a natezenie przeptywu V' dazy do nieskonczonosci.

Analityczne badanie potencjatu zespolonego jest mozliwe zarowno we
wspotrzednych biegunowych, jak i wspélrzednych kartezjanskich. We wspotrzed-
nych kartezjanskich wykorzystujemy postaé¢ argumentu zespolonego z = x + iy i
rozdzielamy czesé rzeczywista od urojonej, aby otrzymacé postaé potencjatlu w we-
dtug zapisu w(z) = ¢ + 1. Wzbr mnozymy i dzielimy przez liczbe
zespolong sprzezong z, otrzymujac

B MZ_M
2727z o

—1 .
ZL‘2 + y2 1‘2 y2

Czes¢ rzeczywista funkeji (22.39) jest potencjalem rzeczywistym ¢, ktory zapisujemy
jako

w(z) (22.39)

M
21 22 + y?’
a cze$¢ urojona funkeji (22.39) jest funkcja pradu ¢, ktéra ma nastepujaca postac
My
21 12 + 2’

xz

p(z,y) = (22.40)

Y(z,y) = (22.41)
Potencjatl rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ dla M = 27 pokazane sg jako izolinie na
wykresie [22.34] w ten sposéb, ze linie pradu oznaczane sa liniami ciagtymi, a izolinie
potencjalu rzeczywistego liniami przerywanymi.
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Rys. 22.34: Izolinie ¢ i ¢ dla poten- Rys. 22.35: Znormalizowane pole
cjatu zespolonego ([22.39)) predkosci ﬁ (22.42))

Pole predkosci sprzezonej, zgodnie ze wzorem ([7.16)), liczymy jako pochodna
potencjatu zespolonego (122.38))

dw

5 =

M

2722

M 72

M(x* - y?)

Mazxy

T 2m(z2z2)? a

27 (x? + y?)? +

lﬂ-($2 + y2)2 ’

(22.42)
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Pamietajac, ze pochodna potencjatu % przedstawia predkos¢ sprzezona, mozemy
przedstawic¢ sktadowe predkosci jako
2 _ 2
o= M@ =y) o May (22.43)
27 (22 + y2)? (22 + 2)?

Wektorowe pole predkosci u = (uy, u,) pokazane jest na wykresie dla M =2n
w postaci znormalizowanej. Z powyzszej analizy wida¢, ze potencjal w okreslony
wzorem ([22.38)) opisuje przeptyw typu dipol, ktéory wynika z potaczenia zrodta i
upustu, ktore znajduja sie w tym samym miejscu. Warto porownaé pole predkosci
z wykresu z polem z wykresu [22.35]

Analizowanie potencjatu zespolonego przy uzyciu komputera jest prost-
sze, gdyz nie trzeba nawet dekomponowaé tego potencjatu na cze$é¢ rzeczywista
i urojona. Minimalny skrypt GNU Octave [I], ktéry wykresla izolinie potencjatu
rzeczywistego i linie pradu, pokazany jest na listingu 22.36] Natomiast minimalny
skrypt GNU Octave [I] umozliwiajacy wykreslenie znormalizowanego pola predkosci,
pokazany jest na listingu [22.37]

[x,y]=meshgrid(linspace(-1,1,100));
z=complex (x,y);

w=1./z;

contour(x,y,imag(w),30);

hold on;

contour(x,y,real(w),30);

Rys. 22.36: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ i ¢ z potencjatu (22.38))

[x,y]=meshgrid(linspace(-1,1,20));
z=complex(x,y);

w=-1./(z.72);

w./=sqrt(real(w). 2+imag(w) . 2);
quiver(x,y,real(w) ,-imag(w));

Rys. 22.37: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia 2 (22.42))

|ul

22.7. Zadanie 7. Wir

Zbadaé potencjal zespolony w dany wzorem
w(z) =iy-Lnz, (22.44)

gdzie I' jest cyrkulacja, ktora charakteryzuje intensywno$¢ krazenia predkosci wokot
wiru.

Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem , przed-
stawiona jest na wykresie 22.38 metoda kolorowania dziedziny. Poréwnanie wykresu
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[22.38] 1 wykresu 22.22] wskazuje na duze podobiefistwo. Podobnie jest z ze wzorami
definiujacymi oba potencjaly (22.44]) i (22.28)). Poza stalymi oba wzory réznia sie
tylko jednostka urojona, ktéra pojawita sie we wzorze (22.44]).

Rys. 22.38: Wykres funkeji (22.44])

W przypadku analizy potencjatu (22.44)), podobnie jak miato to miejsce dla po-
tencjatu zespolonego zrédta, rowniez mozna wykorzysta¢ posta¢ wyktadnicza liczby
zespolonej

w(z) =i Lnz =iy Ln <rei(o‘+2”k)) = —o (a+27k) + iy Inr, (22.45)

gdzie k jest liczba catkowita.
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Rys. 22.39: Izolinie ¢ i ¢ dla poten- Rys. 22.40: Znormalizowane pole
cjatu zespolonego ([22.44) predkosei 2 ([22.48))

|ul

Dzieki zapisowi ([22.45)) mozliwe jest podanie wzoru na potencjal rzeczywisty ¢,
ktorym jest czescig rzeczywista powyzszego wzoru, w uktadzie biegunowym

o(r,a) = = (o + 27k) . (22.46)
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Czes$¢ urojona potencjatu ([22.45)) jest funkcja pradu ¢ w uktadzie biegunowym,
ktora ma nastepujaca postac

Y(r,a) = - Inr. (22.47)

Potencjat rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ pokazane sg jako izolinie na wykresie
dla I' = 27. Linie ciggle zwigzane sa z liniami pradu, a izolinie potencjatu
rzeczywistego zwiazane sa z liniami przerywanymi. Wzory (22.46)) i (22.47) mozna
poréwnaé ze wzorami (22.30) i (22.31)). Widaé, ze potencjaly rzeczywiste i funkcje
pradu zamienione sg miejscami.
Pole predkosci sprzezonej w uktadzie biegunowym, zgodnie ze wzorem ,
liczymy jako pochodna potencjatu zespolonego (122.45))
emjs = gf + i?f =g = Uy — (Uq. (22.48)

Predkos¢ sprzezona ma tylko jedna niezerows sktadowa w uktadzie biegunowym

u, =0, u,=—5 (22.49)

T2

Przedstawienie potencjatu zespolonego ([22.44)) w uktadzie kartezjanskim jest trudne,
ale predko$¢ zespolona w postaci

dw r
— =i 22.50
dz ‘2z’ ( )
moze by¢ zapisana jako
dw . TZ r vy I A
dz

) = — l————= = Uy — Uy, 22.51

2rzz  2mat+4y? 2w a4 y? Y ( )
Wektorowe pole predkoéci u = (u,, u,) lub u = (ug, u,) dla I' = 27 pokazane jest na
wykresie 22.40| w postaci znormalizowanej. Z powyzszej analizy wida¢, ze potencjal
w okreslony wzorem ([22.44)) opisuje wir. Wir r6zni si¢ od Zrédta zamiana miejscami
funkcji pradu z potencjatem rzeczywistym.

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex(x,y);

w=i.*log(z);

contour (x,y,imag(w),30);

hold on;

contour (x,y,real(w),30);

Rys. 22.41: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ i 1 z potencjatu (22.44))

Analiza potencjalu zespolonego przy uzyciu komputera jest prostsza,
gdyz nie trzeba dekomponowacé tego potencjalu na czesé rzeczywista i urojona. Do
wizualizacji potencjatu rzeczywistego, funkcji pradu i pola predko$ci mozna wy-
korzystaé GNU Octave [1]. Minimalny skrypt, ktéry wykresla izolinie potencjatu
rzeczywistego i linie pradu, pokazany jest na listingu 22.41] Natomiast minimalny
skrypt umozliwiajacy wykreslenie znormalizowanego pola predkosci, pokazany jest

na listingu [22.42]
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[x,y]l=meshgrid(linspace(-3,3,20));
z=complex(x,y);

w=i./z;

w./=sqrt(real(w). 2+imag(w) . 2);
quiver(x,y,real(w),-imag(w));

Rys. 22.42: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ﬁ (22.48))

22.8. Zadanie 8. Zrédlo wirowe

Zbadaé potencjal zespolony w dany wzorem
w(z) = % Ln z, (22.52)

gdzie V jest natezenie przeptywu, a I' jest cyrkulacja.

Potencjal zespolony (22.52)) jest r6znica potencjatu zrodta (22.28)) i potencjatu
wiru (22.44]). Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem ([22.52)),

przedstawiona jest na wykresie [22.43| metodg kolorowania dziedziny.

3,

2,

J
o
T

-3 -2 -1 0 1 2 3
R

Rys. 22.43: Wykres funkeji (22.52))

Badanie potencjatu zespolonego (22.52)) we wspotrzednych kartezjanskich jest
trudne. fLatwiej mozna to zrobi¢ w uktadzie biegunowym. W tym celu wykorzy-
stujemy posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej i tozsamosci Eulera, aby zgodnie ze
wzorem ([7.17)) zapisa¢ potencjal zespolony we wspétrzednych biegunowych

w(z) = —V;F Inz = —V;F Ln (rei(“””k)) = —Vz—ﬂ?F (Inr +i(a+ 27k)) =
s (VInr +T(a+27k)) + s (V(a + 27k) = Tlnr) . (22.53)
Dzigki zapisowi ([22.53|) mozliwe jest podanie wzoru na potencjal rzeczywisty ¢,

ktorym jest czedcia rzeczywista powyzszego wzoru, w uktadzie biegunowym

p(r,a) = & (Vinr +T(a + 27k)) . (22.54)
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Czes$¢ urojona potencjatu ([22.53)) jest funkcja pradu ¢ w uktadzie biegunowym,
ktora ma nastepujaca postac

U(r,a) = i (V(a +27k) —'ln r) . (22.55)

Potenqal rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ pokazane sa jako izolinie na wykresie
4ldla V =T = 2x. Linie ciggle zwigzane s z liniami pradu, a izolinie potencjatu
rzeczyw1stego zwigzane sg z liniami przerywanymi.
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Rys. 22.44: Izolinie ¢ i ¢ dla poten- Rys. 22.45: Znormalizowane pole
cjatu zespolonego ([22.52)) predkosci ﬁ (122.56))

Pole predkoéci sprzezonej w uktadzie biegunowym ma szczegdlnie prosta postac.
Zgodnie ze wzorem ([7.18)) predkosé liczymy jako pochodna potencjatu zespolonego

[22.53)

d 0 0 ;
e L A L (22.56)

Pamigtajac, ze pochodna potencjatu przedstawia predkos¢ sprzezona, mozemy przed-
stawi¢ sktadowe predkosci jako

Up = ) u, = (22.57)

Wektorowe pole predkosci u = (u,,u,) lub u = (u,,u,) pokazane jest na wykresie
22.45| w postaci znormalizowanej dla V = 1" = 27..

[x,y]l=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex(x,y);

w=(1-1) .*log(z);

contour (x,y,imag(w),30);

hold on;

contour (x,y,real(w),30);

Rys. 22.46: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ i 9 z potencjatu (22.52))
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7 powyzszej analizy wida¢, ze potencjat w okreslony wzorem opisuje zro-
dto wirowe, gdyz jest liniowg kombinacjg zrédta i wiru. Latwo mozna sobie réwniez
wyobrazi¢ upust wirowy, zmieniajac jedynie znak przy V we wzorze .

Analiza potencjalu zespolonego przy uzyciu komputera jest prostsza,
gdyz nie trzeba dekomponowacé tego potencjalu na czesé rzeczywista i urojona. Do
wizualizacji potencjatu rzeczywistego, funkcji pradu i pola predko$ci mozna wy-
korzysta¢é GNU Octave [I]. Minimalny skrypt, ktéry wykresla izolinie potencjatu
rzeczywistego i linie pradu, pokazany jest na listingu 22.46] Natomiast minimalny
skrypt umozliwiajacy wykreslenie znormalizowanego pola predkosci, pokazany jest

na listingu [22.47]

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,20));
z=complex(x,y);

w=(1-1)./z;
w./=sqrt(real(w) . 2+imag(w)."2);
quiver(x,y,real(w),-imag(w));

Rys. 22.47: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ﬁ (122.56))

22.9. Zadanie 9. Optyw kola

Zbadaé potencjal zespolony w dany wzorem
w(2) = o (24 ), (22.58)

gdzie uy, jest predkoscig naptywu, a R jest promieniem kota.

i

2,
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Rys. 22.48: Wykres funkeji (22.58])

Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem (22.58)), przed-
stawiona jest na wykresie [22.48 metoda kolorowania dziedziny. Wzér (22.58) otrzy-
mujemy z superpozycji przepltywu jednorodnego (22.1) (b = 0) i dipola danego

wzorem ([22.38)).
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Analityczne badanie potencjatu zespolonego jest mozliwe zaré6wno we
wspotrzednych biegunowych, jak i wspélrzednych kartezjanskich. We wspotrzed-
nych kartezjanskich wykorzystujemy postaé¢ argumentu zespolonego z = x + iy i
rozdzielamy cze$é¢ rzeczywista od urojonej, aby otrzymac posta¢ potencjatu w we-

dtug zapisu ([7.15) w(z) = ¢ + 1h. We wzorze (22.58|) odwrotnosé liczby zespolone;
mnozymy i dzielimy przez liczbe zespolong sprzezong z, otrzymujac

w(z) = oo (24 B2) = user (14 53) +iusey (1 7552) . (22.59)

Czesé rzeczywista funkeji (22.59) jest potencjatem rzeczywistym ¢, ktory zapisujemy
jako
2
P2, y) = tioot (14 s ) | (22.60)

a czes¢ urojona funkcji (22.59)) jest funkcjg pradu ¢, ktéra ma nastepujaca postaé
2
U(z,y) = Uy (1 — x2RTy2) . (22.61)
Potencjal rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ dla u,, = 11 R = 1 pokazane sg jako

izolinie na wykresie [22.49|w ten sposob, ze linie pradu oznaczane sa liniami ciaggtymi,
a izolinie potencjatu rzeczywistego liniami przerywanymi.

3 . 3r =
2 - . 2 > = .
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> 0 A S U
1L i 1k
_9oL i —9l
_37\ ! ! ! ! ! L _37\ . . . ! . L
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
xr xr

Rys. 22.49: Izolinie ¢ i ¢ dla poten- Rys. 22.50: Znormalizowane pole
cjatu zespolonego ([22.58)) predkosci = (122.64)

[ul
Potencjat rzeczywisty (22.60]) we wspoirzednych biegunowych mozna najproscie;
zapisa¢, wykorzystujac wzory transformacyjne miedzy uktadami wspotrzednych x =
rcosa, y = rsina, co daje
o(x,y) = Uso (7’ + R72> COS Q. (22.62)

Funkcja pradu (22.61)) we wspotrzednych biegunowych przyjmuje postac

(z,Y) = Uso (r - Rz) sin a. (22.63)

T
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Pole predkosci sprzezonej, zgodnie ze wzorem ([7.16)), liczymy jako pochodna
potencjatu zespolonego (22.58))
T dw 890 8”¢
e —="+t157- =
dz  Or or
Pamietajac, ze pochodna potencjatu przedstawia predkos¢ sprzezong, mozemy przed-
stawi¢ sktadowe predkosci jako

Uso (1 - f—;) COS O + oo (1 + f—;) sin av. (22.64)

Up = Uoo (1 — f—j) COS @Y, Uy = —Us (1 + %2) sin a. (22.65)

Wektorowe pole predkosci u = (u,, u,) pokazane jest na wykresie dla uy, =1
i R = 1 w postaci znormalizowanej. Z powyzszej analizy wida¢, ze potencjat w
okreslony wzorem ([22.58)) opisuje optyw kota o promieniu R z predkoscia ., ktory
wynika z potaczenia przepltywu jednorodnego i dipola. Dipol znajduje sie wewnatrz
kota i nie jest widoczny na wykresach i

Analizowanie potencjatu zespolonego ([22.58|) przy uzyciu komputera jest prost-
sze, gdyz nie trzeba nawet dekomponowaé tego potencjatu na cze$¢ rzeczywista i
urojong. Minimalny skrypt GNU Octave [I], ktory wykresla izolinie potencjatu rze-
czywistego 1 linie pradu dla us,, = 1 1 R = 1, pokazany jest na listingu 22.51]
Natomiast minimalny skrypt GNU Octave [I] umozliwiajacy wykreslenie znormali-
zowanego pola predkosci, pokazany jest na listingu [22.52]

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex(x,y);

w=z+1./z;

contour (x,y,imag(w),30);

hold on;

contour (x,y,real(w),30);

Rys. 22.51: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ i 1 z potencjatu (22.58))

[x,y]l=meshgrid(linspace(-3,3,20));
z=complex(x,y);

w=1-1./z2.72;
w./=sqrt(real(w) . 2+imag(w)."2);
quiver(x,y,real(w) ,-imag(w));

Rys. 22.52: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia = (22.65))

u
[u]
7 wykresow i[22.50| wida¢, ze przeplyw jest symetryczny. Sktadowe pred-
kosci na okregu (r = R) mozna wyznaczy¢ ze wzorow (22.65))
u, =0, u,=—2uxsina. (22.66)
Rozklad ci$nienia mozemy wyznaczy¢ z drugiego réwnania uktadu ((7.9))

p = po — zpu’ = po — 2pui,sin’ a. (22.67)
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Aby wyliczy¢ reakcje na kole, nalezy postuzyé¢ sie¢ wzorem ([15.10))

R =~ (}o,ds. (22.68)
S

Zamiast powierzchni S poshugujemy sie okregiem L, ktory jest krzywa zamknieta.
Zatem catka powierzchniowa przechodzi w krzywoliniowa. Wektor naprezenia
o, zastepujemy wzorem Cauchy’ego o, = .- 0. Natomiast tensor naprezenia
o dla przeplywow idealnych (4 = 0), na podstawie wzoru ([4.6)), redukuje sie do
postaci 0 = —p8. Majac powyzsza na uwadze, reakcja przyjmie nastepujaca
postaé

R = Ppi-sdL = pndL, (22.69)

L L

Krzywa L, bedaca okregiem o promieniu R, okreslona jest w nastepujacy sposob
L={(z,y) :x=Rcosa,y = Rsina,0 < o < 27}, (22.70)

a wersor normalny
N =icosa+ jsina. (22.71)

Reakcja ([22.70) moze by¢ teraz wyliczona w nastepujacy sposob

27
R = f (po — 2pu?_ sin? a) (icosa+ jsina) Rda =

0
2

2 Tr(po cos o — 2,0uc2>o sin’ av cos oz) Rda+3 j (po sina — 2,01/%o sin® a) Rda =
0 0
iR (po sina — %puio sin® 04)(2)7r —JR (po cos o + 2pu’, (% cos® o — cos a))zw =0.
(22.72)

Oznacza to, ze zaréwno brak jest sity nosnej, jak i brak jest oporu, co jest sprzeczne
z badaniami doswiadczalnymi. Jest to tak zwany paradoks d’AIembertaﬂ Paradoks
ten spowodowany jest zalozeniem braku lepkodci.

22.10. Zadanie 10. Cyrkulacyjny oplyw kotla
Zbadaé potencjal zespolony w dany wzorem
w(2) = Uso (Z + R;) —iy-Lnz, (22.73)

gdzie us jest predkoscia naptywu, R jest promieniem kota i I' cyrkulacja.

Funkcja zespolona w argumentu zespolonego, okreslona wzorem , przed-
stawiona jest na wykresie metoda kolorowania dziedziny. Wzér (22.58)) otrzy-
mujemy z superpozycji optywu kota i wiru danego wzorem ([22.44]).

!Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) — matematyk, fizyk i filozof francuski
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-3+

-3 -2 -1 0 1 2 3
R

Rys. 22.53: Wykres funkeji (22.73)

Analityczne badanie potencjatu zespolonego ([22.73|) najwygodniej przeprowadzi¢
we wspOtrzednych biegunowych. Aby otrzymaé rzeczywisty potencjat ¢, mozna do
siebie dodaé¢ potencjaty (22.62)) i (22.46))

o(2,y) = oo (r+ Z) cosa+ L (o + 2rk). (22.74)

Funkcje pradu otrzymujemy, dodajac do siebie funkcje (22.63)) i (22.47])

Y(r,y) = U (7“ - R—2> sina — o In. (22.75)

T

Potencjal rzeczywisty ¢ i funkcja pradu ¢ dla u, = 1, R = 11 I' = 27 pokazane
sa jako izolinie na wykresie 22.54) w ten sposob, ze linie pradu oznaczane sg liniami
ciggtymi, a izolinie potencjatu rzeczywistego liniami przerywanymi.
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Rys. 22.54: Izolinie ¢ i ¢ dla poten- Rys. 22.55: Znormalizowane pole
cjatu zespolonego (22.73)) predkosci = (122.76)

|ul

Pole predkosci sprzezonej, zgodnie ze wzorem ([7.16]), liczymy jako pochodna
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potencjatu zespolonego ([22.73])

dw 0 0
ema = a—f +i(;f = Uso (1 — f—;) cosa + 1 (uoo (1 + %2) sina — 2%) . (22.76)
Pamietajac, ze pochodna potencjatu przedstawia predkos¢ sprzezong, mozemy przed-

stawi¢ sktadowe predkosci jako

Uy = Uoo (1 — %2) cosa, U, = L—T (1 + %2) sin av. (22.77)

2mr

Wektorowe pole predkosci u = (u,, uy) pokazane jest na wykresie dla us =1,
R =1iT = 2m w postaci znormalizowanej. Z powyzszej analizy wida¢, ze potencjal
w okreslony wzorem opisuje optyw kota o promieniu R z predkoscia s, 1
dodatkowo natozonym wirem o cyrkulacji I'.

Analizowanie potencjatu zespolonego przy uzyciu komputera jest prost-
sze, gdyz nie trzeba nawet dekomponowaé tego potencjatu na cze$é¢ rzeczywista i
urojong. Minimalny skrypt GNU Octave [I], ktéry wykresla izolinie potencjatu rze-
czywistego 1 linie pradu dla u, = 1, R = 11 I' = 27, pokazany jest na listingu
22.50, Natomiast minimalny skrypt umozliwiajacy wykreslenie znormalizowanego
pola predkosci, pokazany jest na listingu [22.57]

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,100));
z=complex(x,y);

w=z+1./z-i.*log(z);
contour(x,y,imag(w),30);

hold on;

contour(x,y,real(w),30);

Rys. 22.56: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ¢ i ¢ z potencjatu (22.73))

[x,y]=meshgrid(linspace(-3,3,20));
z=complex (x,y);

w=1-1./z.72-i./z;
w./=sqrt(real(w). 2+imag(w)."2);
quiver(x,y,real(w),-imag(w));

Rys. 22.57: Skrypt GNU Octave dla wykreslenia ﬁ (122.76))

Sktadowe predkosci na okregu (r = R) mozna wyznaczy¢ ze wzordw (22.77)
u =0, Uy =5z — 2ucsinao. (22.78)
Rozklad ci$nienia mozemy wyznaczy¢ z drugiego réwnania uktadu ((7.9))
_ 2
p=po— spu’ =po— p (% — 2y Sin a) : (22.79)

Aby wyliczy¢ reakcje na kole, nalezy postuzy¢ sie wzorem (|22.69)
ZW 1 r . 2\ . . . .
R = f (po — 5P (ﬁ — 2U Sin a) ) (icosa + jsina) Rda = —pus ). (22.80)
0

Oznacza to, ze tym razem istnieje sita nosna, ale dalej opor jest zerowy.
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