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Spis zagadnien

Opis ptynu na

réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw

Opis ptynu na réznych etod o
poziomach skal

skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
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Skale

Opis ruchu ptynu zwigzany jest z jego budows, Spis zagadnief
. . . . . . Opis ptynu
obserwowanymi skalami i uproszczeniami w jej réznych poziomach

skal

postrzeganiu. Wyrdznia sie:

Metoda réznic
skonczonych

B Opis mikroskopowy (MD)
B Opis mezoskopowy (kinetyczna teoria gazéw, v
DPD) e i

B Opis makroskopowy (klasyczna mechanika Metoda Monte Carlo
4 Hydrodynamika
p*ynOW) wygtadzonych

czastek

Metoda elementéw
skonczonych

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Opis mikroskopowy

Opis mikroskopowy ptynu zwigzany jest bezposrednio Spis zagadnief
. . . Opis ptynu na
z molekularna budowa materii. Rozwazany jest ruch r62nych poziomach
. . - . skal
wszystkich molekut przy wykorzystaniu drugiej zasady etods ramme
dynamiki Newtona skoficzonych
Metoda elementéw
skonczonych
dzr' N Metoda objetosci
m 22 — G’L _l_ Z fZ] (]_) skoﬁczonchh
dt 1=1+#1 Metoda Monte Carlo
Hydrodynamika
. . . . .. wygtadzonych
Sity dziatajagce na molekute: sity zewnetrzne G; i sity czastek
1 1 1 — Podstaw
wzajemnego oddziatywania f;; = —VV czesto delonani
wyrazane przez potencjat Lennarda—Jonesa. farontne
Literatura
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Opis mikroskopowy

12 6 Spis zagadnien

L Opis ptynu na
V — 46 T - T (2) réznych poziomach
Ir| Iz sia

Metoda réznic
skonczonych

Potencjat sktada sie z czeSci repulsywnej zwigzanej z

Metoda elementéw

|r;;]| 7% i atraktywnej ||r;;]|7°. ||r|| oznacza odlegtosé koficzonych
miedzy molekutami, € — opisuje site wzajemnego i
oddziatywania a o ich zasieg. Vetods Monte Carlo
Wielkosci makroskopowe mozna otrzymac przez Hydrodynamika
wygtadzonych

usredniania wielkosci mikroskopowych. Trudnos¢ i

1 " R : Podstaw
metody kryje sie w duzej liczbie molekut, modelowania

turbulencji

proporcjonalnej 10%°.

Literatura
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Opis mikroskopowy

12 6 Spis zagadnien

v L 4 Opis ptynu na
= 4€ — réznych poziomach

I I o

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw

skonczonych
5 Metoda objetosci
skonczonych
Metoda Monte Carlo
3 Hydrodynamika
T‘ wygtadzonych
w czastek
> 1 Podstawy
modelowania
O turbulencji
1 Literatura

—1
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Dynamika molekularna — pseudokod

Spis zagadnien
t N O’ Opis ptynu na

Calculate initial molecule position r; r62nych poziomach

skal

while not the end of calculations do e we
skonczonyc
f’L] — _vvv Metoda elementéw

a «— m_lf' . skonczonych
171
J Metoda objetosci

r<—r—+v At —+ 2_1a AtQ, skonczonych
t «— t _|_ At’ Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Dynamika molekularna — przyktady

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda rdéznic

skonczonych
¢ g fps=55.2 Metoda elementéw
N ° skonczonych
.f:}’ 'o.. ® :. So,
I XN BA S, Metoda objetosci
.:.c .:.. s, skonczonych
® .‘ L X ] e M oo B et T k- .
“ '.°: ‘. *%e o0 ® L 98, AN, X IR Metoda Monte Carlo
. . \ s I s : .,
Ceehe .: .: .... Hydrodynamika
40%.".0: ,Oo '...'. . wygtadzonych
AR o o czastek
20 ® .. ; ..
o ..o.'.. : ° o Podstawy
. ::_. o ¢ :.._ modelowania
0 2 40 turbulencji
Literatura
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Opis mezoskopowy — DPD
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Opis mezoskopowy — DPD

DPD (Dissipative Particle Dynamics). Zamiast ruchu opis zagadnier
. . . Opis ptynu na
pojedynczych molekut rozwazany jest ruch catych (62nych poziomach
. . . . skal
grup molekut. Wzajemne oddziatywanie pojedynczych Vetoda rézmic
. . . . - eD skoficzonych
molekut _zagcqplone jest S|’ram|_dyssypatyvxfnym| fw | e
losowymi t;7. Ruch czastek opisany jest rownaniem skoriczonych
Metoda objetosci
skonczonych

d2r' al Metoda M Carl
(2 . @ D R etoda Monte Carlo
m dt? o GZ _I_ Z (f’LJ _|_ fZ] _I_ fZ]) (3) Hydrodynamika
J=1+#1 wygtadzonych
czastek

Podstawy

Zaleta tej metody jest mniejszy koszt symulacji w modelowania
’ . urbulengji
poréwnaniu z MD. e

Literatura
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Opis mezoskopowy — DPD

Spis zagadnien

d°r; N
[ E : C D R Opis ptynu na
m d 9 GZ —|_ (fz] —|_ f@j —|_ fz]) (4) réznych poziomach
Metoda réznic
skonczonych

B sity dyssypatywne

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci

£ = —qwp (F;; - vij) Ty (5)  Sotemamen

Metoda Monte Carlo

| S|+y |OSOW€ Hydrodynamika
R 97,] wygtadzonych
L o czastek
At Podstawy

modelowania
turbulencji

B sity zachowawcze Literatura

fg = oszfz-j (7)
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Opis mezoskopowy — DPD

wp jest funkcja wagowa zalezng od wzajemnej >pis zagadnier
;. . . . . . Opis ptynu
odlegtoéci miedzy dwiema czastkami ¢ oraz j. réznych poziomach
. . . . skal
Funkcja wagowa wp jest analogiczna do funkcji etods ramme
wagowej wp, jednakze obie funkcje powigzane s skonczonyeh
. ;. 2 .. Metoda elementéw
zaleznoscig wp = w#. Podobnie jest ze skoficzonych
A I " 2 _ Metoda objetosci
wspo’fczynn.lkaml o° = 2*yl<;B"T . o s o
Jedna z najprostszych funkcji wagowych moze miec Metoda Monte Carlo
postaé Hydrodynamika
. wyg’;a(:(zonych
_ Y. .. czaste
Wp — 1 re ) Tz] < Te, (8) .
R — odstawy

modelowania
turbulencji

O; Ti; > Tec

Literatura

gdzie r;; jest wzajemng odlegtoscig migedzy czgstkami
117, ar. jest charakterystycznym promieniem.
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Opis mezoskopowy — DPD
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Opis mezoskopowy — kin. teoria gazéw

Podstawowym pojeciem jest funkcja gestosci Spis zagadnier
. . . Opis ptynu
prawdopodobienstwa fN) w przestrzeni fazowej. réanych poziomach
’ . skal

Przestrzen fazowa sktada sie z 3N sktadowych etods ramme
przestrzennych q,...,qyx 1 3N peddw pq,...,pPnN. skonczonych

. (N) . . Metoda elementéw
Funkcja f'*/) pozwala na obliczenie skoficzonych
prawdopodobienstwa (liczby molekut) znalezienia htods o
molekuty w rozniczkowej przestrzeni fazowe;j T

Hydrodynamika

f(N) (q17 54N, Py - - 7pN) qu de (9) \évz};i{taeizonwh

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Opis mezoskopowy — kin. teoria gazéw

Ewolucja czasowa funkcji gestosci Spis zagadnier
A %4 . Opis ptynu na
pI’aWdOpOdOblenStwa f(N) pOdlega rownaniu réinychypoziomach
. . y skal
Liouville'a

Metoda réznic
skonczonych

df(N) B af(N) N af(N) dpz af(N) dqz B O El/l(ce;?:cziznilihmentéw
+ZZ op At | oq At )

dt ot

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Oznacza to, ze funkcja gestosci prawdopodobienstwa Hydrodynamika

jest stata wzdtuz trajektorii w przestrzeni fazowe;. gl oneh
Zredukowana funkcja gestosci prawdopodobienstwa Podstawy
modelowania
turbulencji
17"'7q87p17"'7p3) — Literatura

q
/ / f qu..-,qN,pl,.._ij) qu—sde_S

R3(N—s) R3(N—s)
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Opis mezoskopowy — kin. teoria gazéw

Mozna otrzymac uktad ewolucji czasowych dla Fj, Soie sogacnicd
gdzie 1 < s < N. Ukfad ten nazywany jest hierarchia Opis plynu na

réznych poziomach

BBGKY. Hierarchia moze by¢ obcieta z doktadnoscia skal

plerwszego rzedu, co daje rownanie Boltzmanna Metoda réznic
skonczonych
af Metoda elementéw
— + V- Vf — Q(f) (]_O) skoriczonych
8t Metoda objetosci

skonczonych

dla funkcji gestosci prawdopodobienstwa

Metoda Monte Carlo

f(I‘, V’ t) = mNFl (ql’ pla t) (11) Hydrodynamika

wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Opis makroskopowy — rownania zachowania

B Rownanie zachowania masy

dp
— -u = 12
g +pV-u=0 (12)

B Rownanie zachowania pedu

du
—=pf+V -0 13
par =P (13)
Dekompozycja tensora naprezenia ¢ = —p;0 + T.

Inna forma réwnania zachowania pedu

d
pd—ltl:pf—th—FV-T (14)
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Opis makroskopowy — réwnania energii

B Kinetyczna

d is nu na
IO% — pf - —|_ v . (0' . u) — v . q (15) %zTyE:\ypoziomach

. CajkaWIta Metoda réznic

skonczonych

d@c apt Metoda elementéw
—_ _|_ v -(lT-1a) — v . q ]_6 skonczonych
IO dt at ( ) ( ) Metoda objetosci

B Mechaniczna skoriczonych

Metoda Monte Carlo

de,, _
(& _ v . (0_ . ]_]_) —_ o D (17) Hydrodynamika

p d wygtadzonych
t czastek

Spis zagadnien

B \Wewnetrzna Podstawy

modelowania
de turbulencji

p— =0:Vu—V-q (18)

Literatura

B Entalpia

p—=1:Vu—-V . -q+ — (19)
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Opis makroskopowy — ogoélne réownanie

transportu
a(p¢) Spis zagadnien
Y - — — V- Opis ptynu
5 TV o(puo)=5,—V-k - (20) ommnr
skal
Lewa strona reprezentuje szybko$¢ zmian (czes¢ bizion e
. . . . nczony
niestacjonarna i konwekcyjna). Prawa strona etods clementon
skonczonych

reprezentuje zrédfa (dodatnie i ujemne) i strumienie.

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

B réwnanie zachowania masy Hydrodynamika
dp=1 84=0k=0 sk
B réwnanie zachowania pedu oty
gb —u qu - ,Of, k — —0o turbulengji
Literatura

B rownanie zachowania energii
o =¢ep Sg=pf-u,k=q—-0-u
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Opis makroskopowy — zasady termodynamiki

B Druga zasada termodynamiki

ds q
— 2 —V - = 21
Pz Vo (21)

B Bilans entropii

d
A0 .4

22
dt T T (22)

B Pierwsza zasada termodynamiki

d
pd—j:T:Vu—ptV-u—V-q (23)
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Opis makroskopowy — rownania

konstytutywne
B Mechaniczne (reologiczne) réwnania Spis zagadnief
Opis ptynu na
konStthtywne réznych poziomach
skal

B Rownania stanu
B Strumienie

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Opis makroskopowy — mechaniczne réwnania

konstytutywne
B Ptyny newtonowskie T = 2uD >Pis zagadnien
. . Opis ptynu na
. P*yny n|eneWtonOWSk|e réznych poziomach
skal
¢ Uogdlnione ptyny newtonowskie T = 2u(v)D Metoda rnic
¢ Ptyny typu rézniczkowego T = (A1, As, .. .) Metods elementéw
dA_ au | skonczonyc.h —
A = dtz+Ai-a+Vu-Ai, 1 =1,2,... e
‘ P*yny typu CaJ(kOWGgO Metoda Mon.te Carlo
t st
T= [ f(t—7)(8 —Cy(7)) dr T
— . Podstawy .
¢ Ptynu typu szybkosciowego T = f (’1’, D, D) o

Literatura

T+ MT=2u (D—I—)\QD)
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Uogolnione ptyny newtonowskie

Szul
R Zli an R Generalised Herschel
T = TOT + (k) T = 7'0 + Y™ + plooy Spis zagadnien
1 n 1, q1_1 Wy P o
pr = 7_70 + kw |y|m T | il Hoo Opis ptynu na
réznych poziomach
skal
m = = Metoda réznic
= skonczonych
Generallsed Casson Hersehel-Bulkley Luo-Kuang Ql/l(ce)ziiznilihmentéw
= + (k) T=To Ryt | T =70 RV ooy Vetoda obietodc
N 1 1 _ 10 n—1 _ 4+ k4 etoda objetosci
,un = <%> + ke K 17 +k|7‘ H= |'Y| \/I | fhoo skofhczonych
Metoda Monte Carlo
n =2 n:=1 n:=1 70 : =10 Hydrodynamika
wygtadzonych
Casson Bingham Ostwald-de Waele czastek
\/F =Vt ky T = 7'0 + kv T = ky" Podstawy
J— T J— _ —1 . 1
Vi= B AVE| p=5 k| = kh L modelowania
g urbulencji
Literatura
T0 1= 0 n:=1
70 := 0
Newton
T =k /
/’l’ =
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Opis makroskopowy — rownania stanu

B Fundamentalne réwnanie stanu e = f(s,p™ )

o)

pr = pRT (25)

B Termiczne réwnanie stanu p; = f(T

m Kaloryczne réwnanie stanu e = f(T,p~ 1)

Opy 1
de = ¢, dT — — d 2
e=¢c + op Pt dp (26)
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Opis makroskopowy — strumienie

Ogélna postac w = —T - V poprzez zatozenie
w = f(V). Doktadniej w zalezy tylko od ¢ i V.

B Prawo Fouriera

q=-A-VT (27)
B Prawo Ficka
j'=-pDV V¢’ (28)
B Prawo Darcy'ego
u=—u 'K-Vp (29)

Dla przypadku izotropowego T = o § i
w=—ad -Vyp=—aVo.
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Opis makroskopowy — zastosowania

Ogdlna postaé réwnania Naviera—Stokesa dla ptynéow . »
. . ) . . pis zagadnien
newtonowskich 1 uogélnionych newtonowskich Opis plynu na

réznych poziomach
skal

du

D Metoda réznic
IOE — IOf o vp —I_ v ) (Q,LLD ) (30) skonczonych
Metoda elementéw
B przeptywy ptynu niescisliwego skoficzonych
. Metoda objetosci
B przeptywy petzajace skoficzonych
B przep’(ywy nlelepkle Metoda Monte Carlo
.. . . Hydrod ik
B przyblizenie Boussinesqa wygtadzonych
.. . z k
B przyblizenie Oseena e
. . Podstawy
. f| |t|’a CJ d modelowa"nia
) . turbulencji
B przeptywy jednowymiarowe Literatura
B wymiana ciepta
B napiecie powierzchniowe
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Opis makroskopowy — zastosowania

B Przeptywy ptynu niescisliwego (p = const) Spis zagadnief
Opis ptynu na
réznych poziomach

du skal
IOE — pf — VP —I_ V . (Q/LD) (31) ls\f(ce)ziiznrjé?ic

Metoda elementéw

/,l/ — Const SkOﬁCZOhyCh

Metoda objetosci
skonczonych

du 2 Metoda Monte Carlo
pE - pf o VP —|_ 'LLV u (32) Hydrodynamika
wygtadzonych

czastek
dll i(:)dsszvv\%nia
_ = f — v]_? _|_ Vv2u (33) turSu:encji
dt 0

=
|

pV

Literatura
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Opis makroskopowy — zastosowania

B przeptywy petzajace

ou

pa =pf —Vp+ V- (2uD) (34)
stacjonarne przeptywy petzajace

Vp=V-(2uD) (35)

dwuwymiarowe przeptywy petzajace

Vi) =0 (36)
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Opis makroskopowy — zastosowania

B przeptywy nielepkie (= 0)

=f-V

du 3,
== = 37
P , (37)

%?+V<§Hu\\2+i+ﬂ> =ux (Vxu) (38)

potencjalne Vxu=0 < u=Vop

V-u=Vp=0 (39)
p=—p3lIVe|? (40)
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Opis makroskopowy — zastosowania

p/rho p/rho
-160000  -1075.00 -550,00 2500 500,00 -160000  -1075.00 -550.00 2500 500.00
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Opis makroskopowy — zastosowania

p/rtho
= 500.00

25,00
550,00
_1075.00

H.1600.00

p/rho
= 500.00

25,00
550,00
_-1075.00

H_1600.00
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Metoda elementdéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Opis makroskopowy — zastosowania

Spis zagadnien

U .
~ 40,00 Opis ptynu na
S50 réznych poziomach
: skal
-20.00
-10.00 Metoda réznic
i ‘ skonczonych
- | m————
- v . Metoda elementéw
e / S R skonczonych
e /,,,/‘\ = % Metoda objetosci
ﬁ‘ HRATN AAT \ f skonczonych
' L AT e—— T —
Z A Metoda Monte Carlo
U Hydrodynamika
»40.00 wygtadzonych
-30.00 czastek
-20.00
Podstawy

-10.00

modelowania

0,00 "_ — turbulencji

e
7»’»"/ o £ 1 ¥, L .
- e | \ Literatura
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Opis makroskopowy — zastosowania

Spis zagadnien

Opis ptynu na
Typ CD réznych poziomach

(41) skal
§’OU020A Pomiar 0.34 Metoda réznic

Potencjalny 0.1 R—
Lepkl (p -+ ILL) 035 skonczonych
Lepkl (p) 0.33 Metoda objetosci

skonczonych

Lepkl (/“L) 002 Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Opis makroskopowy — zastosowania

B przyblizenie Boussinesga Spis zagadnien
Opis ptynu na
réznych poziomach

pf = pg = pog + (P — po) 8 (42) s

Metoda réznic
skonczonych

p o IOO — _,005(T o TO) (43) Metoda elementéw

skonczonych
du

Po— = pog (1 — ﬂ(T — TO))_vp—|_V(2/LD) (44) Metoda objetosci

dt skonczonych
U —
0.60
[ 050 1
— 040
— 0.30
— 020
[D.'\O
0.00

Metoda Monte Carlo

temp
30.00
[ 28.00

— 26,00

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

— 24.00

[22‘00
19.00

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Opis makroskopowy — zastosowania

B przyblizenie Oseena u- Vu = u,, - Vu

ou

rn +puy - Vu=pf —Vp+V- (Q,LLDD) (45)

B filtragja

d
pd—ltl = of — Vp+ uViu — Rju (46)

B przeptywy jednowymiarowe

Vu =a (47)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Opis makroskopowy — zastosowania

B wymiana ciepta

Réwnanie Fouriera—Kirchhoffa dla ptynu

p = const

Co ) ({;—1; +V.-(Tu) | =¢,+V-(AVT) (48)

U m/s)
035

[ 0.30

—0.20

0.10
[0.0U

1(deg C)

[ 100.00

- 80.00

— 60,00

[ 40.00
20.00
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Opis makroskopowy — zastosowania

Spis zagadnien

Dla ciata statego u = 0. Réwnanie przewodnictwa
Opis ptynu na
réznych poziomach

aT skal
CIOE — SE' —I_ V : ()\VT) (49) Metoda rdéznic

skonczonych

Metoda elementéw

gdzie wewnetrzne zrodta energii oznaczone s3 jako Sg. skoficzonych
\ Metoda objetosci
004 003 002 001 0 0O o?:mz?s 004 005 006 007 008 009 SkOﬁCZOhyCh

|
f I

00z o8 Metoda Monte Carlo
L 07 Hydrodynamika
- " wygtadzonych
czastek
0.0 05
t (deg C)
15000 v Axe Vi Podstawy
0,04 04 .
[ 145.00 modelowania
_ 14000 004" _ PPN turbulencji
— 135,00 .
0024 doo Literatura
. 13000
[ 12500 T dom
120.00 o | | | | o
-l'Jb-:l -t'Jb‘\ 0.0 3 0.04 0.05 D.JJO I'JJJ:_ D&S 06‘3’
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Opis makroskopowy — zastosowania

B napiecie powierzchniowe opis zagadnief
Opis ptynu na
réznych poziomach

du p skal
- — f — v_ —|_ V y (QVD) (50) Metoda réznic
dt IO skohczonych
Metoda elementéw
. . . . . . . . koficzonveh
Sity masowe f sktadajg sie z sity grawitacji g i sity ;° Cd° y:_ —
. . . . etoda objetosci
od napiecia powierzchniowego f, skoriczonych
Metoda Monte Carlo
—1 Hydrod ik
f=g+p 1, (B1)  gieonyen
czastek
Podstawy

modelowania

W u — b turbulencji

Literatura
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Opis makroskopowy — zastosowania

X AxE

-0.004 -0.002 0 0.002 0.004

U (m/s)
[ 0.50 0.005
040
0.004
— 0.30
— 0.20

I:G'm 0,002
0.00 oom

0.003
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Opis makroskopowy — zastosowania

Sity od napiecia powierzchniowego na powierzchni
swobodnej dane s3 jako

f, = okVa (52)

o Jest napieciem powierzchniowym, a k krzywizna
powierzchni swobodne;

Va
k=—-V-n=-V - —— (53)
IVa]
Réwnanie transportu « (udziatu objetosciowego)
s,
a—j+v.(au)=o (54)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Opis makroskopowy — rownania
bezwymiarowe

B Rownanie zachowania masy Spis zagadniet
Opis ptynu na

v_|_ . u_|_ _ O (55) ;ij]ych poziomach

Metoda rdéznic

. Réwnanie ZaChowania p@du skonczonych

Metoda elementéw

811_'— skonczonych
p" [Sh——+u"-VTu" | =

a + Metoda objetosci
t skonczonych
p_|_ f_|_ + Metoda Monte Carlo

— _ Tt Iu— 2+t rodynamika
N FI’ Euv p —I_ Rev u (56) vﬁlzg%aj;/onychk

czastek

B Rdéwnanie Fouriera—Kirchhoffa Podstawy

modelowania
turbulencji

oT+ Ec AT .
+ + Sh + V+T—|— e + v2—|—T—|- Literatura
P ot+ u Re% i Pr Re

(57)
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Opis makroskopowy — liczby podobienstwa

u
Sh L ten 'C'f — _to
Uto to U — Uz Spis zagadnien
12 £ Opis ptynu na
F u2 pOL réznych poziomach
I = — — skal
L 0o
fO P f 142 Metoda rdéznic
Re L ,CZ/{pO LU POT skohczonych
1o 0 poU Metoda elementéw
PO £2 skonczonych
Eu — _Po_ — 72 Metoda objetosci
polt? poU skonczonych
L
EC _ Z/{Q Metoda Monte Carlo
~ cwoTo Hydrodynamika
PI‘ — Cv0 /o — Yo wygtadzonych
A0 _ Ao czastek
Cv0PO
S . MO __ V(SU Podstawy
€= poDo o Do modelowania
Ko turbulencji

f Literatura
De = 20
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Opis makroskopowy — warunki zgodnoSci

Ogdlne réwnanie transportu

Spis zagadnien

a O/[?is ptynu na
% _I_ v . (pu¢) — qu _ v . k (58) réznych poziomach

skal

Metoda réznic
skonczonych

/ twierdzenia Reynoldsa o transporcie wynikaja
warunki zgodnosci 7 - [pu¢g + k| = 0

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

B rownanie zachowania masy: ¢ =1, 5S4 =0, k=0

Metoda Monte Carlo

mamy ’fl y [pu] — O |Ub ’fl : [u] p— [un] — O Hydrodynamika
’ . . wygtadzonych
B rownanie zachowania pedu: ¢ < u, Sy < pf, czastek
- — Podstaw
k — -0 mamy n - [puu o G] T O |Ub m(:)dselj)wi;nia
ffL . [0‘] — [o-n] — O turbulencji
Literatura

B rownanie zachowania energii: ¢ = e, Sy = pf - u,
k=q—0c-umamy fi-[pue, —oc-u+q =0
lub 7 - [qg] lub [ASL] =0
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Opis makroskopowy — warunki brzegowe 1

Warunki zgodnosci nie s3 wystarczajace. Spis zagadnien
. . Opis ptynu
Dodatkowymi warunkami sa: réanych poziomach

skal
| adhezja [-u= u; =0 Metoda réznic
/ . . . skonczonych
B réwnowaga termiczna na powierzchni [T] =0

Metoda elementéw
skonczonych

Warunki brzegowe zwigzane z wymiang ciepta Metoda objetodci

skonczonych

|| D|r|Ch|et T — fl (:C, y, Z, t) Metoda Monte Carlo

B Neumann: ¢, =n-q lubq, = fo(z,y, z,t) RS

B mieszany: ol — )\g—z = f3(P,1) czastek
Podstawy

modelowania
turbulencji

Literatura
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Opis makroskopowy — warunki brzegowe 2

Powierzchnie inne niz Sciany

wlot: n — 1 warunkdw, gdzie n oznacza liczbe
rownan

wylot: Najogodlnie}, o, = 1 - o plus rozktad 7'
Zwykle rozktad p ze wzgledu na o, =~ —pn plus

or _
on
symetria: g—i = 0 dla wszystkich skalaréw ¢

periodycznos$¢ (translacyjna lub rotacyjna):
©(Py) = ¢(Ps), gdzie P, i P; s3 punktami na
odpowiadajacych sobie powierzchniach
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Klasyfikacja

Réwnania Naviera—Stokesa s3 nieliniowymi
rownaniami rézniczkowymi drugiego rzedu. Nie s3
tatwo klasyfikowane, ale zawieraja cechy réwnan
prawie liniowych, niby liniowych i liniowych réwnan
rozniczkowych czastkowych. Czasami mozna je
sprowadzi¢ do réwnan:

B hiperbolicznych
B parabolicznych
B eliptycznych
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




RRC drugiego rzedu semiliniowe

Dla zmiennych niezaleznych z, v: Spis zagadnief

Opis ptynu na
réznych poziomach

2 skal

% _|_ Metoda réznic
a 2 skonczonych

Yy

Metoda elementéw

aqs a¢ skonczonych
F £z, y? y ) — 0 (59) Metoda objetosci

833 ay skonczonych

0 ¢ ¢

Metoda Monte Carlo

' ' Hydrodynamik
Dla wszystkich (z,y) na obszarze {2 powyzsze Hydrodynamil

rownanie jest: crastek

Podstawy

B hiperboliczne, jezeli B> —4AC > 0 o

turbulencji

B parab0|iczne, Jezeh BQ — 414 C — O Literatura
B eliptyczne, jezeli B> —4AC < 0
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Wazne réwnania eliptyczne

rownanie Laplace’'a

o 0%¢ _,
ox?  Oy?

rownanie Poissona

Py 0%

rownanie Helmholtza

P 09
@—Fa—w—l—k ¢—0
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(60)

(61)

(62)

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Wazne réwnania paraboliczne

B réwnanie przewodnictwa =Pis zagadnien
Opis ptynu na
9 réznych poziomach
a a skal
_¢ — Oé—¢ p— O (63) Metoda réznic
at axQ skonczonych

Metoda elementéw

a 82 skonczonych
_¢ _ &_¢ — f(.flj, t) (64) Metoda objetosci

skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Wazne rownania hiperboliczne

B rownanie falowe Spis zagadnief
Opis ptynu na
réznych poziomach

82¢ 282¢ 0 (65) skal
—a — Metoda rdéznic
8752 8332 skoﬁczonryczh |

Metoda elementéw
skonczonych

B réwnanie telegrafistéw Metoda objetosci

skonczonych
2 2
a gb a gb a¢ L O 66 Hydrodynamika
A o -, — C - ( ) wygtadzonych

8332 61;2 a czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Metoda Monte Carlo

Literatura
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Wazne rownania mieszane

B réwnanie Eulera—Tricomiego
— —x——==20 (67)

Dla x > 0 mamy rownanie hiperboliczne,
paraboliczne dla x = 0 i eliptyczne dla x < 0
B Uogdlnione réwnanie Eulera—Tricomiego

% ¢

2 f(z) 2 0 (68)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Wazne rownania mieszane

B Potencjalny przeptyw gazu
Spis zagadnien
5 82 S0/ 82 Sp/ O;is p’finu ha

(1 — Ma’oo) aZCQ _l’_ ay2 — O (69) ;ZTych poziomach

Jest hiperboliczne dla MaZ_ > 1, paraboliczne dla
Metoda elementéw

MaZ =1 i eliptyczne dla MaZ_ < 1. skoriczonych
Potencjat predkosci dla przeptywdéw dominujacych Metoda objetosci

skonczonych

w kierunku osi = dany jest réwnaniem Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych

90(33, y) — U -+ gpl(g% y) (70) czastek

Podstawy
modelowania

S k+adowe per kOéCi turbulencji
8@ Literatura

Metoda réznic
skonczonych
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda rdéznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda réznic skonczonych Metods objstosci

skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Metoda

Wprowadzona przez Eulera w XVIII wieku
Bezposrednie zastgpienie pochodnych RR przez
ich dyskretne odpowiedniki w weztach siatki
Pochodne w weztach aproksymowane s3 przez
wartosci poszukiwanej funkcji w sasiednich
weztach

Otrzymuje sie uktad réwnan algebraicznych (liczba
rownan i niewiadomych rowna jest liczbie weztow
siatki)

Dyskretne odpowiedniki pochodnych tworzone s3
za pomoca réznic skonczonych (gtéwnie ze wzoru
Taylora)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Wzér Taylora

Zakfadajac, ze f jest ciagta na |z; z], stuszny jest Spis zagadnief
/ . Opis ptynu na
WZOr Taylora W pOStaC| réznych poziomach
skal
m—1 dnf( ) dmf( ) Metoda réznic
. 'CCO C skonczonych
f(il?o —i_ ACB) — _I_ (72) Metoda elementéw
n—0 n' m' skonczonych
Metoda objetosci
. . . . skonczonych
Funkcji f jest ciggta do rzedu m — 1 na [.5170, x| i do et Mome Core
rzedu m na |zg; x|. Punkt ¢ €|zg; x|, czyli E
wygtadzonych
C = I‘O _|_ HACC dla 9 E]O, 1[ czastek
Oznaczenie x = zog + Az, gdzie Ax. Przyrost Ax FeusEy
] - _ ) ] modelowa.rna
(réznica zmiennych niezaleznych) moze by¢ dodatni turbulenci
. . . Li
jak i ujemny. Ponadto d°f = f. teratura
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Wzér Taylora

n-ta rézniczka funkcji f w punkcie xy dana jest
zaleznoscig d"f(zo) = f™ (x9)Az™, mamy

f(CUO + ACL') — f(ﬁlf()) -+ f/(CCO)AQj + %f//(xO)sz
T %f”,(x())AQES + ...+ #f(m)(C)Axm (73)

Woprowadzajac wielkos¢ rzedu m w postaci O(Az™),

zapisujemy

f(mo + Az) — f(x0) = f'(w0) Az + §f" (o) A
T ﬁ_l)!f(m_l)(xo)Axm_l + O(Az™) (74)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Wzér Taylora

Przyrost (réznica) funkcji Af = f(xg + Ax) — f(x0)
pozwala na zapisanie

Af = df(ze) + 3 f(x0) + ...
+ ki APV (@) + O(A™)  (75)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Roznicowe odpowiedniki pochodnych

Bioragc pod uwage wzor Taylora

flzo+ Az) — f(x0) = f'(xo)Az + 5 f"(x0) Ax?
t oot i/ (o) Az + O(Ax™) (76)

z doktadnoscig do pierwszych pochodnych
f(zo 4+ Az) = f(z0) = f'(x0)Az + O(Az?)  (77)
wyznaczmy pierwszg pochodna

f(xo+ Ax) — f(x0)

f(xo) = Ax

+ O(Ax) (78)

Bez O(Ax) jest przyblizeniem progresywnym.
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Roznicowe odpowiedniki pochodnych

Zastepujac Ax przez —Ax
f(zo — Az) — f(x0) = — f'(z0) Az + O(Az") (79)
wyznaczmy pierwsza pochodna

f(zo) — f(wo — Ax)
Ax

f(xo) = + O(Ax) (80)

Bez O(Ax) jest przyblizeniem regresywnym.
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Roznicowe odpowiedniki pochodnych

Przyblizenia wyzszego rzedu mozna otrzymac poprzez =Pis zagadnien
. . . . , Opis ptynu na
uwzglednienie wiekszej liczby wyrazow we wzorze ré2mych poziomach
skal
Taylora Metoda réznic

skonczonych

Metoda elementéw

f(xO + A.CU) - f(aj()) — f/(.CIZO)A:U skonczonych
+ 3/ (x0)Az® + O(Az®) (81)  cicsomen

Metoda Monte Carlo

' ' ' ' iehi Hydrodynamik
Zastepujac Ax przez —Ax i odejmujac od siebie Hydrodynamik
wyniki, otrzymamy czastek

Podstawy
modelowania

f(ﬂi’() + AZE) T f(ﬂfo — AQ?) 9 turbulendji
QASE +O(A$ ) (82) Literatura

/(o) =

Bez O(Ax?) jest przyblizeniem centralnym.
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Roznicowe odpowiedniki pochodnych

Pochodne wyzszego rzedu przybliza sie, uwzgledniajac Spis zagadnief
. . ’ Opis ptynu
wiekszg liczby wyrazow we wzorze Taylora réznych poziomach

skal

Metoda rdéznic

Flao+ &) = flz0) = Fla)Aa + (et ST
%f”,(xo)AxS + O(ASEA) (83) skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Zamieniajagc Ax na —Az i dodajac wyniki do siebie, Metoda Monte Carlo

. .. . P Hydrod ik
mamy nastepujace przyblizenie symetryczne drugiej e

pochodnej z doktadnosciag drugiego rzedu czastek

Podstawy
modelowania

M2 B0 22100 £ 00 =80 | o(as?) S
X

(84)

f”(ilfo) —

K. Tesch; Metody numeryczne — Il stopiei




Roznicowe odpowiedniki pochodnych

. Spis zagadnien
Pochodna Aproksymacja Typ Rzad P e
Opis ptynu na
5znych poziomach
/ f(zo+Az)—f(zo) il
o prog. 1 ska
f ( ) Az Metoda réznic
/ f(wo)—f(xo—Ax) skonczonych
f (x()) Az reg. 1 Metoda elementéw
konczonych
/ f(xo+Az)—f(zo—Ax) .
f (IO) 2\ centr. 2 I\ﬁet,oda objstoéci
skonczonyc
f//(ajo) f(a?0+A33)—2f(33;))+f($0—A$) Sym 2 Metoda Monte Carlo
A "

* Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek
Podstawy
modelowania
turbulencji
Literatura
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Roznicowe odpowiedniki pochodnych

Zapis skrocony Spis zagadnief

Opis ptynu na
réznych poziomach

flzo+mh) = firm (85)

Metoda rdéznic

skonczonych
. Metoda elementéw
Pochodna Aproksymacja Typ Rzad Metoda clen
/ f'_|_1 —f' Metoda objetosci
f’i : h . prog' 1 skonczonych
/ fi_fi—l Metoda Monte Carlo
fi h reg' 1 Hydrodynamika
wygtadzonych
f/ fi—I—l_fz'—l Centr 2 czastek
( 2h '
Podstawy
. —2f+f._ modelowania
7;” fH—l th’L f’L - Sym . 2 turbulencji
Literatura
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Rownanie Poissona

Réwnanie Poissona V2¢ = a z warunkiem brzegowym
Dirichleta Vycon@(z) = g(x). Jednowymiarowa wersja

d*¢

Zastepujac druga pochodng przez roznicowy
odpowiednik (symetryczny, drugiego rzedu), mamy

Git1 — 20; + i1
B2
Dalej mozna wyznczyé ¢; jako funkcje zalezna od
sasiednich wartosci

_ Gis1 + i1 — ah?
2

=a (87)

o (88)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Rownanie Poissona — metody rozwigzywania

B Metody bezposrednie (uktady réwnan liniowych) Spis zagadnief
, . . Opis ptynu na
B Metody posrednie (relaksacyjne) (62nych poziomach

skal

¢ iteracja Jacobiego Metoda réznic

skonczonych

n n 9 Metoda elementéw
) ; - skonczonych

1+1 —I_ ¢7,—1 a’h 89 y

( ) Metoda objetosci

2 skonczonych

Pt =
[2

¢ iteracja Gaussa-Seidela

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika

n+1 2 wygtadzonych
¢n—|—1 _ Z—}—l —I_ QS o a’h (90) czastek
v 2 Podstawy
. delowani
& sukcesywna nadrelaksacja w €]1, 2] .

Literatura

n n—+1 2
i1 T ¢ —ah

o =1 —w)é +w ;
(91)
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Pseudokod

Data: Read input variables and BCs

w<+— 1:n« 1;

repeat

R+ 0;

for:«—2toi,,,, —1do

R — max |/ — 67|, R);
o7t = (1 —w)edp +w o™

n<+—n-+1;:

until n < n,,,, and B > R,,;,;
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Przyktad

Réwnanie rézniczkowe Spis zagadnief
Opis ptynu na
réznych poziomach

/! skal
r) = —20x 92
y ( ) ( ) Metoda réznic
skonczonych
z warunkami brzegowymi y(0) = y(1) = 0 ma Metoda dementon

rozwigzanie analityczne

Metoda objetosci
skonczonych

y(ﬂi) — m(aj — 1‘3) (93) Metoda Monte Carlo

3 Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Interpretacja: np. jednowymiarowe réwnanie
] ) o Podstawy .
przewodnictwa z warunkiem Dirichleta na brzegach modelowania
turbulencji
(temperatura).

Literatura
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Rozwigzanie metodag nadrelaksacji

1.5
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Rozwigzanie metodg bezposrednig

Spis zagadnien

Opis ptynu na
/—2 1 \ / Y2 \ (a/hQ — Y1 réinychypoziomach
Y3 CLh2 skal

Metoda rdéznic

]. — 2 1 y4 ah2 skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

1 —9 1 Yn—3 CLh2 Metoda objetosci

skonczonych

-2 1 Yn—2 ah’
\ 1 —2) \yz_l \ah2 — yn) ry;r:dy:mitkac |

wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Rownanie Poissona

Réwnanie Poissona V¢ = a z warunkiem brzegowym opis zagadnier
Opis ptynu na

Dirichleta na lewym brzegu ¢(0) = 0 i Neumanna na Ginyeh poziomach
prawym brzegu %(1) — b. Réznicowy odpowiednik Vetoda réamic

skonczonych

(symetryczny, drugiego rzedu)
Pit1 — 20; + i1

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci

) } (94) skonczonych

2
h Metoda Monte Carlo
| u b 5 Hydrodynamika
. . - wygtadzonych
¢Z — ¢Z+1 _|_ ¢7/—1 a’h (95) CZQStek
2 Podstawy
. modelowapia
Na prawym brzegu nie znamy ¢(1), ale znamy turbulencji
d L Literatura
(1) =0
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Rownanie Poissona

Centralny odpowiednik pierwszej pochodnej na
prawym brzegu

% _ ¢n—|—1 — ¢n—1

= b 96
dx 2h (96)

Pozwala na wyliczenie wartosci ¢,,,1 poza obszarem
Pnt1 = 2hb + Pp1 (97)

Wstawiajac ¢,,1 do

_ ¢n—|—1 + ¢n—1 _ CLh2

6. : (98)
otrzymamy na prawym brzegu
Ohb + 21 — ah?
b, = 2T 2Pnr — (99)

2
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Pseudokod

Data: Read input variables and BCs
w<+— 1:n« 1;

repeat

R« 0;
for:«—2toi,,,, —1do

R «— max (\qb?“ — o7, R);
Gt (1= w)gr +wort

2h+2¢7 " | —ah?

¢n—|—1 /
ima:r; ) 2 !
n<+—n-+1;

until n < Nmax and R > Rmin;
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Przyktad

Réwnanie rézniczkowe Spis zagadnief
Opis ptynu na
réznych poziomach

!/ skal
r) = —20x 100
y ( ) ( ) Metoda réznic
skonczonych
z warunkami brzegowymi y(0) =0 /(1) = 0 ma Metoda elementw
skonczonyc

rozwigzanie analityczne

Metoda objetosci
skonczonych

:E?) Metoda Monte Carlo

y(ilf) = 10 €r— — (101) Hydrodynamika

wygtadzonych
czastek

Podstawy

Interpretacja: np. jednowymiarowe réwnanie modelowania
. ] o turbulencji

przewodnictwa z warunkiem Dirichleta na lewym

brzegu (temperaturg) i Neumanna na prawym

(strumien ciepta).

Literatura
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Rozwigzanie metodag nadrelaksacji

8
Spis zagadnien

6 N Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

> 4| N e

Metoda rdéznic
skonczonych

2 n Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

-]
N\¢
N g
0
K
—Le

X Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Przewodnictwo ciepta

Jednowymiarowe, niestacjonarne réwnanie Spis zagadnief
. s 7 . Opis ptynu na
przewodnictwa (bez wewnetrznych zrédet ciepta) ity (veciried
skal
Metoda réznic
aT 82T O ( 102) skonczonych
— o — Metoda elementéw
at 8332 skonczonych
. , . ] Metoda objetosci
StaCJonarne rownanie prZEWOdn|CtW3 skoficzonych
Metoda Monte Carlo
2 Hydrodynamika
a T _ O (103) willg’fad;/onych
axQ o czastek
Podstawy
. , ;. modelowania
Rézne typy réwnan | dodatkowo mamy warunek turbulenci
poczatkowy T'(x,0) = Ty(z). Dyfuzyjnosé termiczna Literatura

oznaczona jest jako a.
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Dyskretna wersja rownania przewodnictwa

Przyktadowa deskretyzacja - FTCS (Forward Time
Centred Space)

- T - 2T + 1
) ) 7,—|—1
— =0 104
At ° h2 (104)
lub wyznaczajac jawnie 77" w nastepnym kroju
czasowym n + 1 za pomoca obecnego n

At
T — O‘h—Q( n 20T TR,)  (105)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Pseudokod

Data: Read input variables and BCs 2l gl

Opis ptynu na

CZ—;O «— TO’I,; ;ij]ych poziomach
for T <— 1 to Nmax dO Metoda réznic

skonczonych

for ¢ le to Zmax _Al do Metoda elementéw
n-—+ n a At n n n . skonczonych
LCZ—; — 17"+ (¢+1_2Tz’ +Tz’—1)v

h?2 L
Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Przyktad

Réwnanie rozniczkowe

T"(x) =0 (106)
z warunkami brzegowymi y(0) =11 y(1) =2 ma
rozwigzanie analityczne
Tx)=14=x (107)

Opisuje stacjonarng wymiane cieptfa, z warunkami
Dirichleta, do ktérej dazy¢ bedzie proces
niestacjonarny opisany réwnaniem

(108)

z poczatkowym rozktadem temperatur 1j np.
T(x,0) = 0.
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Rozwigzanie stacjonarne i niestacjonarne

1.5

0.5

1.5

0.5

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

0.2

0.4

0.6

0.8

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura

K. Tesch; Metody numeryczne — Il stopiei




Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

MEtOda EIementolw SkOﬁczonyCh Metoda objetosci

skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura

K. Tesch; Metody numeryczne — |l stopien




Metoda residuéw wazonych

Metoda ta stanowi podstawe MES. Np. dla réwnania
rozniczkowego zwyczajnego
y'(z) + 20z =0 (109)

z warunkami brzegowymi y(0) = y(1) = 0 rozwigzanie
ogblne ma postac

10
y(x) = —35133 + Chz + O (110)
a rozwigzanie szczegdlne
10
y(z) = —g(xg — &) (111)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda residuéw wazonych

Metoda poszukuje sie rozwigzanie przyblizonego § w

ogdlne] postaci N
j(z) =) CiNi(z)
i=1

gdzie N; sg funkcjami prébnymi, ktére powinny byc
ciggte i spetnia¢ warunki brzegowe. Nieznane state C;
maja by¢ wyznaczone.

Wstawiajac rozwigzanie przyblizone i do rownania
rozniczkowego otrzymamy residuum R

(112)

R(z) = 9" (x) + 20x #£ 0 (113)

Nieznane wartosci C; (i =1, ..
warunku

. N) wyznaczamy z

/0 W) R(x) dz = 0 (114)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda residuéw wazonych

/01 Wi(2)R(z)dz =0 i=1,....N  (115)

Funkcje wagowe W; moga miel postaci

Metoda kolokacji W;(x) = d(x — x;)
Metoda podobszaréw

Wi(x) = H(x —x;_1) — H(zx — x;)
Metoda Galerkina W;(z) = N;(x)

/01 Ni(z)R(z)dz =0 i=1,...,N (116)

Metoda najmniejszych kwadratéw W;(z) = gg
1 OR
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda residuéw wazonych

Wielomianowe funkcje testowe moga miec postac

N(z)=2"(x — 1)° (118)
Jest ciggta | spetnia warunki brzegowe. Najprostszy
przypadek dla jednej funkcji (r = s = 1)

Ny(x) =x(x —1) (119)

Rozwiazanie przyblizone §(z) = %, C;N;(x), gdzie

N =1, ma postac

§(z) = C1Ni(z) = Cy(2* — ) (120)
Residuum wyliczane jest jako
R(z) =2Cy + 20z # 0 (121)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda residuéw wazonych

Nieznang statg C'; wylicza sie np. metoda Galerkina

1
/ vz —1)(2C) +200)dz =0 (122)
0
Daje to —5(5+ C4) = 0 i pozwala wyznaczy¢
C1 = —5. Rozwiagzanie przyblizone ma zatem postaé
y(xr) = —bx(x — 1) (123)

| moze by¢ poréwnane z rozwigzaniem dokfadnym

10
3

(z° — x) (124)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda residuéw wazonych

Lepsza zgodnos$¢ mozna uzyskac po uwzglednieniu =Pis zagadnien
. . . Opis ptynu na
WI@kSZG_] ||CZby funkC_jI teStowyCh réznych poziomach

skal

1 5 Metoda réznic
: skonczonych

Y Metoda elementéw
N skonczonych

1 Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

O 5 Hydrodynamika
) wygtadzonych
czastek

Podstawy
O modelowania

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 turbulencji

€T Literatura
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Metoda residuéw wazonych

Mozna przyjaé dwie funkcje testowe

Ni(z)=x(x—1), Ny(z)=2*(x—1) (125)
Obie s3 ciggte i spetniajg warunki brzegowe.
Rozwiazanie przyblizone §(z) = %, C;N;(x), gdzie

N = 2, przybiera postac

y(xr) = C1N1(2)+CyNy(x) = Cl(:zzQ—a:)JrC’g(x?’—:z:Q)
(126)
Residuum ma postad

R(x) = 2C +2C5(3x — 1) + 20z # 0 (127)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda residuéw wazonych

State (], C5 wyznacza sie przez catkowanie

1
/ r(x —1)(2C) + 2053z — 1) + 20x)de =0
0
1
/ v (x — 1)(2C, +2C5(3z — 1) + 20z) dz = 0
0

Daje to 1O+201+02:Oi1+%Cl+1%(]2:00raz

pozwala na wyznaczenie C; = (5 = —%. Rozwigzanie
przyblizone ma postac
10 10
i(2) = —Za(e = )(e+1) = ——(z* — ) (128)

| jest rowniez rozwigzaniem doktadnym.
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda residuéw wazonych

B Metoda residuéw wazonych stanowi podstawe
metody elementéw skonczonych

B Metoda korzysta z warunku catkowego
minimalizujacego residuum

B Funkcje testowe s3 ,globalne”. Zwykle jest trudno
dobrac takie funkcje dla bardziej skomplikowanych
obszarow, ktore jednoczesnie beda spetniac
warunki brzegowe. Im wiekszy rozmiar, tym gorzej.
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda elementow skonczonych

Przedziat |z1; x4 1] dzielony jest na N
popdprzedziatéow (elementdw). Z wtasnosci catek
wynika, ze

x 1 N Tj+1
/ o y(r)dr = Z/ ’ y(z) do (129)
1 j=1"%j
Rozwigzanie przyblizone wyrazone jest jako
Je = YiN1(x) + yj11N2(z) = N -y, (130)

gdzie znane, lokalne funkcje testowe (ksztattu) N i
nieznane wartosci wezfowe y,. zapisywane s3 w postaci
wektorowe]

N = (Ny, N,) (131a)
Ye = (U5, Yj+1) (131b)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Funkcje ksztattu

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach

0.5 skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
0 skonczonych

Metoda objetosci

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 skonczonych

Lokalne funkcje ksztattu: Metoda Monte Carlo
Hydrodynamika

wygtadzonych
X — T czastek
J+1
L1 — N1 — x] < X < x]—Fl (1323) Podstawy
Qj]_}_l - ZC] modelowania

turbulencji
T — X, _
L2 p— N2 — J ij < T < xj—|—1 (132b) Literatura
Tj+1 — Tj
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Metoda elementow skonczonych

Dla kazdego elementu mamy warunek Galerkina

""NRdz=0 j=1,....N (133)

Lj

Rozwazajac réwnanie rézniczkowe zwyczajne
y" + 20z = 0 i rozwigzanie przyblizone ., mozliwe
jest wyliczenie residuum

Tjt1 d?y,

N

lej dZIZ2

+20x | de =0 (134)

Druga pochodna musi by¢ zamieniona ze wzgledu na
liniowos¢ funkcji ksztattu.
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda elementow skonczonych

Catkowanie przez czesSci pozwala na obnizenie rzedu
pochodne]
Lj+1

dye
Ny

/$J+1 dIN dg.

Lj+1
d / N20z dz = 0
T Ao T + . Ox dx
(135)
Macierzowa posta¢ warunku Galerkina dla kazdego

elementu ma postac

zi+1 AN AN zj+1 dge |
/ ’ daj-ye:/ : N20z dx+ N Y
z;, dor dx z; T
j=1,...,N (136)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda elementow skonczonych

Tzw. macierz ,sztywnosci” dla kazdego elementu e

definiuje sie jako

dx

zi+1 AN dNN
K=/
dz dzx

Macierz ta jest symetryczna. Tzw. wektor
»przemieszczenia” ma postac

A ij+1
d:z:

Warunek Galerkina ma teraz postac

/ N20z dz + N

Ke'ye:Fe
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(137)

(138)

(139)

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda elementow skonczonych

Macierze ,sztywnosci’ mozna dalej uproscic

zie1 (AN1dN)  dNi dNo 1 I -1
K. — dr dzx dr dz dr =
e dNy dNy  dNo dN, , V=1 1
L j dx dx dx dx Lj+1 = &y

Tak samo z wektorem ,,przemieszczenia”

dge |Fi+1
F /%‘H N120x da + Ni'g, "
e — X & TG+
Lj

Po zaniedbaniu gradientéw (wyjasnione dalej)

Fe — ——(iL‘j — ZUj+1) x; n ij+1
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Metoda elementow skonczonych

Dla przedziatu |0; 1] podzielonego na 3 jednakowe i sagacinier
elementy Opis ptynu na

réznych poziomach

3 _3 skal
Kl — KQ — K3 — _3 3 Metoda réznic

skonczonych

GlObalna maCierZ ,,SZtyWHO§Ci” Metoda elementéw

skonczonych
Metoda objetosci
(Klll K112 O 0 \ skonczonych
K12 K22 € Kll K12 0
1 1 2 2
12 22 11 12 Hydrodynamika
O K2 K2 —|_ K3 K3 wygtadzonych
K O O K12 KQQ) czastek
3 3

Podstawy

daje forbulenci
(3 =3 0 0)

3 6 -3 0
0 -3 6 -3
\0 0 -3 3

Metoda Monte Carlo

Literatura
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Metoda elementow skonczonych

Wektor ,przemieszczenia” dla przedziatu |0; 1] pis zagadniet
. . Opis ptynu na
podzielonego na trzy jednakowe elementy r62nych poziomach
skal
Metoda réznic
% _ dz(O) @ L dy(%) m . dy(%) skonczonych
F — 2 F — 27 da; F = 27 dx Metoda elementdéw
1 @ _I_ dy(g) ’ 2 @ _|_ dy(%) ’ 3 & _I_ dy 1) skonczonych
27 dz 27 dz 27 dz Metoda objetosci
skonczonych
GlObalny WektOI’ ,,przemieszczenia” Metoda Monte Carlo
Hydrodynamika
wygtadzonych
( Fll \ %—g — —d:l(Ji(O)\ czastek
T
2 1 60 Podstaw
F —_ Fl —l_ F2 _ 2_7 modelowi/ania
T F2 + Fl T 120 turbulencji
2 3 27 .
Literatura
K F2 ) 80  dy(1)
3 27 + dx
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Uktad rownan

Globalny uktad réwnan liniowych ma postaé

3.3 0 0N\ (y\ (35

3 6 -3 0| |w| | &
0 -3 6 —3| |y| |
\0 0 =3 3/ \uJ L)

Nie mozna go jeszcze rozwigzywac, bo nalezy ustali¢
warunki brzegowe y; = y4, = 0. Sg dwie typowe
metody.
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Warunki brzegowe

Pozostawiajac wyfacznie rownania zwigzane z Spis zagadnief
. . . Opis ptynu na
n|eW|adomym| y21 yg dla yl — y4 — 0, mamy réznych poziomach
skal

Metoda rdéznic

( . . \ ( . \ (@\ skoficzonych

6 _3 . y2 Metoda elementéw

skonczonych

— 120
—_ 3 6 ) yg o Metoda objetosci

\: ) ) \2.7 ) skoftezonyeh

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika

lub proscie] watadzonyc
60 Podstawy
_ oy modelowania
6 3 . y2 — 12270 turbulencji
o 3 6 y?’ 2—7 Literatura

Uktad mozna teraz rozwigzaé ze wzgledu na s, ys.

K. Tesch; Metody numeryczne — Il stopiei




Warunki brzegowe

Druga metoda nie zmienia uktadu macierzy.
Modyfikuje wybrane elementy, mnozac je przez

,duza" liczbe. Te wybrane elementy znajduja sie na
diagonali macierzy ,sztywnosci’ 1 odpowiadajagcym im
pozycjom w wektorze ,sztywnosci', o ile nie s3 zerowe

/3-107 =3 0 0 n 0
3 6 -3 0 \.(y)(g(;\
0 -3 6 -3 120

Lo 0 -3 3a0) W) \T)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Pseudokod

Data: Read N elements, nodes and BCs
Create global matrix K and vectors F, y;
fore <— 1 to N do

K, — [, &9 dg;

F. — /. N20z dz;

Add K, to K;

Add F. to F;

Apply BCs;
Solve linear system K-y = F;
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Rozwigzanie

1.5 Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach

skal
1 Metoda réznic
skonczonych
)
Metoda elementéw
O 5 skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 Hydrodynamika

wygtadzonych
xr czastek

6 elementow, 7 weztdw Podstawy

modelowania
turbulencji

Literatura
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Interpolacja liniowa i kwadratowa

Rozwazajac réwnanie linii prostej . = a + bx dla
dwéch punktéw (z;, ;) i (41, Yj+1), otrzymujemy
nastepujacy uktad réwnan

yi \ = (L ommo) (@ 140
Yi+1 L @ b (140)
Mozna go rozwigzac ze wzgledu na a1 b
~1
a R Y;
- : 141
b 1 x4 Yj+1 (141)

Majac na uwadze, ze . = N - y,, gdzie N = (N, Ny)
| Ve = (Yj,Yj+1) 1 uwzgledniajac rozwiazanie na a i b,
mamy

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura

Liy1 — L L — Ty

?)e — CL“|—bZE — y]+ .yj_|_1 — lej+N2yj+1

Li+1 =45 L1 T
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Interpolacja liniowa i kwadratowa

Definiujac liniowe funkcje ksztattu L, i Lo

Spis zagadnien

xr +1 — xr Opis ptynu na
L1 — N1 — J (1423) réznych poziomach
X +1 — €T skal
].CC T g Metoda réznic
T ) skohczonych
Lo = Ny = / (142b) ,
CUj+1 _ 'CC] I\ﬁet,oda elehmentow
skonczonyc
. . , , , Metoda objetosci
mozna podobnie sformutowac uktad réwnan dla skoriczonych
interpolacji kwadratowej 9. = a + bx + cx? dla petod Monte Cal
/ . ydrodynamika
punktow (25, y;), (11, ¥;51) (%541, Yj41) wgladzonych
Podstawy
1 2 modelowania
y] 'CU,] x] a turbulencji
2 :
y]—k% — 1 xj_|_% x]+% . b (]_4.3) Literatura
. ) 2
Yj+1 1 241 T3 C
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Interpolacja liniowa i kwadratowa

1
L1 L2
Kwadratowe
0.5 :
funkcje
ksztattu S3
0 wyrazane przez

liniowe funkcje

1 ' ' : ksztattu
N1 N2 NS
Ny =Ly (2L — 1)
0.5
Ny = 4111,
N3 =Ly (2Ly — 1)
0

K. Tesch; Metody numeryczne — Il stopiei

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Interpolacja kwadratowa

Macierz ,sztywnosci’ dla kazdego elementu e jest . »
pis zagadnien
obliczana jako Opis plynu na

réznych poziomach
skal

7 _8 1 Metoda rdznic
Lj+1 dN dN 1 skonczonych
K, =
X

dor = —8 16 —8 )
g dedr 3@ —z) \ 1 _g 7 oo

Metoda objetosci
skonczonych

Wektor ,przemieszczenia” ma postac Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych

X j czastek
zj+1 10 J a
F, = / N20xz dx = ?(xj_Fl —x;) | 2(x; + xj11) Podstawy

modelowania
turbulencji

Tj+1
Warunek Galerkina dla kazdego elementu jest
identyczny jak poprzednio

K. y.=F, (145)

Literatura
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Pseudokod

Spis zagadnien

Data: Read NN linear elements, n nodes and BCs

Opis ptynu na

I I ¢ Tjt+Tj+1 réznych poziomach
Insert midpoints Tj 1« . : e
ne—2n—1; e
Create global matrix K and vectors F, y; Metoda clementéw
fore «— 1 to N do hofcronyeh
Metoda objetosci
:[{6 «— fe ((ii—N(ij_—N daj skonczonych
r dx '
Fe «— fe NQOI dx, Metoda Monte Carlo
Hydrod ik
Add Ke tO K, WZg’::ch:l:xha
czastek
B Add Fe tO F, Podstawy
modelowania
Apply BCS, turbulencji
Solve linear system K -y = F; Literatura
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Interpolacja liniowa i kwadratowa

1.5 1.5 Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
0.5 0.5 skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 Metoda objetosci

T T skonczonych

0 elementow, 7 weztow 3 elementy, 7 weztéw Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci skonczonych

skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Metoda

Brane s3 pod uwage postaci catkowe rownan, a nie =Pis zagadnien
PR . . . . Opis ptynu na
rézniczkowe. MOS jest bardziej elastyczna w sensie réanych poziomach
e . .. skal
dyskretyzacji przestrzennej niz MRS. et e
Postac rézniczkowa ogdélnego rownania transportu skonczonych
Metoda elementéw
a( ¢) skonczonych
IO Metoda objetosci
7 _|_ v * (p¢11) — V * (FVQb) _|_ S¢ (146) skzﬁ?:zznc;cjh
Metoda Monte Carlo
s s . / Hydrod ik
Aby otrzymaé postaé catkowa, nalezy skorzystaé z Wiggizygfyrzha
. . . czaste
twierdzenia Gaussa. Dla przypadku ptaskiego ma ono Padt
odstawy
~ delowani
postac odelovar
// V W dQ — n W - dL (147) Literatura
Qi o0

gdzie dQ2 = dordy i dL =ndL =2dy — 7dx.
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Postac¢ catkowa

Catkowanie po ,o0bjetosci skonczonej” €2; i | .
: . . . Spis zagadnien
wykorzystanie twierdzenia Gaussa, daje Opis plynu na

réznych poziomach
skal

d
@ a0 j{ AL = ]f 'V - dL / / 5, d0 [
dt /Q po it o0 pou o0 ? " 0,

Metoda elementéw
skonczonych

Dalej, w celu uproszczenia, zaktadamy niescisliwos¢ Metoda objetokc
skonczonyc
p — ConSt Metoda Monte Carlo

Plerwsza i ostatnia catka sugeruja nastepujaca Hydrodynamika
— wygtadzonych

definicje Sredniej ¢; wartosci ¢ na (), crastek

Podstawy
modelowania

N 1 turbulencji
;= — d( 148 :
6= 1o /] ¢ (148)

Literatura

Wartos¢ srednia ¢; jest zwykle zdefiniowana w srodku
objetosci skonczonej €2,.
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Dyskretyzacja przestrzeni

Nastepnym krokiem jest dyskretyzacja przestrzenna =Pis zagadnien
. . . . . s - Opis ptynu na
catki krzywoliniowej na brzegu 0€2; objetosci ;. rGznych poziomach
. . ., . ;. skal
Catka ta reprezentuje catkowity strumien z objetosci Vetoda roame
(); 1 jest zastepowana suma skonczonyeh
Metoda elementéw
skonczonych
. ~ . Metoda objetosci
) wedbm ) wi - ALy (149) e
' k Metoda Monte Carlo
) .. Hydrodynamika
Brzeg 0€); sktada sie z linii numerowanych za pomoca wygladzonych
. . . . . . czaste
k. Sa co najmniej 3 linie. Za wektor w podstawiamy Podstany
ou lub I'V¢@. Zwykle w nie jest state wzdtuz linii | o
musi by¢ aproksymowane za pomocg statej] wartosci Literatura

w. w srodku kazdej linii.
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Dyskretyzacja czasu

Jedna z naJpro-stszych mozliwosci jest aproksymacja Soie sagacinien
progresywna pierwszego rzedu Opis plynu na
réznych poziomach
_ Tna-1 _ skal
n n
do; ¢ — ¢
dt At

Metoda rdéznic

(150) skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Krok czasowy oznaczany jest jako At. Metoda objstosci
. . . skonczonych
Ostatecznie mamy nastepujaca wersje dyskretng e o o

réwnania tra nSpOI’tU Hydrodynamika

wygtadzonych
czastek

Podstawy

¢ ‘Q ’ +pz ¢u ALk — modelowania

turbulencji

¢n—|—1
PAt

Literatura

3 (rwﬁ)k ALy + S, (151)
k
€2;| oznacza powierzchnie objetosci kontrolnej €2;.
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Przypadek jednowymiarowy

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Zo

Ax;_q Az
i—1 i+

Ti—1 x; Tit+1

lei
AmN
—I | 1
TN41
T ) r3 = TN
lel Z&mAf
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Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Jednowymiarowa dyfuzja

Jednowymiarowa i stacjonarna dyfuzja ¢ opisana jest
uproszczonym ogolnym réwnaniem transportu
(réwnaniem konwekcji-dyfuzji)

pY
P00 Y (pu) =V (V) +5,  (152)
Jezeli wspdtczynnik dyfuzji I jest staty, to powyzsze

rownanie upraszcza sie do

V - (Fng) + 54 = (153)
lub doktadniej do
pdo
() sso s
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Jednowymiarowa dyfuzja

Postac¢ catkowa jednowymiarowego réwnania dyfuzji Spis zagadnien
Opis ptynu na
réznych poziomach

L, 1 d d¢ . 1 skal
t+ 1+
/ 2 F_ dx -+ / 2 S¢ daj p— O (155) Metoda réznic
5’3@_1 dx dx aji_l skonczonych
2 2 Metoda elementéw
skonczonych
Nie ma potrzeby wykorzystywanie twierdzenia Gaussa, Metoda objetokci
skonczonych

gdyz pierwszg catke mozna catkowac bezposrednio

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika

d¢ d¢ _ wygtadzonych
-2} —(r=2) +8,Az;=0 (156)  <aste
d:I? 1 dx .1 Podstawy
1+ 2 [ modelowania
turbulencji

Literatura

gdzie Az; = Tigl =T 1.
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Jednowymiarowa dyfuzja - warunek Dirichleta

Wartos¢ srednia S, w Srodku objetosci skonczone; Spis ZEEEArE
y 4 % Opis ptynu
moze by¢ aproksymowana metoda trapezéw za réanych poziomach

skal

pomoca znanych wartosci S, na brzegu objetosci

Metoda réznic
skonczonych

S .1+ S .1 Metoda elementéw
O ) T35 skoficzonyc
Sp= 2 (157) ==t

2 Metoda objetosci
skonczonych

Rozwazmy rownanie rozniczkowe zwyczajne Metoda Monte Carlo
Hydrodynamika
wygtadzonych

y//(CIZ’) —+ 203;’ p— O (158) czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

z warunkami brzegowymi Dirichleta y(0) = y(1) = 0.
Rozwigzanie szczegolne ma postac

Literatura
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Jednowymiarowa dyfuzja - warunek Dirichleta

Czyli wsp. dyfuzji I' = 1 i wyraz zrédtowy S, = 20z.
Wersja dyskretna jednowymiarowego réwnania dyfuzji
ma postac

d¢i+% B dgbi_%
dzx dzx

Pochodne (strumienie) na brzegach aproksymowane
sg za pomoca schematu drugiego rzedu (centralnego)

d9irs Pi1 — ¢
do Lit1 — Ly

doiot ¢ — ¢i

dx X; — Tiji—1

(161a)

(161b)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Jednowymiarowa dyfuzja - warunek Dirichleta

Réwnanie dyskretne ma nastepujacy postac

qbi—l—l _ ¢z o ¢z o ¢i—1

Spis zagadnien

Opis ptynu na

_|_ gqm A'/I;’L — O (]_62) réznych poziomach

Tit1 —Ti  Ti — Ti—1 =l
Metoda réznic
Mozna z niego wyznaczy¢ ¢; w funkcji wartosci shorezr e
. . Metoda elementéw
SQS|ed NnicC h skonczonych
Metoda objetosci
O skonczonych
ATi1Gi—1 + AT 1Qi1 + SpiAxi 1Az Az,
¢’i — Metoda Monte Carlo
A:Ei_l —|_ sz_|_1 Hydrodynamika
wygtadzonych
] ] czastek
gdzie Az, = x; — 21 | Aﬂ?qzﬂ — Tj+1 — Ly- Podstawy
. . delowani
Dla Az; 1 = Ax; 1 = Ax; = h (siatka jednorodna) el
Ot rzym UJ emy Literatura
Q 2
Gi—1 + Pir1 + Spih
Pi = ; (163)
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Pseudokod

Data: Read volumes data and BCs Spis zagadnie
. Opis ptynu na
Create nodes and ghost nodes; r(I,?Tychypoziomch
n <+« 1; 4
t Metoda rdéznic
I’epea skonczonych
. Metoda elementéw
R H O' skonczonych
fOI’ Z — 2 tO imax — 1 dO Metoda objetosci
n+1 skonczonych
Gt —
v — Metoda Monte Carlo
, n , n . . . .
Amz—i—l Qsi_l+sz—1¢i+1+s¢zsz—lez+l Ax; . Hydrodynamika
Aajl‘_l—FAl‘fH_l ' wygtadzonych
czastek
R < Inax (‘¢?+1 o ¢?‘7 R)’ Podstawy
IR modelowania
Update ghost nodes; turbulencji
n<«—n _|_ 1 Literatura

until n <n,,,,, and R > R,,....
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Wyniki

1.5

Spis zagadnien

Opis ptynu na
1 réznych poziomach
skal

o Metoda réznic
skonczonych
0.5

Metoda elementéw
skonczonych

PA ' PA . PA . ‘ Metoda objetosci
0 skonczonych

0.2 0.5 0.72 0.92

Metoda Monte Carlo

1.5 Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
1 modelowania
turbulencji

Literatura

0.5

} @ } @ } @
0.13 0.38 0.63 0.88
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Jednowymiarowa dyfuzja - warunek
Neumanna

Rozwazmy to samo réwnanie rdézniczkowe zwyczajne Spis zagadnien
Opis ptynu na
réznych poziomach

y//(x) —"_ 20:13 — O (164) Is\l/l(zltoda réznic
skonczonych

z warunkiem Dirichleta y(0) = 0 i Neumanna Metoda elementow
/ . . , , skonczonych
y'(1) = 0. Rozwigzanie szczegblne ma postaé

Metoda objetosci
skonczonych

2 Metoda Monte Carlo
i

y(aj) — —103;‘ ? S 1 (165) Hydrodynamika

wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Wyniki

Spis zagadnien
6 P g

Opis ptynu na
réznych poziomach
4 skal

Metoda réznic
skonczonych

2 Metoda elementéw
skonczonych

@ } ® i ® —@ Metoda objetosci

O nczon
0.2 05 0.72 0.92 skoriczonych
xr Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
6 wygtadzonych
czastek

Podstawy
4 modelowania
2 turbulencji

Literatura

. S e e
0.13 0.38 0.63 0.88
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

MetOda Monte Carlo Metoda objetosci

skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Catkowanie metoda Monte Carlo

1 l s Spis zagadnien
_ B .. _. o ' , Opis ptynu na
=\ PR réznych poziomach

WL e e S Metoda réznic
0.6 0.6 - .- . PR i oL skonczonych

> > ST . c e - Metoda elementéw
0.4 0.4 : skoficzonych

Metoda objetosci
skonczonych

0.2 0210 «
Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 wygtadzonych
czastek

T Podstawy
f(:lj) = T modelowania

turbulencji

Literatura
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Catkowanie metoda Monte Carlo

Najprostsze catkowanie metodg Monte Carlo Spis zagadnier
' ' | 2 Opis ptynu
wykorzystuje zliczanie punktéw generowanych na réinyeh poziomach

skal

podstawie ciggtego rozktadu jednostajnego (U, U)

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw

1 1
d ~ — F Z/{, Z/{ 166 skonczonych
R ——

Metoda Monte Carlo

gdzie

Hydrodynamika
. wygtadzonych
jezelif(x) > vy il
F(ZC, y) — 7 (167) Podstawy

07 poza tym modelowania

turbulencji

Literatura
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Jednowymiarowe btadzenie losowe

1 Spis zagadnien

Opis ptynu na
0 8 réznych poziomach
’ skal

O 6 Metoda réznic
: skonczonych

Metoda elementéw
0 4 skonczonych

Metoda objetosci
O .2 skonczonych

Metoda Monte Carlo

0 20 40 60 K0 100 Hydrodynamika

wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Rownanie Poissona

Réwnanie Poissona z warunkiem brzegowym Dirichleta

Vi(x) = —f(x); Vx€Q
o(x) = g(x); Vx €90

Rozwigzanie tego rownania mozna przedstawiC jako
wartosC oczekiwang btadzenia losowego

(168a)
(168b)

6(x) =B |g(W)+ 4 [ fvyar|  (169)

gdzie 7 jest czasem koncowym bfadzenia losowego

T =inf {t : W, € 002} (170)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Rownanie Poissona

Jezeli warunek Dirichleta g(x) = 0, to Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

b(x) = 1E [ /0 " W) dt] (171)  vewoss o

skonczonych

Metoda elementéw

Mozna réwniez estymowacd skoriczonych

Metoda objetosci
skonczonych

‘1 a h Metoda Monte Carlo
/0 t dt Z fZ At — Z f?, (h) (172) Hydrodynamika
wygtadzonych

czastek

Podstawy

Rozwazmy réwnania y”(z) = —20x z warunkiem Podstawy
DII’ICh|eta y(O) ( ) — 0 (J ¢ = v, f( ) — 20',1;, turbulencji

Literatura
g(x) = 0).
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Pseudokod

Data: Read input variables

for: — 1 toi,,,, do

if not boundary(x;) then

S «— 0;

for £k — 1tondo

I — 0;

o — 1,

while not boundary(zx,) do
L(W@+%ﬂmﬂ)+ﬂh

I — T+20f(x,);
S — S+ 1

K. Tesch; Metody numeryczne — |l stopien

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Wyniki — rownanie Poissona

n = 10 Spis zagadnien
Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

1 5 Metoda réznic
) skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

05 Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
0 modelowania

O 02 04 06 08 1 turbulencji

X Literatura
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Wyniki — rownanie Poissona

n = 100 Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

1 5 Metoda réznic
) skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

05 Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
0 modelowania

O 02 04 06 08 1 turbulencji

X Literatura
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Wyniki — rownanie Poissona

n = 1000 Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

1 5 Metoda réznic
) skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

05 Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
0 modelowania

O 02 04 06 08 1 turbulencji

X Literatura
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw

Hydrodynamika wygtadzonych e —
czastek

skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika

wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Cechy

Hydrodynamika wygtadzonych czastek (SPH):

metoda wykorzystuje podejscie Lagrange'a do
opisu ruchu ptynu

czastkom, ktére poruszaja sie z ptynem, przypisane
sg takie parametry jak masa czy predkosc
wielkosci opisujace stan ptynu, w ktorym znajduje
sie czastka, obliczane s3 za pomoca srednich
wielkosci liczonych z sasiednich czastek
(wygtadzanie jako $rednia z s3siadéw)

metode SPH klasyfikuje sie jako metode
bezsiatkowa

wykorzystuje sie catkowa reprezentacje funkgji

K. Tesch; Metody numeryczne — Il stopiei

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Catkowa reprezentacja funkcji

Podstawg metody SPH jest catkowa reprezentacja Rl
funkcji f, gdzie 9 jest delta Diraca %szE:my:gz?jmach

Metoda rdéznic

f(X) _ /f(X/) 5(X . X/) dV/ (173) skoficzonych
Q

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
2 skonczonych

Metoda Monte Carlo

6 W 0.3 Hydrodynamika
ﬂ " _ 0'2 wygtadzonych
h=o01 czastek
N 4 Podstawy
~— modelowania
‘_(5 A turbulencji
,lQ 2 \ Literatura
) \

-3 -2 -1 0 1 2 3

K. Tesch; Metody numeryczne — Il stopiei




Jadro aproksymac;ji

Zamiast delty Diraca opis zagadnief
Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

f) = [ S Sx—x)aV' (174)

skonczonych
Q

Metoda elementéw
skonczonych

stosuje sie tzw. jadro aproksymacji W, ktére
nazywane jest rowniez jadrem wygtadzania

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika

f(X) ~ /f(X/) W(X — X/, h) dvl (]_75) wygtadzonych
Q

czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

gdzie h nazywane jest dtugoscig wygtadzania.

Literatura
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Jadro aproksymacji — wtasnosci

B Warunek normalizacji opis zagadnief
Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

/W(x X, RV =1 (176)

Metoda elementéw
skonczonych

B Dazenie do delty Diraca Metoda objetosci

skonczonych

Metoda Monte Carlo

hm W(X — }(/7 h) = 5(X — X/) (177) Hydrodynamika
h—0 wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania

. Waru nek Symetr” turbulencji

Literatura

W(x-—x',h)=W(E —x,h) (178)
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Jadro aproksymacji — wtasnosci

B Warunek kompaktowosci =Pis zagadnien
Opis ptynu na
réznych poziomach

Viix— W(x—-x',h)=0 179 .
HX X/||>kh ( ’ ) ( ) Metoda rdéznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

B \Warunek dodatniosci

Metoda objetosci
skonczonych

W(X — X/, h) > O (180) Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy

L . . fstawy
B \Warunek zanikania wptywu jadra aproksymacji W modelowania
wraz ze wzrostem h

B Warunek gtadkosci (ciagtos$¢ i rézniczkowalno$é
W)

Literatura
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Jadro aproksymac;ji

Istnieje wiele postaci IV. Dla uproszczenia zapisu opis zagadnief
. . . . . . . Opis ptynu na
przyjmuje sie jego nastepujace podstawienia ré2mych poziomach
skal
HX X/ H w(,r) I\ﬁet,oda réi}?ic
/ _ — o skonczonyc
W(X — X, h) T W h T W(T) o hD Metoda elementéw
skonczonych
( ]. 8 ]. ) Metoda objetosci
. . , , skonczonych
gdmeI przez 1 oznacza sig wzgled n3 odlegtosc et 1 Momte Car
(odniesiona do dtugosci wygtadzania h). Z tego i rodynamile
. . . . wygtadzonych
wzgledu jadro W dekomponuje sie na jadro w czastek
odniesione do h”. W ten sposéb w ma te same Podstawy
wiasnosci co W, ale jest bezwymiarowe 1 prostsze w turbulencji

Literatura

zapisie.
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Jadro aproksymacji Gaussa

Jadro aproksymacji Gaussa, ktére dane jest wzorem

w(r)=ce™™, rel0;o00]

(182)
Wartos¢ wspodtczynnika normalizacji o, w zaleznosci
od wymiaru przestrzeni [, wynosi

o=mn D7 (183)

Jadro Gaussa spefnia warunek unormowania, symetrii i
dodatniosci i warunek zanikania wptywu jadra
aproksymacji wraz ze wzrostem h. Jadro Gaussa jest
réwniez gtadkie (ciggte wraz z pochodnymi). Warunek
kompaktowosci nie jest spetniony. Dazy do delty
Diraca wraz z h — 0.
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Jadro aproksymacji Gaussa

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura
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Aproksymacja funkcji

Aproksymacja funkcji bierze sie z catkowe;
reprezentacji funkgji

f(x) ~ /f(x’) Wi(x—x',h)dV’ (184)

przy dyskretyzacji catki za pomoca skonczonej sumy

Fl) = Y0 F0) Wik —x, WAV (185)
J
Elementarna objetos¢ A|V;| = % wiec
m;
f(x) =~ ij(xj)W(X—Xj,h) (186)
i Py
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Aproksymacja funkcji

Funkcje f(x;) zwigzana jest z czastkami j wewnatrz Spis zagadnief
. ‘e . Opis ptynu na
jadra aproksymacji V. Aproksymacja r62nych poziomach
skal
M. Met,oda réznic
f(X) e Z —]f(Xj) W(X — Xj? h) (187) skonczonych
. /O . Metoda elementéw
J J skonczonych
. . ] . . . Metoda objetosci
jest wiec aproksymacjg dyskretng ciggtej funkcji f w skoficzonych
dowolnym punkcie x, ktdry nalezy do obszaru €2. Jezeli ~ -=etore e
7 7 . . , ) ydrodynamika
wartos$¢ funkcji f wyliczana ma by¢ w punkcie x;, to wygtadzonych
czastek
Podstawy
m; m.; .
~ J o J modelowania
f(XZ) ~ Z f(X]) W(Xz o Xj’ h) T Z f(X]) WZ turbulencji
j p] ] p] Literatura

(188)
gdzie zapis W;; oznacza W (x; — x,, h).
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Aproksymacja funkcji
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Aproksymacja gradientu

Gradient funkcji f wzgledem wspétrzednych x i i
otrzymuje sie z catkowe] reprezentacji funkgji Simyeh posiomach
skal

Metoda rdéznic

Vi)~ [ f)VW(x—x h)dV’  (189) e
Q

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Dyskretyzujac catke, mamy gradient w punkcie x;

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika

Vf(XZ) ~ Z %f(xj) V’LWZ] (190) wygtadzonych

czastek

J J Podstawy
modelowania
turbulencji

Rézniczkowanie przestrzenne przeprowadzane jest na
znanej postaci jadra aproksymacji W.

Literatura
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Aproksymacja dywergencji

Aproksymacja dywergencji wielkosci wektorowej f Spis zagadnien
. p . Opis ptynu na
przebiega w podobny sposéb do aproksymacji r62nych poziomach
. . . . . skal
gradientu. Poniewaz operator dywergencji wyliczany etods ramme
jest wzgledem wspétrzednych x skoriczonych
Metoda elementéw
skonczonych
/f VW X e X h) dv, (191) Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika

Najprostszg aproksymacje dywergencji otrzymuje sie, wygtagzonych
dyskretyzujac powyzsza catke Podstawy
turbulencji
m .
V . f(XZ) ~ Z —jf(XJ) . V’LWZJ (]_92) Literatura
- Pj
J
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Aproksymacja laplasjanu

Aproksymacja laplasjanu skalara moze by¢
przedstawiono analogicznym wzorem, jak w przypadku
gradientu

V2 f( / FX) VW (x — %', h)dV! (193)

Najprostsza aproksymacje laplasjanu otrzymuje sie,
dyskretyzujac powyzszg catke

Vf(x) ~ S f(x) VEW,  (194)

j,Oj
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Aproksymacja réownania zachowania masy

Réwnanie zachowania masy

dp
— = —pV - 195
o = PVu (195)
aproksymuje sie wykorzystujac aproksymacje
dywergencji predkosci
dpy :—,O'Z%u'-V-W-- (196)
d+ 1 ; ,Oj 7 1 VYV
W wiekszosci przypadkow wykorzystuje sie
aproksymacje funkcji, przyjmujac f = p. Zatem
(197)

Pi = Z m; Wi
J
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Aproksymacja rownania zachowania pedu

Réwnanie zachowania pedu w najogdlniejszej postaci, =Pis zagadnien
. . . . . Opis ptynu na
z uwzglednieniem sit masowych od grawitacji g, r6inych poziomach

. . . . skal
zapisuje sie jako

Metoda réznic
skonczonych

du 1 Metoda elementéw
S — g + _v - O (198) skonczonych

dt p Metoda objetosci
skonczonych

Aproksymacje tego réwnania w metodzie SPH mozna itk (Moni Carls
Hydrodynamika

przedstawi¢, wykorzystujac aproksymacje dywergencji wygadzonych

czastek
du modelonania
E = g, 4+ — Z 0' v WZ] (199) turbulencji
p p] Literatura
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Réwnanie ruchu (Naviera—Stokesa)

Przy aproksymacja rownanie Naviera—Stokesa w
metodzie SPH wyodrebnienia sie poszczegdlne rodzaje
sit: sity od gradientu cisnienia f,; 1 sity zwigzane z
lepkoscig f,,;. Réwnanie ruchu ma wtedy nastepujaca
postac

(200)

Przyjmujac nastepujacy zapis na poszczegélne rodzaje
sif wraz z przyspieszeniem ziemskim g w postaci
f; = g; + 1, +1,;, mozna rownanie ruchu przedstawic
w postaci, ktéra wystepuje w innych metodach
lagranzowskich
dui
dt

~f, (201)
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Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Rownanie stanu

Wyznaczenia ciSnienia w metodzie SPH polega na >Pis zagadnien
. , . ’ Opis ptynu na
wykorzystaniu sztucznego rownania stanu, w ktérym ré2mych poziomach
. s . . . . P . ;. skal
ciSnienie powigzane jest w sposdb jawny z gestoscia. Metoda rénic
Jedna z mozliwych postaci takiego rownania moze skonczonych
. , Metoda elementéw
miecC pOStaC skonczonych
Metoda objetosci
Y skonczonych
p — pO —|— B ﬁ _ 1 (202) Metoda Monte Carlo
Hydrodynamika
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W takim przypadku méwi sie o ptynie stabo scisliwym. Podstawy
. . . . modelowania
Wyktadnik ~ przyjmowany jest zwykle jako v ~ 7, a turbulenci
przez py oznaczono tu gestos¢ odniesienia ptynu. Literatura

Czesto ze wzgledu na prostote przyjmuje sie pg = 0.
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SPH — przyktady

fps=36.1; fpsl=12.3; ud=5.4; Co=0.0676

K. Tesch; Metody numeryczne — |l stopien

Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Metoda objetosci
skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

Literatura




Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw

Podstawy modelowania

Metoda objetosci
(X) skonczonych

turbulencj

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy

modelowania
turbulencji

Literatura

K. Tesch; Metody numeryczne — |l stopien




Spis zagadnien

Opis ptynu na
réznych poziomach
skal

Metoda réznic
skonczonych

Metoda elementéw
skonczonych

Lite ratu ra Metoda objetosci

skonczonych

Metoda Monte Carlo

Hydrodynamika
wygtadzonych
czastek

Podstawy
modelowania
turbulencji

K. Tesch; Metody numeryczne — |l stopien




Literatura

[1] Ferziger J.H., Peri¢ M., Computational Methods for Fluid —~ * =5

Opis ptynu na

Dynamics, Springer-Verlag, Berlin, 2002 réznych poziomach
skal
[2] Groot R. D., Warren P. B., Dissipative particle dynamics: Vetoda réamic
Bridging the gap between atomistic and mesoscopic skoriczonych
simulation, The Journal of Chemical Physics, 107, pp Metoda elementow

skonczonych

4423-4435, 1997

Metoda objetosci

[3] Monaghan J. J., Smoothed Particle Hydrodynamics, Sheiiczonyer
Annual Review of Astronomy and Astrophysics, 30, pp Metoda Monte Carlo
543-574, 1992 V'zggjzy;:yrzihka

[4] Pope S. B., Turbulent Flows, Cambridge University Press, :jj::w
Cambridge, 2000 E?SS:ZYE?D

5] Tesch K., Mechanika Ptynéw, Wyd. PG, 2008
6] Tesch K., Numeryczna Mechanika Ptynéw, Wyd. PG, 2021

| Zienkiewicz O. C., Taylor R. L., The Finite Element
Method, Butterworth-Heinemann, Oxford, 2000

Literatura

K. Tesch; Metody numeryczne — Il stopiei




	Spis zagadnień
	Opis płynu na różnych poziomach skal
	Skale
	Opis mikroskopowy
	Opis mikroskopowy
	Opis mikroskopowy
	Dynamika molekularna – pseudokod
	Dynamika molekularna – przykłady
	Opis mezoskopowy – DPD
	Opis mezoskopowy – DPD
	Opis mezoskopowy – DPD
	Opis mezoskopowy – DPD
	Opis mezoskopowy – DPD
	Opis mezoskopowy – kin. teoria gazów
	Opis mezoskopowy – kin. teoria gazów
	Opis mezoskopowy – kin. teoria gazów
	Opis makroskopowy – równania zachowania
	Opis makroskopowy – równania energii
	Opis makroskopowy – ogólne równanie transportu
	Opis makroskopowy – zasady termodynamiki
	Opis makroskopowy – równania konstytutywne
	Opis makroskopowy – mechaniczne równania konstytutywne
	Uogólnione płyny newtonowskie
	Opis makroskopowy – równania stanu
	Opis makroskopowy – strumienie
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – zastosowania
	Opis makroskopowy – równania bezwymiarowe
	Opis makroskopowy – liczby podobieństwa
	Opis makroskopowy – warunki zgodności
	Opis makroskopowy – warunki brzegowe 1
	Opis makroskopowy – warunki brzegowe 2
	Klasyfikacja
	RRC drugiego rzędu semiliniowe
	Ważne równania eliptyczne
	Ważne równania paraboliczne
	Ważne równania hiperboliczne
	Ważne równania mieszane
	Ważne równania mieszane

	Metoda różnic skończonych
	Metoda
	Wzór Taylora
	Wzór Taylora
	Wzór Taylora
	Różnicowe odpowiedniki pochodnych
	Różnicowe odpowiedniki pochodnych
	Różnicowe odpowiedniki pochodnych
	Różnicowe odpowiedniki pochodnych
	Różnicowe odpowiedniki pochodnych
	Różnicowe odpowiedniki pochodnych
	Równanie Poissona
	Równanie Poissona – metody rozwiązywania
	Pseudokod
	Przykład
	Rozwiązanie metodą nadrelaksacji
	Rozwiązanie metodą bezpośrednią
	Równanie Poissona
	Równanie Poissona
	Pseudokod
	Przykład
	Rozwiązanie metodą nadrelaksacji
	Przewodnictwo ciepła
	Dyskretna wersja równania przewodnictwa
	Pseudokod
	Przykład
	Rozwiązanie stacjonarne i niestacjonarne

	Metoda elementów skończonych
	Metoda residuów ważonych
	Metoda residuów ważonych
	Metoda residuów ważonych
	Metoda residuów ważonych
	Metoda residuów ważonych
	Metoda residuów ważonych
	Metoda residuów ważonych
	Metoda residuów ważonych
	Metoda residuów ważonych
	Metoda elementów skończonych
	Funkcje kształtu
	Metoda elementów skończonych
	Metoda elementów skończonych
	Metoda elementów skończonych
	Metoda elementów skończonych
	Metoda elementów skończonych
	Metoda elementów skończonych
	Układ równań
	Warunki brzegowe
	Warunki brzegowe
	Pseudokod
	Rozwiązanie
	Interpolacja liniowa i kwadratowa
	Interpolacja liniowa i kwadratowa
	Interpolacja liniowa i kwadratowa
	Interpolacja kwadratowa
	Pseudokod
	Interpolacja liniowa i kwadratowa

	Metoda objętości skończonych
	Metoda
	Postać całkowa
	Dyskretyzacja przestrzeni
	Dyskretyzacja czasu
	Przypadek jednowymiarowy
	Jednowymiarowa dyfuzja
	Jednowymiarowa dyfuzja
	Jednowymiarowa dyfuzja - warunek Dirichleta
	Jednowymiarowa dyfuzja - warunek Dirichleta
	Jednowymiarowa dyfuzja - warunek Dirichleta
	Pseudokod
	Wyniki
	Jednowymiarowa dyfuzja - warunek Neumanna
	Wyniki

	Metoda Monte Carlo
	Całkowanie metodą Monte Carlo
	Całkowanie metodą Monte Carlo
	Jednowymiarowe błądzenie losowe
	Równanie Poissona
	Równanie Poissona
	Pseudokod
	Wyniki – równanie Poissona
	Wyniki – równanie Poissona
	Wyniki – równanie Poissona

	Hydrodynamika wygładzonych cząstek
	Cechy
	Całkowa reprezentacja funkcji
	Jądro aproksymacji
	Jądro aproksymacji – własności
	Jądro aproksymacji – własności
	Jądro aproksymacji
	Jądro aproksymacji Gaussa
	Jądro aproksymacji Gaussa
	Aproksymacja funkcji
	Aproksymacja funkcji
	Aproksymacja funkcji
	Aproksymacja gradientu
	Aproksymacja dywergencji
	Aproksymacja laplasjanu
	Aproksymacja równania zachowania masy
	Aproksymacja równania zachowania pędu
	Równanie ruchu (Naviera–Stokesa)
	Równanie stanu
	SPH – przykłady

	Podstawy modelowania turbulencji
	Literatura
	Literatura


